
Прикладная математика & Физика, 2023, том 55, № 4. С. 313–329.
Applied Mathematics & Physics, 2023, Volume 55, No 4. P. 313–329.

УДК 517.9
MSC [2010] 34H05, 34B08, 34E15

DOI 10.52575/2687-0959-2023-55-4-313-329

Оригинальное исследование

Новый алгоритм построения асимптотического решения сингулярно
возмущенных задач оптимального управления с пересекающимися

траекториями вырожденного уравнения состояния
1,2 Курина Г. А. , 3 Хоай Н. Т.

(Статья представлена членом редакционной коллегии А. В. Глушаком)

1 Воронежский государственный университет,
Россия, 394018, г. Воронеж, Университетская пл., 1

2 Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» РАН,
Россия, 119333, г. Москва, ул. Вавилова, 44/2

kurina@math.vsu.ru
3 Научный Университет, Вьетнамский Национальный Университет,

Вьетнам, г. Ханой, Нгуен Трай, 334
nguyenthihoai@hus.edu.vn

Посвящается светлой памяти А. Б. Васильевой (1926 - 2018) и В. Ф. Бутузова (1939 - 2021)

Аннотация. В работе рассматривается новый метод построения асимптотических приближений любого порядка
для решения задачи, полученной из условий оптимальности для сингулярно возмущенных задач оптимального
управления со слабым управлением и пересекающимися в одной внутренней точке траекториями вырожденного
уравнения состояния для медленной переменной при наличии двух различных решений вырожденного уравнения
состояния для быстрой переменной относительно этой переменной. Асимптотика содержит регулярные функции и
пограничные функции четырех типов, две из которых существенны в окрестности точки пересечения. Предлагаемый
метод построения асимптотики основан на решении задач с фиксированным условием в начале или в конце
рассматриваемого промежутка для аргумента.
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Abstract. The paper deals with a new method of constructing asymptotic approximations of any order to a solution of a
two-point boundary value problem following from control optimality conditions for singularly perturbed optimal control
problems with a weak control in a critical case. Namely, differential state equations contain a small parameter before a
derivative for fast variables. If this parameter is equal to zero, then the degenerate state equation for the fast variable has two
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different solutions with respect to this fast variable and some corresponding trajectories for slow variables intersect each other
at one internal point. The asymptotics contains regular functions, depending on the original argument, and boundary functions
of four types, two of them are essential in a vicinity of the intersection point. The suggested new method of asymptotics
construction is based on solving equations with a fixed value in the initial point or in the end point of the considered interval
for the independent variable. Solutions of boundary value problems are not used.
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1. Введение. В зависимости от типа задачи и целей исследования для изучения сингулярно воз-
мущенных задач используются разные методы (см., например, [1, 2, 3, 4, 5]). Иногда разные методы
комбинируют друг с другом. В частности, найденные асимптотические приближения решения могут
быть использованы в итерационных методах в качестве начальных приближений.

При асимптотическом анализе сингулярно возмущенных задач смалымпараметромприпроизводной
часто предполагается, что вырожденное уравнение (при нулевом значении параметра) однозначно
разрешимо относительно быстрой переменной (стандартный или некритический случай). Такая же
ситуация имеет место в теории сингулярно возмущенных задач оптимального управления (см. обзоры
[6, 7, 8]).

Если же вырожденное уравнение не разрешимо однозначно относительно быстрой переменной,
задача усложняется (нестандартный или критический случай). Такое классическое определение критиче-
ского случая дано, например, в [9]. Критический случай изучался и для задач оптимального управления,
например, в [10, 11].

Траектории вырожденной задачи могут быть пересекающими, как в химической кинетике при
моделировании быстрых бимолекулярных реакций [12, 13]. Асимптотическое поведение решений раз-
личных типов начальных и краевых задач для сингулярно возмущенных уравнений с пересекающимися
траекториями вырожденной задачи изучалось, например, в [1, 12, 13, 14, 15].

Насколько нам известно, сингулярно возмущенные задачи оптимального управления с пересека-
ющимися траекториями вырожденного уравнения состояния впервые изучались в [16]. В этой работе
медленные и быстрые переменные состояния, а также управление были скалярными, и только асимпто-
тическое приближение нулевого порядка к оптимальному управлению и первого порядка к оптимальной
траектории были построены при помощи так называемого метода прямой схемы, состоящего из непо-
средственной подстановки постулируемого асимптотического разложения решения в условие задачи и
получении серии задач для нахождения членов асимптотики. Задача из [16] рассматривалась также в [17].
В отличие от [16], в [17] для построения асимптотического решения исследуемой задачи оптимального
управления используется асимптотическое решение двухточечной краевой задачи, вытекающей из
условия оптимальности управления. Предлагаемый в [17] алгоритм построения асимптотики основан на
решении краевых задач. Следует отметить, что статья [17] опубликована в трудах конференции, поэтому
изложение достаточно краткое, например, подробно обсуждается только построение асимптотического
приближения первого порядка.

Задача вариационного исчисления с контрастной структурой типа ступеньки, в асимптотике решения
которой присутствуют пограничные функции, существенные в окрестности внутренней точки, изучалась
в [18].

В настоящей статье мы рассматриваем обобщение на случай многомерной медленной переменной
задачи из [16] и [17], где вырожденное уравнение состояния для быстрой переменной имеет два решения
и некоторые соответствующие им траектории состояния для медленной переменной пересекаются в
одной внутренней точке. В отличие от [16] и [17], будет представлено детальное изложение алгоритма
построения асимптотического решения любого порядка краевой задачи, вытекающей из условий опти-
мальности управления. Асимптотика содержит регулярные функции, зависящие от исходного аргумента,
и пограничные функции четырех типов, два из которых существенны в окрестности точки пересечения.
Алгоритм асимптотического решения, предложенный в этой статье, проще, чем алгоритм в [17], осно-
ванный на решении краевых задач, поскольку в новом алгоритме используются решения уравнений с
заданным условием в начале или в конце рассматриваемого промежутка независимой переменной. В
статье также приводится пример, подробно иллюстрирующий построение асимптотического решения
первого порядка с помощью предложенного алгоритма.

Асимптотическое решение краевой задачи было построено в [1] при условиях, аналогичных предпо-
ложениям в этой статье, но быстрая переменная там является скалярной в отличие от рассматриваемой
здесь двухточечной краевой задачи с двумя быстрыми переменными. Алгоритм построения асимптоти-
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ки в настоящей статье отличается от [1], где сначала рассматривается асимптотика вспомогательной
задачи, содержащей пограничные функции двух типов, существенные в окрестности внутренней точки
пересечения.

На протяжении всей статьи Y > 0 – малый параметр, штрих означает транспонирование, а коэф-
фициент при Y𝑖 в разложении любой функции, например, 𝑓 по целым неотрицательным степеням Y

обозначается 𝑓𝑖 .
2. Постановка задачи. Рассматриваем следующую задачу

𝑃Y : 𝐽Y (𝑢) =
∫ 𝑇

0

(
𝐹 (𝑡, Y)𝑥 + 𝑆 (𝑡, Y)𝑦 + 1

2
Y𝑅(𝑡, Y)𝑢2

)
𝑑𝑡 → min

𝑢
, (1)

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡, Y)𝑥 + 𝐵(𝑡, Y)𝑦 + Y𝐶 (𝑡, Y)𝑢 + 𝑓 (𝑡, Y),

Y
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐺 (𝑥,𝑦, 𝑡, Y) + Y𝐷 (𝑡, Y)𝑢,

(2)

𝑥 (0, Y) = 𝑥0, 𝑥 (𝑇, Y) = 𝑥𝑇 . (3)

Здесь 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑇 > 0 – фиксировано, 𝑥 = 𝑥 (𝑡, Y) ∈ 𝐼𝑅𝑚 , 𝑦 = 𝑦 (𝑡, Y) ∈ 𝐼𝑅, 𝑢 = 𝑢 (𝑡, Y) ∈ 𝐼𝑅, 𝑅(𝑡, 0) > 0, все
функции в (2), (3) имеют подходящий размер и достаточно гладкие относительно своих аргументов.

Если Y = 0, мы получаем из (3) вырожденное уравнение состояния

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴0 (𝑡)𝑥 + 𝐵0 (𝑡)𝑦 + 𝑓0 (𝑡),

0 = 𝐺0 (𝑥,𝑦, 𝑡). (4)

Предположим, что выполняются шесть условий (I — VI).

I. Уравнение (4) имеет два решения относительно быстрой переменной: 𝑦 = 𝑦1 (𝑥, 𝑡) и 𝑦 = 𝑦2 (𝑥, 𝑡).

II. Задачи
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴0 (𝑡)𝑥 + 𝐵0 (𝑡)𝑦1 (𝑥, 𝑡) + 𝑓0 (𝑡), 𝑥 (0) = 𝑥0,

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴0 (𝑡)𝑥 + 𝐵0 (𝑡)𝑦2 (𝑥, 𝑡) + 𝑓0 (𝑡), 𝑥 (𝑇 ) = 𝑥𝑇

имеют единственные решения 𝑥1 (𝑡) и 𝑥2 (𝑡) соответственно.

III. Кривые 𝑥1 (𝑡) и 𝑥2 (𝑡) пересекаются друг с другом в одной фиксированной точке 𝑡 = 𝑡1 ∈ (0,𝑇 ).

IV. 𝐺𝑦0 (𝑥1 (𝑡), 𝑦1 (𝑥1 (𝑡), 𝑡), 𝑡) > 0 для 𝑡 ∈ [0, 𝑡1] и 𝐺𝑦0 (𝑥2 (𝑡), 𝑦2 (𝑥2 (𝑡), 𝑡), 𝑡) < 0 для 𝑡 ∈ [𝑡1,𝑇 ].

V. Для любого 𝑦0 решение задачи

𝑑Π𝑦

𝑑𝜏1
= 𝐺 (𝑥2 (𝑡1),Π𝑦, 𝑡1, 0), 𝜏1 ≥ 0, Π𝑦 (0) = 𝑦0

удовлетворяет условию Π𝑦 (𝜏1) → 𝑦2 (𝑥2 (𝑡1), 𝑡1) при 𝜏1 → +∞, и решение задачи

𝑑𝑄𝑦

𝑑𝜏1
= 𝐺 (𝑥1 (𝑡1), 𝑄𝑦, 𝑡1, 0), 𝜏1 ≤ 0, 𝑄𝑦 (0) = 𝑦0

удовлетворяет условию 𝑄𝑦 (𝜏1) → 𝑦1 (𝑥1 (𝑡1), 𝑡1) при 𝜏1 → −∞.

VI. При достаточно малых Y задача 𝑃Y имеет единственное решение, удовлетворяющее условию
оптимальности в форме принципа максимума Понтрягина, состоящего из (3), (3) и соотношений,
содержащих сопряженные переменные 𝜑 и𝜓 ,

𝑑𝜑

𝑑𝑡
= −𝐴(𝑡, Y)′𝜑 −𝐺𝑥 (𝑥,𝑦, 𝑡, Y)′𝜓 + 𝐹 (𝑡, Y)′,

Y
𝑑𝜓

𝑑𝑡
= −𝐵(𝑡, Y)′𝜑 −𝐺𝑦 (𝑥,𝑦, 𝑡, Y)𝜓 + 𝑆 (𝑡, Y),

(5)

𝑅(𝑡, Y)𝑢 = 𝐶 (𝑡, Y)′𝜑 + 𝐷 (𝑡, Y)𝜓,
𝜓 (0, Y) = 0, 𝜓 (𝑇, Y) = 0 (6)

(см., например, [19]).
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При достаточно малых Y оптимальное управление определяется выражением

𝑢 = 𝑅(𝑡, Y)−1 (𝐶 (𝑡, Y)′𝜑 + 𝐷 (𝑡, Y)𝜓 ). (7)

Некоторые достаточные условия принципа максимума Понтрягина приведены в [20].
Для построения асимптотики еще потребуется дополнительное условие VII, которое будет сформули-

ровано позже.
3. Формализм построения асимптотики. Подставляя 𝑢 (𝑡, Y) из (7) в (3), получаем двухточечную

краевую задачу (3), (3), (5), (6) для определения функции 𝑣 (𝑡, Y) = (𝑥 (𝑡, Y)′, 𝜑 (𝑡, Y)′, 𝑦 (𝑡, Y) , 𝜓 (𝑡, Y))′.
Асимптотическое решение полученной задачи будет построено в виде 𝑣 (𝑡, Y) =

(1)
𝑣 (𝑡, Y) при 𝑡 ∈ [0, 𝑡1] и

𝑣 (𝑡, Y) =
(2)
𝑣 (𝑡, Y) для 𝑡 ∈ [𝑡1,𝑇 ], где

( 𝑗 )
𝑣 (𝑡, Y) =

( 𝑗 )
𝑣 (𝑡, Y) +

( 𝑗 )
Π𝑣 (𝜏 𝑗−1, Y) +

( 𝑗 )
𝑄𝑣 (𝜏 𝑗 , Y), 𝑡 ∈ [𝑡 𝑗−1, 𝑡 𝑗 ], 𝑗 = 1, 2. (8)

Здесь
( 𝑗 )
𝑣 (𝑡, Y) = ∑∞

𝑖=0 Y
𝑖
( 𝑗 )
𝑣𝑖 (𝑡),

( 𝑗 )
Π 𝑣 (𝜏 𝑗−1, Y) =

∑∞
𝑖=0 Y

𝑖
( 𝑗 )
Π𝑖 𝑣 (𝜏 𝑗−1),

( 𝑗 )
𝑄 𝑣 (𝜏 𝑗 , Y) =

∑∞
𝑖=0 Y

𝑖
( 𝑗 )
𝑄𝑖 𝑣 (𝜏 𝑗 ), 𝑡0 = 0, 𝑡2 = 𝑇 ,

𝜏 𝑗 = (𝑡 − 𝑡 𝑗 )/Y, 𝑗 = 0, 1, 2. Черта означает регулярные функции, зависящие от 𝑡 . Символы
( 𝑗 )
Π и

( 𝑗 )
𝑄

обозначают пограничные функции экспоненциального типа существенные вблизи левого и правого
концов отрезка [𝑡 𝑗−1, 𝑡 𝑗 ], зависящие от 𝜏 𝑗−1 и 𝜏 𝑗 соответственно, 𝑗 = 1, 2. Такие функции будем называть
Π-функциями и 𝑄-функциями. Для построения асимптотического решения на [0, 𝑡1] будем использовать
функцию 𝑦1 (𝑥, 𝑡), а на [𝑡1,𝑇 ] – 𝑦2 (𝑥, 𝑡).

Система (3), (3), (5)—(7) может быть записана в виде двух систем 𝑃1 и 𝑃2 (𝑃1 соответствует 𝑗 = 1, 𝑃2
соответствует 𝑗 = 2)

𝑑
( 𝑗 )
𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡, Y)

( 𝑗 )
𝑥 + 𝐵(𝑡, Y)

( 𝑗 )
𝑦 + Y𝑊1 (𝑡, Y)

( 𝑗 )
𝜑 + Y𝑊2 (𝑡, Y)

( 𝑗 )
𝜓 +𝑓 (𝑡, Y),

𝑑
( 𝑗 )
𝜑

𝑑𝑡
= −𝐴(𝑡, Y)′

( 𝑗 )
𝜑 − 𝐺𝑥 (

( 𝑗 )
𝑥 ,

( 𝑗 )
𝑦 , 𝑡, Y)′

( 𝑗 )
𝜓 + 𝐹 (𝑡, Y)′,

Y
𝑑

( 𝑗 )
𝑦

𝑑𝑡
= 𝐺 (

( 𝑗 )
𝑥 ,

( 𝑗 )
𝑦 , 𝑡, Y) + Y𝑊2 (𝑡, Y)′

( 𝑗 )
𝜑 + Y𝑊3 (𝑡, Y)

( 𝑗 )
𝜓 ,

Y
𝑑

( 𝑗 )
𝜓

𝑑𝑡
= −𝐵(𝑡, Y)′

( 𝑗 )
𝜑 − 𝐺𝑦 (

( 𝑗 )
𝑥 ,

( 𝑗 )
𝑦 , 𝑡, Y)

( 𝑗 )
𝜓 + 𝑆 (𝑡, Y),

𝑡 ∈ [𝑡 𝑗−1, 𝑡 𝑗 ], 𝑗 = 1, 2,

(9)

(𝑊1 (𝑡, Y) = 𝐶 (𝑡, Y)𝐶 (𝑡, Y)′/𝑅(𝑡, Y),𝑊2 (𝑡, Y) = 𝐶 (𝑡, Y)𝐷 (𝑡, Y)/𝑅(𝑡, Y),𝑊3 (𝑡, Y) = 𝐷 (𝑡, Y)2/𝑅(𝑡, Y)) со следующими
условиями при 𝑡 = 0 для системы 𝑃1

(1)
𝑥 (0, Y) = 𝑥0,

(1)
𝜑 (0, Y) =

∞∑︁
𝑖=0

Y𝑖
(1)
𝜑𝑖 ,

(1)
𝑦 (0, Y) =

∞∑︁
𝑖=0

Y𝑖
(1)
𝑦𝑖 ,

(1)
𝜓 (0, Y) = 0, (10)

и условиями при 𝑡 = 𝑇 для системы 𝑃2

(2)
𝑥 (𝑇, Y) = 𝑥𝑇 ,

(2)
𝜑 (𝑇, Y) =

∞∑︁
𝑖=0

Y𝑖
(2)
𝜑𝑖 ,

(2)
𝑦 (𝑇, Y) =

∞∑︁
𝑖=0

Y𝑖
(2)
𝑦𝑖 ,

(2)
𝜓 (𝑇, Y) = 0, (11)

где значения
( 𝑗 )
𝜑𝑖 ,

( 𝑗 )
𝑦𝑖 , 𝑗 = 1, 2 и 𝑖 = 0, 1, 2, ..., пока неизвестны.

В дальнейшем также будем использовать условие непрерывности решения в точке 𝑡1, т.е.

(1)
𝑥 (𝑡1, Y) =

(2)
𝑥 (𝑡1, Y),

(1)
𝜑 (𝑡1, Y) =

(2)
𝜑 (𝑡1, Y),

(1)
𝑦 (𝑡1, Y) =

(2)
𝑦 (𝑡1, Y),

(1)
𝜓 (𝑡1, Y) =

(2)
𝜓 (𝑡1, Y).

(12)

Введем следующие обозначения

𝐻 (
(1)
𝑥 (𝑡1, Y),

(2)
𝑥 (𝑡1, Y)) =

(1)
𝑥 (𝑡1, Y) −

(2)
𝑥 (𝑡1, Y) = 0,

𝐾 (
(1)
𝜑 (𝑡1, Y),

(2)
𝜑 (𝑡1, Y)) =

(1)
𝜑 (𝑡1, Y) −

(2)
𝜑 (𝑡1, Y) = 0,
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𝑀 (
(1)
𝜓 (𝑡1, Y),

(2)
𝜓 (𝑡1, Y)) =

(1)
𝜓 (𝑡1, Y) −

(2)
𝜓 (𝑡1, Y) = 0.

Подставив разложение (7) в выражения для 𝐻,𝐾 , 𝑀 , получаем коэффициенты при Y𝑖 (𝑖 ≥ 0) в
разложениях этих выражений

𝐻𝑖 =
(1)
𝑥𝑖 (𝑡1) +

(1)
𝑄𝑖𝑥 (0) −

(2)
𝑥𝑖 (𝑡1) −

(2)
Π𝑖𝑥 (0) = 0,

𝐾𝑖 =
(1)
𝜑𝑖 (𝑡1) +

(1)
𝑄𝑖𝜑 (0) −

(2)
𝜑𝑖 (𝑡1) −

(2)
Π𝑖𝜑 (0) = 0,

𝑀𝑖 =

(1)
𝜓 𝑖 (𝑡1) +

(1)
𝑄𝑖𝜓 (0) −

(2)
𝜓 𝑖 (𝑡1) −

(2)
Π𝑖𝜓 (0) = 0.

(13)

Аналогично [1], функция
( 𝑗 )
𝑔 (

( 𝑗 )
𝑣 (𝑡, Y), 𝑡, Y) представляется в виде

( 𝑗 )
𝑔 (𝑡, Y) +

( 𝑗 )
Π𝑔(𝜏 𝑗−1, Y) +

( 𝑗 )
𝑄𝑔(𝜏 𝑗 , Y),

где
( 𝑗 )
𝑔 (𝑡, Y) =

( 𝑗 )
𝑔 (

( 𝑗 )
𝑣 (𝑡), 𝑡, Y),

( 𝑗 )
Π𝑔(𝜏 𝑗−1, Y) =

( 𝑗 )
𝑔 (

( 𝑗 )
𝑣 (𝑡 𝑗−1 + Y𝜏 𝑗−1, Y) +

( 𝑗 )
Π𝑣 (𝜏 𝑗−1, Y), 𝑡 𝑗−1 + Y𝜏 𝑗−1, Y) −

( 𝑗 )
𝑔 (

( 𝑗 )
𝑣 (𝑡 𝑗−1 + Y𝜏 𝑗−1, Y), 𝑡 𝑗−1 + Y𝜏 𝑗−1, Y),

( 𝑗 )
𝑄𝑔(𝜏 𝑗 , Y) =

( 𝑗 )
𝑔 (

( 𝑗 )
𝑣 (𝑡 𝑗 + Y𝜏 𝑗 , Y) +

( 𝑗 )
𝑄𝑣 (𝜏 𝑗 , Y), 𝑡 𝑗 + Y𝜏 𝑗 , Y) −

( 𝑗 )
𝑔 (

( 𝑗 )
𝑣 (𝑡 𝑗 + Y𝜏 𝑗 , Y), 𝑡 𝑗 + Y𝜏 𝑗 , Y).

Далее будем обозначать через
( 𝑗 )
𝐺 (𝑡), Π

( 𝑗 )
𝐺 (𝜏 𝑗−1),𝑄

( 𝑗 )
𝐺 (𝜏 𝑗−1) значения функции𝐺 (𝑧, 𝑡, Y) (𝑧 = (𝑥 ′, 𝑦)′), при

Y = 0 и 𝑧 =
( 𝑗 )
𝑧0 (𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡 𝑗−1, 𝑡 𝑗 ], 𝑧 =

( 𝑗 )
𝑧0 (𝑡 𝑗−1) +

( 𝑗 )
Π0𝑧 (𝜏 𝑗−1), 𝑡 = 𝑡 𝑗−1, 𝑧 =

( 𝑗 )
𝑧0 (𝑡 𝑗 ) +

( 𝑗 )
𝑄0 𝑧 (𝜏 𝑗 ), 𝑡 = 𝑡 𝑗 соответственно.

Члены разложения с отрицательными индексами будем считать равными нулю.
Подставим разложение (7) в систему (9), равенства (10), (11) и третье равенство в (12), затем, учитывая

экспоненциальный характер пограничных функций, приравняем коэффициенты при одинаковых
степенях Y, отдельно зависящие от регулярных и разных пограничных функций. Вводя обозначение

𝑦𝑖 =
(1)
𝑦𝑖 (𝑡1) +

(1)
𝑄𝑖𝑦 (0) =

(2)
𝑦𝑖 (𝑡1) +

(2)
Π𝑖𝑦 (0), где 𝑦𝑖 пока неизвестно, в результате получаем соотношения для

определения членов асимптотики.

Итак, функции
( 𝑗 )
𝑣𝑖 (𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡 𝑗−1, 𝑡 𝑗 ], 𝑗 = 1, 2 являются решением задач

𝑑
( 𝑗 )
𝑥𝑖

𝑑𝑡
= 𝐴0 (𝑡)

( 𝑗 )
𝑥𝑖 + 𝐵0 (𝑡)

( 𝑗 )
𝑦𝑖 +


𝑓0 (𝑡), 𝑖 = 0

𝑊10 (𝑡)
( 𝑗 )
𝜑 𝑖−1 +𝑊20 (𝑡)

( 𝑗 )
𝜓 𝑖−1 +

( 𝑗 )
b𝑖 (𝑡), 𝑖 ≥ 1,

(14)

𝑑
( 𝑗 )
𝜑𝑖

𝑑𝑡
= −𝐴0 (𝑡)′

( 𝑗 )
𝜑𝑖 −

( 𝑗 )
𝐺𝑥 (𝑡)′

( 𝑗 )
𝜓 𝑖 +



𝐹0 (𝑡)′, 𝑖 = 0,

− 𝐴1 (𝑡)′
( 𝑗 )
𝜑 𝑖−1 − (

( 𝑗 )
𝐺𝑥𝑥 (𝑡)′

( 𝑗 )
𝑥1 +

( 𝑗 )
𝐺𝑥𝑦(𝑡)′

( 𝑗 )
𝑦1 +

+
( 𝑗 )
𝐺𝑥Y (𝑡)′)

( 𝑗 )
𝜓 𝑖−1 + 𝐹𝑖 (𝑡)′ =

( 𝑗 )
Φ𝑖 (𝑡), 𝑖 = 1,

( 𝑗 )
Φ 𝑖(𝑡) − (

( 𝑗 )
𝐺𝑥𝑥 (𝑡)′

( 𝑗 )
𝑥𝑖 +

( 𝑗 )
𝐺𝑥𝑦(𝑡)′

( 𝑗 )
𝑦𝑖 )

( 𝑗 )
𝜓 0 +

( 𝑗 )
Z 𝑖 (𝑡), 𝑖 > 1,

(15)

0 =


( 𝑗 )
𝐺 (𝑡),
( 𝑗 )
𝐺𝑥 (𝑡)

( 𝑗 )
𝑥𝑖 +

( 𝑗 )
𝐺𝑦 (𝑡)

( 𝑗 )
𝑦𝑖 +𝑊20 (𝑡)′

( 𝑗 )
𝜑 𝑖−1 +𝑊30 (𝑡)

( 𝑗 )
𝜓 𝑖−1 +

( 𝑗 )
[𝑖 (𝑡), 𝑖 > 0,

(16)

0 = −𝐵0 (𝑡)′
( 𝑗 )
𝜑𝑖 −

( 𝑗 )
𝐺𝑦(𝑡)

( 𝑗 )
𝜓 𝑖 +



𝑆0 (𝑡), 𝑖 = 0,

− 𝐵1 (𝑡)′
( 𝑗 )
𝜑 𝑖−1 − (

( 𝑗 )
𝐺𝑦𝑥 (𝑡)

( 𝑗 )
𝑥1 +

( 𝑗 )
𝐺𝑦𝑦(𝑡)

( 𝑗 )
𝑦1 +

+
( 𝑗 )
𝐺𝑦Y (𝑡))

( 𝑗 )
𝜓 𝑖−1 + 𝑆𝑖 (𝑡) −

𝑑

( 𝑗 )
𝜓 𝑖−1
𝑑𝑡

=
( 𝑗 )
Ψ 𝑖(𝑡), 𝑖 = 1,

( 𝑗 )
Ψ 𝑖(𝑡) − (

( 𝑗 )
𝐺𝑦𝑥 (𝑡)

( 𝑗 )
𝑥𝑖 +

( 𝑗 )
𝐺𝑦𝑦(𝑡)

( 𝑗 )
𝑦𝑖 )

( 𝑗 )
𝜓 0 +

( 𝑗 )
\ 𝑖 (𝑡), 𝑖 > 1,

(17)
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(1)
𝑥𝑖 (0) +

(1)
Π𝑖 𝑥 (0) =

{
𝑥0, 𝑖 = 0,
0, 𝑖 > 0,

(1)
𝜑𝑖 (0) +

(1)
Π𝑖 𝜑 (0) =

(1)
𝜑𝑖 ,

(2)
𝑥𝑖 (𝑇 ) +

(2)
𝑄𝑖𝑥 (0) =

{
𝑥𝑇 , 𝑖 = 0,
0, 𝑖 > 0,

(2)
𝜑𝑖 (𝑇 ) +

(2)
𝑄𝑖𝜑 (0) =

(2)
𝜑𝑖 ,

(18)

где
( 𝑗 )
b𝑖 (𝑡),

( 𝑗 )
Z 𝑖 (𝑡),

( 𝑗 )
[𝑖 (𝑡),

( 𝑗 )
\ 𝑖 (𝑡) – известные функции, зависящие от регулярных членов асимптотики (7) для

𝑥 , 𝑦 порядка меньше 𝑖 и 𝜑 ,𝜓 порядка меньше 𝑖 − 1.
Пограничные функции существенные вблизи левого конца интервала [𝑡 𝑗−1, 𝑡 𝑗 ], 𝑗 = 1, 2, (Π-функции,

зависящие от 𝜏 𝑗−1 ≥ 0) удовлетворяют системе

𝑑
( 𝑗 )
Π𝑖 𝑥

𝑑𝜏 𝑗−1
=


0, 𝑖 = 0

𝐴0 (𝑡 𝑗−1)
( 𝑗 )
Π𝑖−1𝑥 + 𝐵0 (𝑡 𝑗−1)

( 𝑗 )
Π𝑖−1𝑦 = Π

( 𝑗 )
𝑋 𝑖(𝜏 𝑗−1), 𝑖 = 1,

Π
( 𝑗 )
𝑋𝑖 (𝜏 𝑗−1) + Π

( 𝑗 )
b𝑖 (𝜏 𝑗−1), 𝑖 > 1,

(19)

где Π
( 𝑗 )
b 𝑖 (𝜏 𝑗−1) – известные Π-функции, зависящие от Π-функций асимптотики (7), порядок которых

меньше 𝑖 − 1,

𝑑
( 𝑗 )
Π𝑖 𝜑

𝑑𝜏 𝑗−1
=



0, 𝑖 = 0,

−𝐴0 (𝑡 𝑗−1)′
( 𝑗 )
Π𝑖−1𝜑 − Π

( 𝑗 )
𝐺𝑥 (𝜏 𝑗−1)′

( 𝑗 )
Π𝑖−1𝜓 −

− (Π
( 𝑗 )
𝐺𝑥 (𝜏 𝑗−1)′ −

( 𝑗 )
𝐺𝑥 (𝑡 𝑗−1)′)

( 𝑗 )
𝜓 𝑖−1(𝑡 𝑗−1) = Π

( 𝑗 )
Φ𝑖 (𝜏 𝑗−1), 𝑖 = 1,

Π
( 𝑗 )
Φ𝑖 (𝜏 𝑗−1) − (Π

( 𝑗 )
𝐺𝑥𝑥 (𝜏 𝑗−1)′

( 𝑗 )
Π𝑖−1𝑥 + Π

( 𝑗 )
𝐺𝑥𝑦(𝜏 𝑗−1)′

( 𝑗 )
Π𝑖−1𝑦)×

×(
( 𝑗 )
𝜓 0 (𝑡 𝑗−1) +

( 𝑗 )
Π0𝜓 ) + Π

( 𝑗 )
Z𝑖 (𝜏 𝑗−1), 𝑖 > 1,

(20)

где Π
( 𝑗 )
Z𝑖 (𝜏 𝑗−1) – известные Π-функции, зависящие от регулярных членов асимптотики (7) для 𝑥 ,𝑦 порядка

меньше 𝑖 и𝜓 порядка меньше 𝑖 − 1, а также от Π-функций, порядок которых меньше 𝑖 − 1,

𝑑
( 𝑗 )
Π𝑖 𝑦

𝑑𝜏 𝑗−1
=


Π
( 𝑗 )
𝐺 (𝜏 𝑗−1), 𝑖 = 0,

Π
( 𝑗 )
𝐺𝑥 (𝜏 𝑗−1)

( 𝑗 )
Π𝑖𝑥 + Π

( 𝑗 )
𝐺𝑦 (𝜏 𝑗−1)

( 𝑗 )
Π𝑖𝑦 + (Π

( 𝑗 )
𝐺𝑥 (𝜏 𝑗−1) −

( 𝑗 )
𝐺𝑥 (𝑡 𝑗−1))

( 𝑗 )
𝑥 𝑖(𝑡 𝑗−1) +

+ (Π
( 𝑗 )
𝐺𝑦 (𝜏 𝑗−1) −

( 𝑗 )
𝐺𝑦(𝑡 𝑗−1))

( 𝑗 )
𝑦 𝑖(𝑡 𝑗−1) + Π

( 𝑗 )
[𝑖 (𝜏 𝑗−1), 𝑖 > 0,

(21)

где Π
( 𝑗 )
[𝑖 (𝜏 𝑗−1) – известные Π-функции, зависящие от регулярных членов асимптотики для 𝑥 , 𝑦, а также

от Π-функций асимптотики (7) порядка меньше 𝑖 ,

𝑑
( 𝑗 )
Π𝑖 𝜓

𝑑𝜏 𝑗−1
= −𝐵0 (𝑡 𝑗−1)′

( 𝑗 )
Π𝑖 𝜑 − Π

( 𝑗 )
𝐺𝑦 (𝜏 𝑗−1)

( 𝑗 )
Π𝑖𝜓 − (Π

( 𝑗 )
𝐺𝑦 (𝜏 𝑗−1) −

( 𝑗 )
𝐺 𝑦(𝑡 𝑗−1))

( 𝑗 )
𝜓 𝑖(𝑡 𝑗−1) +

+



0, 𝑖 = 0,

− (Π
( 𝑗 )
𝐺 𝑦𝑥 (𝜏 𝑗−1)

( 𝑗 )
Π𝑖𝑥 + Π

( 𝑗 )
𝐺 𝑦𝑦(𝜏 𝑗−1)

( 𝑗 )
Π𝑖𝑦) (

( 𝑗 )
𝜓 0(𝑡 𝑗−1) +

( 𝑗 )
Π0𝜓 ) −

− ((Π
( 𝑗 )
𝐺 𝑦𝑥 (𝜏 𝑗−1) −

( 𝑗 )
𝐺 𝑦𝑥 (𝑡 𝑗−1))

( 𝑗 )
𝑥 𝑖(𝑡 𝑗−1) +

+ (Π
( 𝑗 )
𝐺 𝑦𝑦(𝜏 𝑗−1) −

( 𝑗 )
𝐺 𝑦𝑦(𝑡 𝑗−1))

( 𝑗 )
𝑦 𝑖(𝑡 𝑗−1))

( 𝑗 )
𝜓 0(𝑡 𝑗−1) −

− (Π
( 𝑗 )
𝐺 𝑦𝑥 (𝜏 𝑗−1)

( 𝑗 )
𝑥 𝑖(𝑡 𝑗−1) + Π

( 𝑗 )
𝐺 𝑦𝑦(𝑡 𝑗−1)

( 𝑗 )
𝑦 𝑖(𝑡 𝑗−1))

( 𝑗 )
Π0𝜓 (𝜏 𝑗−1) + Π

( 𝑗 )
\𝑖 (𝜏 𝑗−1), 𝑖 > 0,

(22)

где Π
( 𝑗 )
\𝑖 (𝜏 𝑗−1) – известные Π-функции, зависящие от членов регулярной асимптотики для 𝑥 , 𝑦,𝜓 , а также

от Π-функций асимптотики (7) порядка меньше 𝑖 .
Π-функции удовлетворяют следующим краевым условиям

( 𝑗 )
Π𝑖𝑥 (+∞) =

( 𝑗 )
Π𝑖𝜑 (+∞) = 0,

(1)
Π𝑖𝑦 (+∞) = 0,

(2)
𝑦 𝑖(𝑡1) +

(2)
Π𝑖𝑦 (0) = 𝑦𝑖

(1)
𝜓 𝑖(0) +

(1)
Π𝑖𝜓 (0) = 0, ,

(2)
Π𝑖𝜓 (+∞) = 0.

(23)
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Уравнениядляпограничныхфункций существенныхвблизиправого конца отрезка [𝑡 𝑗−1, 𝑡 𝑗 ] (𝑄−функций)
( 𝑗 )
𝑄𝑖 𝑣 (𝜏 𝑗 ) получаются из уравнений для

( 𝑗 )
Π𝑖 𝑣 (𝜏 𝑗−1) заменой символа Π на 𝑄 , 𝜏 𝑗−1 на 𝜏 𝑗 и 𝑡 𝑗−1 на 𝑡 𝑗 , 𝑗 = 1, 2.

𝑄-функции удовлетворяют следующим краевым условиям

( 𝑗 )
𝑄 𝑖𝑥 (−∞) =

( 𝑗 )
𝑄 𝑖𝜑 (−∞) = 0,

(1)
𝑦 𝑖(𝑡1) +

(1)
𝑄 𝑖𝑦 (0) = 𝑦𝑖 ,

(2)
𝑄 𝑖𝑦 (−∞) = 0,

(1)
𝑄 𝑖𝜓 (−∞) = 0,

(2)
𝜓 𝑖(𝑇 ) +

(2)
𝑄 𝑖𝜓 (0) = 0.

(24)

4. Приближение нулевого порядка. Из уравнений для пограничных функций нулевого порядка
для медленных переменных и условий (23), (24) следует, что

( 𝑗 )
Π0𝑥 (𝜏 𝑗−1) =

( 𝑗 )
Π0𝜑 (𝜏 𝑗−1) ≡ 0,

( 𝑗 )
𝑄0 𝑥 (𝜏 𝑗 ) =

( 𝑗 )
𝑄0 𝜑 (𝜏 𝑗 ) ≡ 0, 𝑗 = 1, 2. (25)

В силу условий I — III и соотношений (25) находим из первого уравнения в (16), уравнения (14) и
равенств (18) при 𝑖 = 0 решение

( 𝑗 )
𝑥0 (𝑡) = 𝑥 𝑗 (𝑡),

( 𝑗 )
𝑦0 (𝑡) = 𝑦 𝑗 (𝑥 𝑗 (𝑡), 𝑡) = 𝑦 𝑗 (

( 𝑗 )
𝑥0 (𝑡), 𝑡), 𝑗 = 1, 2. (26)

С учетом (25) имеем 𝐻0 = 0 (см. (13)).

Ввиду условия IV уравнение (17) при 𝑖 = 0 разрешимо относительно
( 𝑗 )
𝜓 0. Подставляя найденные таким

образом функции
( 𝑗 )
𝜓 0 в (15) при 𝑖 = 0, получаем линейную систему относительно

( 𝑗 )
𝜑0(𝑡) с условиями (18)

при 𝑖 = 0, зависящими от неизвестного вектора
( 𝑗 )
𝜑0 , решением которой является

( 𝑗 )
𝜑0 (𝑡) =

( 𝑗 )
𝜑0 (

( 𝑗 )
𝜑0 , 𝑡), (27)

также имеем
( 𝑗 )
𝜓 0 (𝑡) =

( 𝑗 )
𝜓 0 (

( 𝑗 )
𝜑0 , 𝑡), 𝑗 = 1, 2. (28)

В силу условия IV и теоремы о неустойчивости по первому приближению [21] из (21) при 𝑖 = 0, 𝑗 = 1,

(23), уравнения для
(2)
𝑄0 𝑦 (𝜏2) и (24) следует что

(1)
Π0𝑦 (𝜏0) ≡ 0,

(2)
𝑄0𝑦 (𝜏2) ≡ 0. (29)

Поскольку
( 𝑗 )
𝑦0 (𝑡), 𝑗 = 1, 2 известны, отсюда и из (10), (11) получаем

(1)
𝑦0 =

(1)
𝑦0 (0) и

(2)
𝑦0 =

(2)
𝑦0 (𝑇 ).

Принимая во внимание (21) при 𝑖 = 0, 𝑗 = 2, (23), уравнение для
(1)
𝑄0𝑦 (𝜏1), (24), а также условия IV, V, с

учетом Леммы 3.1 в [1] получаем пограничные функции соответствующего экспоненциального типа,
зависящие от еще неизвестного значения 𝑦0, а именно

(2)
Π0𝑦 (𝜏1) =

(2)
Π0𝑦 (𝑦0, 𝜏1),

(1)
𝑄0𝑦 (𝜏1) =

(1)
𝑄0𝑦 (𝑦0, 𝜏1). (30)

С учетом (25), (29) имеем

Π
(1)
𝐺𝑧 (𝜏0) =

(1)
𝐺𝑧 (0), 𝑄

(2)
𝐺𝑧 (𝜏2) =

(2)
𝐺𝑧 (𝑇 ). (31)

В силу последних двух равенств, а также (25), условия IV, (28), (22) при 𝑖 = 0, 𝑗 = 1, (23), уравнения для
(2)
𝑄0𝜓 (𝜏2) и (24) находим

(1)
Π0𝜓 (𝜏0) = −

(1)
𝜓 0 (0) exp(−

(1)
𝐺𝑦(0)𝜏0) =

(1)
Π0𝜓 (

(1)
𝜑0 , 𝜏0),

(2)
𝑄0𝜓 (𝜏2) = −

(2)
𝜓 0 (𝑇 ) exp(−

(2)
𝐺𝑦(𝑇 )𝜏2) =

(2)
𝑄0𝜓 (

(2)
𝜑0 , 𝜏2).

(32)

Заметим, что ввиду условия IV в уравнениях для
(2)
Π0𝜓 (𝜏1) и

(1)
𝑄0𝜓 (𝜏1) условия устойчивости не выпол-

няются. Неоднородности в этих уравнениях являются пограничными функциями соответствующего
типа. Нетрудно доказать следующее утверждение.
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Лемма 4.1. Единственное решение уравнения

𝑑𝑦

𝑑𝜏
= (𝑎 + 𝑓 (𝜏))𝑦 + 𝑔(𝜏),

где 𝑎 > 0 (𝑎 < 0), |𝑓 (𝜏) |, |𝑔(𝜏) | ≤ 𝑐 exp(−𝜘𝜏), 𝜏 ∈ [0, +∞) (𝑐 exp(𝜘𝜏), 𝜏 ∈ (−∞, 0]), 𝑐 и 𝜘 – положительные, не
зависящие от 𝜏 константы, является Π-(𝑄-) функцией вида

𝑦 (𝜏) =
∫ 𝜏

+∞(−∞)
exp(

∫ 𝜏

𝑠

(𝑎 + 𝑓 (𝑡))𝑑𝑡)𝑔(𝑠)𝑑𝑠.

В силу этой леммы из уравнений для
(2)
Π0𝜓 (𝜏1),

(1)
𝑄0𝜓 (𝜏1) и (25), (28), (30) получаем

(2)
Π0𝜓 (𝜏1) =

(2)
Π0𝜓 (

(2)
𝜑0 , 𝑦0, 𝜏1) =

(2)
𝜓 0 (

(2)
𝜑0 , 𝑡1)

∫ +∞

𝜏1

exp(
∫ 𝑠

𝜏1

Π
(2)
𝐺𝑦 (𝑡)𝑑𝑡) (Π

(2)
𝐺𝑦 (𝑠) −

(2)
𝐺𝑦(𝑡1))𝑑𝑠,

(1)
𝑄0𝜓 (𝜏1) =

(1)
𝑄0𝜓 (

(1)
𝜑0 , 𝑦0, 𝜏1) =

(1)
𝜓 0 (

(1)
𝜑0 , 𝑡1)

∫ −∞

𝜏1

exp(
∫ 𝑠

𝜏1

𝑄
(1)
𝐺𝑦 (𝑡)𝑑𝑡) (𝑄

(1)
𝐺𝑦 (𝑠) −

(1)
𝐺𝑦(𝑡1))𝑑𝑠.

(33)

Используя (19), (23) уравнения для
( 𝑗 )
𝑄𝑖𝑥 (𝜏 𝑗 ), (24) при 𝑖 = 1, 𝑗 = 1, 2, а также (25), (29), (30), получаем

(1)
Π1𝑥 (𝜏0) ≡ 0,

(2)
𝑄1 𝑥 (𝜏2) ≡ 0, (34)

(2)
Π1𝑥 (𝜏1) =

(2)
Π1𝑥 (𝑦0, 𝜏1) = 𝐵0 (𝑡1)

∫ 𝜏1

+∞

(2)
Π0𝑦 (𝑦0, 𝑠)𝑑𝑠,

(1)
𝑄1 𝑥 (𝜏1) =

(1)
𝑄1 𝑥 (𝑦0, 𝜏1) = 𝐵0 (𝑡1)

∫ 𝜏1

−∞

(1)
𝑄0 𝑦 (𝑦0, 𝑠)𝑑𝑠.

(35)

Из (20), (23) уравнений для
( 𝑗 )
𝑄1 𝜑 (𝜏 𝑗 ), (24) при 𝑖 = 1, 𝑗 = 1, 2 и (25), (28), (30), (32), (33) получаем

пограничные функции экспоненциального типа

(1)
Π1𝜑 (𝜏0) =

(1)
Π1𝜑 (

(1)
𝜑0 , 𝜏0),

(2)
𝑄1𝜑 (𝜏2) =

(2)
𝑄1𝜑 (

(2)
𝜑0 , 𝜏2),

(2)
Π1𝜑 (𝜏1) =

(2)
Π1𝜑 (

(2)
𝜑0 , 𝑦0, 𝜏1),

(1)
𝑄1𝜑 (𝜏1) =

(1)
𝑄1𝜑 (

(1)
𝜑0 , 𝑦0, 𝜏1).

(36)

Функции
( 𝑗 )
𝑥1(𝑡) и

( 𝑗 )
𝑦1(𝑡) можно определить из системы (14), (16) с условиями, полученными из (18) при

𝑖 = 1 с учетом (34). В силу (27), (28) имеем

( 𝑗 )
𝑥1 (𝑡) =

( 𝑗 )
𝑥1 (

( 𝑗 )
𝜑0 , 𝑡),

( 𝑗 )
𝑦1 (𝑡) =

( 𝑗 )
𝑦1 (

( 𝑗 )
𝜑0 , 𝑡). (37)

Ввиду (37), (35), (27), (25), (28) и (33) получаем из (13) систему для определения
( 𝑗 )
𝜑0 , 𝑗 = 1, 2, и 𝑦0

𝐻1 =
(1)
𝑥1 (

(1)
𝜑0 , 𝑡1) +

(1)
𝑄1𝑥 (𝑦0, 0) −

(2)
𝑥1 (

(2)
𝜑0 , 𝑡1) −

(2)
Π1𝑥 (𝑦0, 0) = 0,

𝐾0 =
(1)
𝜑0 (

(1)
𝜑0 , 𝑡1) −

(2)
𝜑0 (

(2)
𝜑0 , 𝑡1) = 0,

𝑀0 =

(1)
𝜓 0 (

(1)
𝜑0 , 𝑡1) +

(1)
𝑄0𝜓 (

(1)
𝜑0 , 𝑦0, 0) −

(2)
𝜓 0 (

(2)
𝜑0 , 𝑡1) −

(2)
Π0𝜓 (

(2)
𝜑0 , 𝑦0, 0) = 0.

(38)

Пусть выполнено следующее условие

VII. Система (38) имеет единственное решение
(1)
𝜑0 ,

(2)
𝜑0 , 𝑦0 и Якобиан этой системы на её решении

отличен от нуля.

В силу условия VII значения
(1)
𝜑0 ,

(2)
𝜑0 и 𝑦0 известны. Значит, все члены нулевого порядка в асимптотике

(7) найдены.
Для лучшего понимания алгоритма построения асимптотики приведем здесь таблицу, показывающую

последовательность нахождения членов приближения нулевого порядка в (7).
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Таблица 1
Table 1

Нахождение членов нулевого порядка ( 𝑗 = 1, 2)
Finding the zero order terms ( 𝑗 = 1, 2)

Функции; Формулы
( 𝑗 )
Π0 𝑥 (𝜏 𝑗−1) =

( 𝑗 )
Π0 𝜑 (𝜏 𝑗−1) ≡ 0,

( 𝑗 )
𝑄0 𝑥 (𝜏 𝑗 ) =

( 𝑗 )
𝑄0 𝜑 (𝜏 𝑗 ) ≡ 0; (25)

( 𝑗 )
𝑥0 (𝑡),

( 𝑗 )
𝑦0 (𝑡) = 𝑦 𝑗 (

( 𝑗 )
𝑥0 (𝑡), 𝑡), (26)

( 𝑗 )
𝜑0 (𝑡) =

( 𝑗 )
𝜑0 (

( 𝑗 )
𝜑0 , 𝑡),

( 𝑗 )
𝜓 0 (𝑡) =

( 𝑗 )
𝜓 0 (

( 𝑗 )
𝜑0 , 𝑡),

( 𝑗 )
𝜑0 неизвестно, (27), (28)

(1)
Π0𝑦 (𝜏0) ≡ 0,

(2)
𝑄0𝑦 (𝜏2) ≡ 0, (29)

(2)
Π0𝑦 (𝜏1) =

(2)
Π0𝑦 (𝑦0, 𝜏1),

(1)
𝑄0𝑦 (𝜏1) =

(1)
𝑄0𝑦 (𝑦0, 𝜏1), 𝑦0 неизвестно, (30)

(1)
Π0𝜓 (𝜏0) =

(1)
Π0𝜓 (

(1)
𝜑0 , 𝜏0),

(2)
𝑄0𝜓 (𝜏2) =

(2)
𝑄0𝜓 (

(2)
𝜑0 , 𝜏2), (32)

(2)
Π0𝜓 (𝜏1) =

(2)
Π0𝜓 (

(2)
𝜑0 , 𝑦0, 𝜏1),

(1)
𝑄0𝜓 (𝜏1) =

(1)
𝑄0𝜓 (

(1)
𝜑0 , 𝑦0, 𝜏1), (33)

(1)
Π1𝑥 (𝜏0) ≡ 0,

(2)
𝑄1 𝑥 (𝜏2) ≡ 0, (34),

(2)
Π1𝑥 (𝜏1) =

(2)
Π1𝑥 (𝑦0, 𝜏1),

(1)
𝑄1 𝑥 (𝜏1) =

(1)
𝑄1 𝑥 (𝑦0, 𝜏1), (35)

(1)
Π1𝜑 (𝜏0) =

(1)
Π1𝜑 (

(1)
𝜑0 , 𝜏0),

(2)
𝑄1𝜑 (𝜏2) =

(2)
𝑄1𝜑 (

(2)
𝜑0 , 𝜏2),

(2)
Π1𝜑 (𝜏1) =

(2)
Π1𝜑 (

(2)
𝜑0 , 𝑦0, 𝜏1),

(1)
𝑄1𝜑 (𝜏1) =

(1)
𝑄1𝜑 (

(1)
𝜑0 , 𝑦0, 𝜏1) (36)

( 𝑗 )
𝑥1 (𝑡) =

( 𝑗 )
𝑥1 (

( 𝑗 )
𝜑0 , 𝑡),

( 𝑗 )
𝑦1 (𝑡) =

( 𝑗 )
𝑦1 (

( 𝑗 )
𝜑0 , 𝑡),

( 𝑗 )
𝜑1 (𝑡) =

( 𝑗 )
𝜑1 (

( 𝑗 )
𝜑1 ,

( 𝑗 )
𝜑0 , 𝑡),

( 𝑗 )
𝜓 1 (𝑡) =

( 𝑗 )
𝜓 1 (

( 𝑗 )
𝜑1 ,

( 𝑗 )
𝜑0 , 𝑡),

( 𝑗 )
𝜑1 неизвестно, (37)

( 𝑗 )
𝜑0 , 𝑦0; (38)

5. Приближения высших порядков
Теорема 5.1. При условиях I — VII можно найти все члены асимптотики (7) 𝑖-го порядка (𝑖 ≥ 0).

Доказательство. Для 𝑖 = 0 теорема уже доказана.

Предположим, что теорема верна для 𝑖 ≤ 𝑛 − 1. Тогда функции
( 𝑗 )
𝑣𝑘 (𝑡),

( 𝑗 )
Π𝑘 𝑣 (𝜏 𝑗−1),

( 𝑗 )
𝑄𝑘𝑣 (𝜏 𝑗 ) и, следова-

тельно, значения
( 𝑗 )
𝜑𝑘 ,

( 𝑗 )
𝑦𝑘 , 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑛 − 1 в (10), (11) определены.

Из (19), (20) при 𝑖 = 𝑛 и уравнений для
( 𝑗 )
𝑄𝑛 𝑥 (𝜏 𝑗 ),

( 𝑗 )
𝑄𝑛 𝜑 (𝜏 𝑗 ) пограничные функции для медленных

переменных
( 𝑗 )
Π𝑛𝑥 (𝜏 𝑗−1),

( 𝑗 )
Π𝑛𝜑 (𝜏 𝑗−1),

( 𝑗 )
𝑄𝑛𝑥 (𝜏 𝑗 ),

( 𝑗 )
𝑄𝑛𝜑 (𝜏 𝑗 ), 𝑗 = 1, 2 однозначно определяются.

Учитывая условие IV, выразим функцию
( 𝑗 )
𝑦𝑛 из (16) при 𝑖 = 𝑛 и подставим ее в (14) при 𝑖 = 𝑛. Используя

(18) для
(1)
𝑥𝑛 (0) и

(2)
𝑥𝑛 (𝑇 ) (

(1)
Π𝑛𝑥 (0),

(2)
𝑄𝑛𝑥 (0) уже известны), из (14) получаем функции

( 𝑗 )
𝑥𝑛 (𝑡). Затем находим

( 𝑗 )
𝑦𝑛 (𝑡), 𝑗 = 1, 2. Благодаря условию IV можем выразить функцию

( 𝑗 )
𝜓𝑛 (𝑡) из (17) при 𝑖 = 𝑛. Подставим

найденное выражение в (15) при 𝑖 = 𝑛. Решая полученную систему с условиями (18) при 𝑖 = 𝑛 для
(1)
𝜑𝑛 (0) и

(2)
𝜑𝑛 (𝑇 ) (

(1)
Π𝑛 𝜑 (0),

(2)
𝑄𝑛 𝜑 (0) уже известны), получаем функции

( 𝑗 )
𝜑𝑛 (𝑡) =

( 𝑗 )
𝜑𝑛 (

( 𝑗 )
𝜑𝑛 , 𝑡), затем находим функции

( 𝑗 )
𝜓𝑛 (𝑡) =

( 𝑗 )
𝜓𝑛 (

( 𝑗 )
𝜑𝑛 , 𝑡), линейно зависящие от неизвестных

( 𝑗 )
𝜑𝑛 , 𝑗 = 1, 2.

Рассмотрим линейное уравнение (21) при 𝑖 = 𝑛, 𝑗 = 1 и соответствующее условие для
(1)
Π𝑛𝑦 (+∞) из (23).

Неоднородность в этом уравнении является Π-функцией. Благодаря условию IV и первому равенству в

(31) мы можем однозначно определить Π-функцию
(1)
Π𝑛𝑦 (𝜏0) (см. Лемму 4.1). Подобным образом в силу

второго равенства в (31) однозначно определяется𝑄-функция
(2)
𝑄𝑛𝑦 (𝜏2) из её уравнения и условия (24) для

(2)
𝑄𝑛𝑦 (−∞). Следовательно, значения (1)

𝑦𝑛 =
(1)
𝑦𝑛 (0) +

(1)
Π𝑛𝑦 (0) и

(2)
𝑦𝑛 =

(2)
𝑦𝑛 (𝑇 ) +

(2)
𝑄𝑛𝑦 (0) определены.

В силу условия IV и Леммы 3.1 в [1] получаем из (21) при 𝑖 = 𝑛, 𝑗 = 2 и (23) Π- функцию
(2)
Π𝑛𝑦 (𝜏1) =

(2)
Π𝑛

𝑦 (𝑦𝑛, 𝜏1), а из уравнения для
(1)
𝑄 𝑛𝑦 (𝜏1) и (24) при 𝑖 = 𝑛 находим 𝑄- функцию

(1)
𝑄𝑛𝑦 (𝜏1) =

(1)
𝑄𝑛𝑦 (𝑦𝑛, 𝜏1), линейно

зависящую от 𝑦𝑛 .
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Используя (31) и условие IV, из (22) при 𝑖 = 𝑛, 𝑗 = 1 и (23) при 𝑖 = 𝑛 получаем Π-функцию
(1)
Π𝑛𝜓 (𝜏0) =

(1)
Π𝑛𝜓 (

(1)
𝜑𝑛 , 𝜏0), линейно зависящую от

(1)
𝜑𝑛 . Аналогично из уравнения для

(2)
𝑄𝑛𝜓 (𝜏2) и (24) при 𝑖 = 𝑛 получаем

𝑄-функцию
(2)
𝑄𝑛𝜓 (𝜏2) =

(2)
𝑄𝑛𝜓 (

(2)
𝜑𝑛 , 𝜏2), линейно зависящую от

(2)
𝜑𝑛 . С учетом условия IV, соотношений (22)

при 𝑖 = 𝑛, 𝑗 = 2, (23) при 𝑖 = 𝑛, уравнения для
(1)
𝑄𝑛𝜓 (𝜏1) и (24) при 𝑖 = 𝑛 в силу Леммы 4.1 имеем

(2)
Π𝑛𝜓 (𝜏1) =

(2)
Π𝑛𝜓 (

(2)
𝜑𝑛 , 𝑦𝑛, 𝜏1) =

(2)
𝜓𝑛 (

(2)
𝜑𝑛 , 𝑡1)

∫ +∞

𝜏1

exp(
∫ 𝑠

𝜏1

Π
(2)
𝐺𝑦 (𝑡)𝑑𝑡) (Π

(2)
𝐺𝑦 (𝑠) −

(2)
𝐺𝑦(𝑡1))𝑑𝑠 + Π𝑓 (𝑦𝑛, 𝜏1),

(1)
𝑄𝑛𝜓 (𝜏1) =

(1)
𝑄𝑛𝜓 (

(1)
𝜑𝑛 , 𝑦𝑛, 𝜏1) =

(1)
𝜓𝑛 (

(1)
𝜑𝑛 , 𝑡1)

∫ −∞

𝜏1

exp(
∫ 𝑠

𝜏1

𝑄
(1)
𝐺𝑦 (𝑡)𝑑𝑡) (𝑄

(1)
𝐺𝑦 (𝑠) −

(1)
𝐺𝑦(𝑡1))𝑑𝑠 +𝑄𝑓 (𝑦𝑛, 𝜏1),

(39)

где Π𝑓 (𝑦𝑛, 𝜏1) и 𝑄𝑓 (𝑦𝑛, 𝜏1) — известные Π-функция и 𝑄-функция соответственно, линейно зависящие от
𝑦𝑛 .

Значения
( 𝑗 )
𝜑𝑛 , 𝑗 = 1, 2 и 𝑦𝑛 пока неизвестны. Учитывая зависимость найденных членов асимптотики

от неизвестных параметров, находим из (19), (23) при 𝑖 = 𝑛 + 1 Π-функции
(1)
Π𝑛+1 𝑥 (𝜏0) и

(2) ;
Π𝑛+1 𝑥 (𝜏1) =

(2)
Π𝑛+1 𝑥 (𝑦𝑛, 𝜏1), линейно зависящую от 𝑦𝑛 . Из уравнения для

(1)
𝑄 𝑛+1 𝑥 (𝜏1) и (24) при 𝑖 = 𝑛 + 1 однозначно

определяем 𝑄-функции
(1)
𝑄𝑛+1𝑥 (𝜏1) =

(1)
𝑄𝑛+1𝑥 (𝑦𝑛, 𝜏1), линейно зависящую от 𝑦𝑛 , и

(2)
𝑄𝑛+1𝑥 (𝜏2).

Рассмотрим соотношения (14), (16) и (18) при 𝑖 = 𝑛 + 1. В силу условия IV можем выразить
( 𝑗 )
𝑦𝑛+1 (𝑡) из

(16). Подставляя его в (14), получаем дифференциальные уравнения для
( 𝑗 )
𝑥𝑛+1 (𝑡), 𝑗 = 1, 2 с известными

из (18) значениями
(1)
𝑥𝑛+1 (0) и

(2)
𝑥𝑛+1 (𝑇 ). Решая эти задачи, определяем функции

( 𝑗 )
𝑥𝑛+1 (𝑡) =

( 𝑗 )
𝑥𝑛+1 (

( 𝑗 )
𝜑𝑛 , 𝑡),

линейно зависящие от
( 𝑗 )
𝜑𝑛 .

Таким образом, из (13) имеем следующую систему для определения
( 𝑗 )
𝜑𝑛 , 𝑗 = 1, 2 и 𝑦𝑛

𝐻𝑛+1 =
(1)
𝑥𝑛+1 (

(1)
𝜑𝑛 , 𝑡1) +

(1)
𝑄𝑛+1 𝑥 (𝑦𝑛, 0) −

(2)
𝑥𝑛+1 (

(2)
𝜑𝑛 , 𝑡1) −

(2)
Π𝑛+1 𝑥 (𝑦𝑛, 0) = 0,

𝐾𝑛 =
(1)
𝜑𝑛 (

(1)
𝜑𝑛 , 𝑡1) +

(1)
𝑄𝑛 𝜑 (0) −

(2)
𝜑𝑛 (

(2)
𝜑𝑛 , 𝑡1) −

(2)
Π𝑛𝜑 (0) = 0,

𝑀𝑛 =

(1)
𝜓𝑛 (

(1)
𝜑𝑛 , 𝑡1) +

(1)
𝑄𝑛𝜓 (

(1)
𝜑𝑛 , 𝑦𝑛, 0) −

(2)
𝜓𝑛 (

(2)
𝜑𝑛 , 𝑡1) −

(2)
Π𝑛𝜓 (

(2)
𝜑𝑛 , 𝑦𝑛, 0) = 0.

(40)

Учитывая найденные выражения для членов асимптотики, нетрудно убедиться в линейности
последней системы по неизвестным параметрам.

Справедлива следующая лемма.
Лемма 5.1. Значения якобианов систем (38) и (40) на решениях этих систем совпадают.
Доказательство этой леммы приведено в Приложении.
Следует отметить, что здесь рассматриваются определители порядка 2𝑚 + 1. Аналогичное утвер-

ждение о равенстве некоторых функциональных определителей второго порядка использовалось в
[17] при построении асимптотического приближения первого порядка без пояснений из-за требуемого
ограниченного объема статьи в трудах конференции.

В силупоследней леммыиусловияVII якобиан линейной системы (40) отличен от нуля. Следовательно,

система имеет единственное решение
( 𝑗 )
𝜑𝑛 , 𝑗 = 1, 2, 𝑦𝑛 . Таким образом, функции

( 𝑗 )
𝜑𝑛 (𝑡),

( 𝑗 )
𝜓𝑛 (𝑡),

(2)
Π𝑛𝑦 (𝜏1),

(1)
𝑄𝑛 !𝑦 (𝜏1),

( 𝑗 )
Π𝑛𝜓 (𝜏 𝑗−1) и

( 𝑗 )
𝑄𝑛𝜓 (𝜏 𝑗 ) определены.

Теорема доказана.
6. Иллюстративный пример. Для удобства сравнения с методом из [17] мы приводим здесь тот

же пример, что и в [17], но используем другой алгоритм построения асимптотики, предложенный в
настоящей статье. А именно, рассматриваем задачу оптимального управления

𝑃Y : 𝐽Y (𝑢) =
∫ 1

0

(
(1 + Y𝑡)𝑥 + 𝑡2𝑦 + 1

2
Y𝑢2

)
𝑑𝑡 → min

𝑢
,

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑦, Y

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

1
2
− 1

2
𝑦2 + Y𝑢, (41)

𝑥 (0, Y) = 1, 𝑥 (1, Y) = 1. (42)
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Обратим внимание, что в [17] имеется только окончательная формула первого приближения асимп-
тотического решения, полученного при помощи алгоритма из [17], основанного на решении краевых
задач. Пояснения к нахождению членов асимптотики в [17] отсутствуют. Для лучшего понимания пред-
лагаемого нового алгоритма построения асимптотики решения рассматриваемой задачи соотношения
для нахождения членов асимптотики приведены здесь в явном виде.

Оптимальное решение задачи 𝑃Y удовлетворяет задаче, состоящей из (41), (42) и следующих соотно-
шений

𝑑𝜑

𝑑𝑡
= 1 + Y𝑡, Y

𝑑𝜓

𝑑𝑡
= −𝜑 + 𝑦𝜓 + 𝑡2, 𝑢 = 𝜓,

𝜓 (0, Y) = 0, 𝜓 (1, Y) = 0.

Следуя нашему алгоритму, получим явные выражения задач для нахождения асимптотического
решения первого порядка для рассматриваемой задачи 𝑃Y .

Если Y = 0, то уравнение состояния для быстрой переменной имеет два различных корня относительно
быстрой переменной, т.е. выполняется условие I. Для обеспечения условия IV нужно взять 𝑦1 (𝑥, 𝑡) = −1,
𝑦2 (𝑥, 𝑡) = 1. Соответствующие траектории в условии II имеют вид 𝑥1 (𝑡) = −𝑡 + 1, 𝑥2 (𝑡) = 𝑡 , которые
пересекаются друг с другом в одной внутренней точке 𝑡1 = 1/2. Следовательно, выполняется условие III.
Справедливость условия V следует из вида второго уравнения в (41). Условия VI и VII обсудим позже.

Учитывая (25), имеем
( 𝑗 )
Π0𝑥 (𝜏 𝑗−1) =

( 𝑗 )
Π0𝜑 (𝜏 𝑗−1) ≡ 0,

( 𝑗 )
𝑄0 𝑥 (𝜏 𝑗 ) =

( 𝑗 )
𝑄0 𝜑 (𝜏 𝑗 ) ≡ 0, 𝑗 = 1, 2.

В силу определения решения вырожденной задачи, удовлетворяющего условию статьи,
(1)
𝑦0 (𝑡) =

−1,
(2)
𝑦0 (𝑡) = 1,

(1)
𝑥0 (𝑡) = −𝑡 + 1,

(2)
𝑥0 (𝑡) = 𝑡 .

Из (15), (18) и (17) при 𝑖 = 0 следует, что

(1)
𝜑0 (𝑡) = 𝑡 +

(1)
𝜑0 ,

(2)
𝜑0 (𝑡) = 𝑡 +

(2)
𝜑0 −1,

(1)
𝜓 0 (𝑡) = 𝑡2 − 𝑡 − (1)

𝜑0 ,

(2)
𝜓 0 (𝑡) = −𝑡2 + 𝑡 + (2)

𝜑0 −1.

Ввиду (29) имеем
(1)
Π0𝑦 (𝜏0) ≡ 0 и

(2)
𝑄0𝑦 (𝜏2) ≡ 0. С учетом (21) при 𝑖 = 0, 𝑗 = 2, (23) при 𝑖 = 0, уравнения

для
(2)
𝑄0 𝑦, (24) при 𝑖 = 0, (32) – (35), (20), (23), уравнения для

( 𝑗 )
𝑄𝑖𝜑 и (24) при 𝑖 = 1 последовательно находим

(1)
𝑄0𝑦 (𝜏1) =

2(𝑦0 + 1)
𝑦0 + 1 + (1 − 𝑦0)𝑒−𝜏1

,
(2)
Π0𝑦 (𝜏1) =

2(𝑦0 − 1)
1 − 𝑦0 + (1 + 𝑦0)𝑒𝜏1

,

(1)
Π0𝜓 (𝜏0) =

(1)
𝜑0 𝑒

−𝜏0 ,
(2)
𝑄0𝜓 (𝜏2) = (1− (2)

𝜑0 )𝑒𝜏2 ,

(1)
𝑄0𝜓 (𝜏1) =

(𝑦0 + 1) (1 + 4
(1)
𝜑0 )

4(𝑦0 − 1) 𝑒𝜏1 ,
(2)
Π0𝜓 (𝜏1) =

(𝑦0 − 1) (3 − 4
(2)
𝜑0 )

4(𝑦0 + 1) 𝑒−𝜏1 ,

(1)
Π1𝑥 (𝜏0) ≡ 0,

(2)
𝑄1 𝑥 (𝜏2) ≡ 0,

(1)
𝑄1 𝑥 (𝜏1) = 2 ln

����1 + 1 + 𝑦0

1 − 𝑦0
𝑒𝜏1

���� , (2)
Π1𝑥 (𝜏1) = 2 ln

����1 + 1 − 𝑦0

1 + 𝑦0
𝑒−𝜏1

���� ,
( 𝑗 )
Π1𝜑 (𝜏 𝑗−1) ≡ 0,

( 𝑗 )
𝑄1 𝜑 (𝜏 𝑗 ) ≡ 0, 𝑗 = 1, 2.

В этом примере функции
( 𝑗 )
b1 (𝑡),

( 𝑗 )
[1 (𝑡) равны нулю. Из (14) – (18) при 𝑖 = 1 получаем

(1)
𝑦1 (𝑡) = −𝑡2 + 𝑡 + (1)

𝜑0 ,
(2)
𝑦1 (𝑡) = −𝑡2 + 𝑡 + (2)

𝜑0 −1,

(1)
𝑥1 (𝑡) = −1

3
𝑡3 + 1

2
𝑡2 + (1)

𝜑0 𝑡,
(2)
𝑥1 (𝑡) = −1

3
𝑡3 + 1

2
𝑡2 + ( (2)𝜑0 −1)𝑡 + 5

6
− (2)
𝜑0 ,

(1)
𝜑1 (𝑡) =

1
2
𝑡2 + (1)

𝜑1 ,
(2)
𝜑1 (𝑡) =

1
2
𝑡2 + (2)

𝜑1 −1
2
,

(1)
𝜓 1 (𝑡) = −1

2
𝑡2 − 2𝑡 − (𝑡2 − 𝑡 − (1)

𝜑0 )2− (1)
𝜑1 + 1,
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(2)
𝜓 1 (𝑡) =

1
2
𝑡2 − 2𝑡 − (1 + 𝑡2 − 𝑡 − (2)

𝜑0 )2+ (2)
𝜑1 + 1

2
.

Система (38) для этого примера имеет вид

𝐻1 = −1
3
+ 1

2
(1)
𝜑0 + 1

2
(2)
𝜑0 + 2 ln |𝑦0 + 1| − 2 ln |1 − 𝑦0 | = 0,

𝐾0 = 1 + (1)
𝜑0 − (2)

𝜑0 = 0,

𝑀0 =
1
2
− (1)
𝜑0 − (2)

𝜑0 + (𝑦0 + 1) (1 + 4
(1)
𝜑0 )

4(𝑦0 − 1) − (𝑦0 − 1) (3 − 4
(2)
𝜑0 )

4(𝑦0 + 1) = 0.

(43)

Решив систему (43), получим
(1)
𝜑0 = −1/4,

(2)
𝜑0 = 3/4, 𝑦0 = (𝑒1/24 − 1)/(𝑒1/24 + 1). Отсюда следует, что

(1)
𝜓 0 (𝑡) = (𝑡 − 1/2)2,

(2)
𝜓 0 (𝑡) = −(𝑡 − 1/2)2.

Якобиан системы (43) при найденных значениях для
( 𝑗 )
𝜑0 , 𝑗 = 1, 2, 𝑦0 равен −(𝑒1/24 + 1)4𝑒−1/12 ≠ 0. Таким

образом, условие VII выполнено, и мы получаем явный вид приближения нулевого порядка для решения
задачи (41), (42).

Из (21) при 𝑖 = 1 (Π( 𝑗 )[1 =
( 𝑗 )
Π0𝜓 ), аналогичных уравнений для

( 𝑗 )
𝑄1𝑦 (𝜏 𝑗 ) (𝑄

( 𝑗 )
[1 =

( 𝑗 )
𝑄0𝜓 ) и условий (23), (24)

получаем
(1)
Π1𝑦 (𝜏0) =

1
8
𝑒−𝜏0 ,

(2)
𝑄1𝑦 (𝜏2) =

1
8
𝑒𝜏2 ,

(1)
𝑄1𝑦 (𝜏1) =

𝑦1

(
1 + 𝑒− 1

24

)2
𝑒−𝜏1(

1 + 𝑒− 1
24 −𝜏1

)2 ,
(2)
Π1𝑦 (𝜏1) =

𝑦1

(
1 + 𝑒 1

24

)2
𝑒𝜏1(

1 + 𝑒 1
24+𝜏1

)2 .

Из (22) при 𝑖 = 1 (Π
(1)
\1 (𝜏0) = 𝑒−𝜏0/16, Π

(2)
\1 (𝜏1) = 0) и аналогичных уравнений для

( 𝑗 )
𝑄 1𝜓 (𝜏 𝑗 ) (𝑄

(1)
\1 (𝜏1) = 0,

𝑄
(2)
\1 (𝜏2) = −𝑒𝜏2/16), учитывая условия (23), (24) при 𝑖 = 1, находим

(1)
Π1𝜓 (𝜏0) =

(
(1)
𝜑1 − 31

32
+ 3

32
𝜏0 +

1
32
𝑒−𝜏0

)
𝑒−𝜏0 ,

(2)
𝑄1𝜓 (𝜏2) =

(
− (2)
𝜑1 + 33

32
− 3

32
𝜏2 +

1
32
𝑒𝜏2

)
𝑒𝜏2 ,

(1)
𝑄1𝜓 (𝜏1) =

(
−1

8
− (1)
𝜑1

)
𝑒

1
24+𝜏1 ,

(2)
Π1𝜓 (𝜏1) =

(
−3

8
+ (2)
𝜑1

)
𝑒−

1
24 −𝜏1 .

Из (19) при 𝑖 = 2 (Π
( 𝑗 )
b2 = 0) и аналогичных уравнений для

( 𝑗 )
𝑄 2𝑥 (𝜏 𝑗 ) (𝑄

( 𝑗 )
b2 = 0) следует, что

(1)
Π2𝑥 (𝜏0) = −1

8
𝑒−𝜏0 ,

(2)
𝑄2𝑥 (𝜏2) =

1
8
𝑒𝜏2 ,

(1)
𝑄2𝑥 (𝜏1) =

𝑦1𝑒
1
24

(
1 + 𝑒− 1

24

)2

1 + 𝑒− 1
24 −𝜏1

,
(2)
Π2𝑥 (𝜏1) = −

𝑦1𝑒
− 1

24

(
1 + 𝑒 1

24

)2

1 + 𝑒 1
24+𝜏1

.

В уравнениях (14) и (16) при 𝑖 = 2 имеем соответственно
( 𝑗 )
b2 (𝑡) = 0,

( 𝑗 )
[2 (𝑡) = −(

( 𝑗 )
𝑦1 )2/2 − 𝑑

( 𝑗 )
𝑦0 /𝑑𝑡 . Из (16),

(14), (18) при 𝑖 = 2 получаем
(1)
𝑥2 (𝑡) =

3
10
𝑡5 − 3

4
𝑡4 + 11

12
𝑡3 − 3

8
𝑡2 +

(
3
32

+ (1)
𝜑1

)
𝑡 + 1

8
,

(2)
𝑥2 (𝑡) = − 3

10
𝑡5 + 3

4
𝑡4 − 7

12
𝑡3 + 3

8
𝑡2 +

(
(2)
𝜑1 −19

32

)
𝑡 + 109

480
− (2)
𝜑1 .

Система (40) при 𝑛 = 1 для этого примера имеет вид

𝐻2 =
1
6
+ 1

2
(1)
𝜑1 + 1

2
(2)
𝜑1 + 𝑦1

(
2 + 𝑒 1

24 + 𝑒− 1
24

)
= 0,

𝐾1 =
1
2
+ (1)
𝜑1 − (2)

𝜑1 = 0,

𝑀1 =
1
4
− (1)
𝜑1 − (2)

𝜑1 −
(

1
8
+ (1)
𝜑1

)
𝑒

1
24 +

(
3
8
− (2)
𝜑1

)
𝑒−

1
24 = 0.

(44)
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Якобиан для последней системы равен−(𝑒1/24+1)4𝑒−1/12, т. е. равен якобиану системы (43) на решениях
этой системы, что соответствует Лемме 5.1.

Решением системы (44) является
(1)
𝜑1 = −1/8,

(2)
𝜑1 = 3/8 , 𝑦1 = −7/(24(2 + 𝑒1/24 + 𝑒−1/24)). Таким образом,

первое приближение к решению построено.
Преобразуя приращение критерия качества для рассматриваемой слабоуправляемой задачи, нетрудно

видеть, что условие 𝑅(𝑡, 0) = 1 > 0 обеспечивает достаточность принципа максимума Понтрягина при
достаточно малых Y, и условие VI выполняется.

Сравнивая члены построенной асимптотики первого порядка с [17], видим, что соответствующие
члены совпадают. Поэтому представленные в [17] графики решения рассматриваемой задачи при Y = 0, 05
и его приближений в нашем случае совпадают, хотя мы использовали разные алгоритмы построения
асимптотики.

Приложение. Доказательство Леммы 5.1.
В дальнейших преобразованиях будем существенно использовать условие IV. Для краткости часто

опускаем аргументы и параметры в обозначении функций.
Из (17) при 𝑖 = 0 получаем

( 𝑗 )
𝜓 0 =

( 𝑗 )
𝐺𝑦 (𝑡)−1 (−𝐵0 (𝑡)′

( 𝑗 )
𝜑0 + 𝑆0 (𝑡)) . (45)

Подставим это выражение для
( 𝑗 )
𝜓 0 в (15) при 𝑖 = 0, а затем продифференцируем полученное диффе-

ренциальное уравнение для
( 𝑗 )
𝜑0 по

( 𝑗 )
𝜑0

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕
( 𝑗 )
𝜑0

𝜕
( 𝑗 )
𝜑0

) = (−𝐴0 (𝑡)′+
( 𝑗 )
𝐺𝑥 (𝑡)′

( 𝑗 )
𝐺𝑦 (𝑡)−1𝐵0 (𝑡)′)

𝜕
( 𝑗 )
𝜑0

𝜕
( 𝑗 )
𝜑0

. (46)

В силу (18) при 𝑖 = 0 и 𝑖 = 𝑛 получаем условия

𝜕
(1)
𝜑𝑖

𝜕
(1)
𝜑𝑖

(0) =
𝜕
(2)
𝜑𝑖

𝜕
(2)
𝜑𝑖

(𝑇 ) = 𝐼 , (47)

где, как обычно, 𝐼 означает единичную матрицу.

Из (17) при 𝑖 = 𝑛 выражаем
( 𝑗 )
𝜓𝑛

( 𝑗 )
𝜓𝑛 =

( 𝑗 )
𝐺𝑦 (𝑡)−1 (−𝐵0 (𝑡)′

( 𝑗 )
𝜑𝑛 +

( 𝑗 )
\𝑛 (𝑡)), (48)

где
( 𝑗 )
\𝑛 (𝑡) — известная функция. Подставим это выражение для

( 𝑗 )
𝜓𝑛 в (15) при 𝑖 = 𝑛 и продифференцируем

полученное дифференциальное уравнение для
( 𝑗 )
𝜑𝑛 по

( 𝑗 )
𝜑𝑛

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕
( 𝑗 )
𝜑𝑛

𝜕
( 𝑗 )
𝜑𝑛

) = (−𝐴0 (𝑡)′+
( 𝑗 )
𝐺𝑥 (𝑡)′

( 𝑗 )
𝐺𝑦 (𝑡)−1𝐵0 (𝑡)′)

𝜕
( 𝑗 )
𝜑𝑛

𝜕
( 𝑗 )
𝜑𝑛

. (49)

Ввиду единственности решения начальной задачи для системы линейных дифференциальных
уравнений из (46), (47), (49) имеем

𝜕
( 𝑗 )
𝜑0

𝜕
( 𝑗 )
𝜑0

=
𝜕
( 𝑗 )
𝜑𝑛

𝜕
( 𝑗 )
𝜑𝑛

, 𝑗 = 1, 2. (50)

Отсюда и из (38), (40) следует

𝜕𝐾0

𝜕
( 𝑗 )
𝜑0

=
𝜕𝐾𝑛

𝜕
( 𝑗 )
𝜑𝑛

, 𝑗 = 1, 2,
𝜕𝐾0

𝜕𝑦0
=
𝜕𝐾𝑛

𝜕𝑦𝑛
= 0. (51)

С учетом соотношений (50) из (45) и (48) получаем

𝜕

( 𝑗 )
𝜓 0

𝜕
( 𝑗 )
𝜑0

=
𝜕

( 𝑗 )
𝜓𝑛

𝜕
( 𝑗 )
𝜑𝑛

. (52)
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Из (16) при 𝑖 = 1 мы выражаем
( 𝑗 )
𝑦1 и подставляем его в (14) при 𝑖 = 1. Дифференцируя полученное

дифференциальное уравнение по
( 𝑗 )
𝜑0 , получаем

𝑑

𝑑𝑡
( 𝜕

( 𝑗 )
𝑥1

𝜕
( 𝑗 )
𝜑0

) = (𝐴0 (𝑡) − 𝐵0 (𝑡)
( 𝑗 )
𝐺𝑦 (𝑡)−1

( 𝑗 )
𝐺𝑥 (𝑡))

𝜕
( 𝑗 )
𝑥1

𝜕
( 𝑗 )
𝜑0

+ (𝑊10 (𝑡) − 𝐵0 (𝑡)
( 𝑗 )
𝐺𝑦 (𝑡)−1𝑊20 (𝑡)′)

𝜕
( 𝑗 )
𝜑0

𝜕
( 𝑗 )
𝜑0

+

+ (𝑊20 (𝑡) − 𝐵0 (𝑡)
( 𝑗 )
𝐺𝑦 (𝑡)−1𝑊30 (𝑡))

𝜕

( 𝑗 )
𝜓 0

𝜕
( 𝑗 )
𝜑0

.

(53)

Используя (18) при 𝑖 = 1 и 𝑖 = 𝑛 + 1, а также учитывая уже найденные члены асимптотики, имеем
условия

𝜕
(1)
𝑥𝑖

𝜕
(1)
𝜑𝑖−1

(0) = 𝜕
(2)
𝑥𝑖

𝜕
(2)
𝜑𝑖−1

(𝑇 ) = 0. (54)

Из (16) при 𝑖 = 𝑛 + 1 выразим
( 𝑗 )
𝑦𝑛+1 и подставим его в (14) при 𝑖 = 𝑛 + 1. Дифференцируя полученное

дифференциальное уравнение по
( 𝑗 )
𝜑𝑛 , имеем

𝑑

𝑑𝑡
( 𝜕

( 𝑗 )
𝑥𝑛+1

𝜕
( 𝑗 )
𝜑𝑛

) = (𝐴0 (𝑡) − 𝐵0 (𝑡)
( 𝑗 )
𝐺𝑦 (𝑡)−1

( 𝑗 )
𝐺𝑥 (𝑡))

𝜕
( 𝑗 )
𝑥𝑛+1

𝜕
( 𝑗 )
𝜑𝑛

+ (𝑊10 (𝑡) − 𝐵0 (𝑡)
( 𝑗 )
𝐺𝑦 (𝑡)−1𝑊20 (𝑡)′)

𝜕
( 𝑗 )
𝜑𝑛

𝜕
( 𝑗 )
𝜑𝑛

+

+ (𝑊20 (𝑡) − 𝐵0 (𝑡)
( 𝑗 )
𝐺𝑦 (𝑡)−1𝑊30 (𝑡))

𝜕

( 𝑗 )
𝜓𝑛

𝜕
( 𝑗 )
𝜑𝑛

.

(55)

Учитывая (50) и (52), ввиду единственности решений линейных систем (53), (55) с условиями (54)
получаем

𝜕
( 𝑗 )
𝑥1

𝜕
( 𝑗 )
𝜑0

=
𝜕
( 𝑗 )
𝑥𝑛+1

𝜕
( 𝑗 )
𝜑𝑛

, 𝑗 = 1, 2. (56)

Ввиду первого уравнения в (38), равенств в (35), первого уравнения в (40), уравнения для
(1)
𝑄 𝑛+1𝑥 , (19)

при 𝑖 = 𝑛 + 1, 𝑗 = 2 и (24), (23) при 𝑖 = 𝑛 + 1 получаем

𝜕𝐻1

𝜕𝑦0
= 𝐵0 (𝑡1)

©«
∫ 𝜏1

−∞

𝜕
(1)
𝑄0 𝑦 (𝑦0, 𝑠)
𝜕𝑦0

𝑑𝑠 −
∫ 𝜏1

+∞

𝜕
(2)
Π0 𝑦 (𝑦0, 𝑠)
𝜕𝑦0

𝑑𝑠
ª®®¬ ,

𝜕𝐻𝑛+1

𝜕𝑦𝑛
= 𝐵0 (𝑡1)

©«
∫ 𝜏1

−∞

𝜕
(1)
𝑄𝑛 𝑦 (𝑦𝑛, 𝑠)
𝜕𝑦𝑛

𝑑𝑠 −
∫ 𝜏1

+∞

𝜕
(2)
Π𝑛 𝑦 (𝑦𝑛, 𝑠)
𝜕𝑦𝑛

𝑑𝑠
ª®®¬ .

(57)

Из (21) при 𝑖 = 0, 𝑗 = 2, уравнения для
(1)
𝑄0𝑦, а также из (23), (24) при 𝑖 = 0 получаем следующие

начальные задачи

𝑑

𝑑𝜏1
( 𝜕

(2)
Π0𝑦

𝜕𝑦0
) = Π

(2)
𝐺𝑦 (𝜏1)

𝜕
(2)
Π0𝑦

𝜕𝑦0
,

𝜕
(2)
Π0𝑦

𝜕𝑦0
(0) = 1,

𝑑

𝑑𝜏1
( 𝜕

(1)
𝑄0 𝑦

𝜕𝑦0
) = 𝑄

(1)
𝐺𝑦 (𝜏1)

𝜕
(1)
𝑄0 𝑦

𝜕𝑦0
,

𝜕
(1)
𝑄0 𝑦

𝜕𝑦0
(0) = 1.

(58)

Используя (21) при 𝑖 = 𝑛, 𝑗 = 2, уравнение для
(1)
𝑄𝑛𝑦, а также (23), (24) при 𝑖 = 𝑛, имеем следующие

начальные задачи

𝑑

𝑑𝜏1
( 𝜕

(2)
Π𝑛𝑦

𝜕𝑦𝑛
) = Π

(2)
𝐺𝑦 (𝜏1)

𝜕
(2)
Π𝑛𝑦

𝜕𝑦𝑛
,

𝜕
(2)
Π𝑛𝑦

𝜕𝑦𝑛
(0) = 1,

𝑑

𝑑𝜏1
( 𝜕

(1)
𝑄𝑛 𝑦

𝜕𝑦𝑛
) = 𝑄

(1)
𝐺𝑦 (𝜏1)

𝜕
(1)
𝑄𝑛 𝑦

𝜕𝑦𝑛
,

𝜕
(1)
𝑄𝑛 𝑦

𝜕𝑦𝑛
(0) = 1.

(59)
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В силу теоремы единственности задачи (58) и (59) имеют одинаковые решения, т.е.

𝜕
(2)
Π0𝑦

𝜕𝑦0
=
𝜕
(2)
Π𝑛𝑦

𝜕𝑦𝑛
,

𝜕
(1)
𝑄0 𝑦

𝜕𝑦0
=
𝜕
(1)
𝑄𝑛 𝑦

𝜕𝑦𝑛
. (60)

С учетом (56), (57) и (60) из первых равенств в (38), (40) получаем

𝜕𝐻1

𝜕
( 𝑗 )
𝜑0

=
𝜕𝐻𝑛+1

𝜕
( 𝑗 )
𝜑𝑛

, 𝑗 = 1, 2,
𝜕𝐻1

𝜕𝑦0
=
𝜕𝐻𝑛+1

𝜕𝑦𝑛
. (61)

Дифференцируя уравнения (22) при 𝑖 = 0, 𝑗 = 2 и уравнение для
(1)
𝑄 0𝜓 по 𝑦0, с учетом (23), (24) при

𝑖 = 0 получаем следующие начальные задачи

𝑑

𝑑𝜏1
( 𝜕

(2)
Π0𝜓

𝜕𝑦0
) = −Π

(2)
𝐺𝑦 (𝜏1)

𝜕
(2)
Π0𝜓

𝜕𝑦0
− Π

(2)
𝐺𝑦𝑦(𝜏1) (

(2)
𝜓 0 (𝑡1)+

(2)
Π0𝜓 (𝜏1))

𝜕
(2)
Π0𝑦

𝜕𝑦0
,

𝜕
(2)
Π0𝜓

𝜕𝑦0
(+∞) = 0,

𝑑

𝑑𝜏1
( 𝜕

(1)
𝑄0𝜓

𝜕𝑦0
) = −𝑄

(1)
𝐺𝑦 (𝜏1)

𝜕
(1)
𝑄0𝜓

𝜕𝑦0
−𝑄

(1)
𝐺𝑦𝑦(𝜏1) (

(1)
𝜓 0 (𝑡1)+

(1)
𝑄0𝜓 (𝜏1))

𝜕
(1)
𝑄0 𝑦

𝜕𝑦0
,

𝜕
(1)
𝑄0𝜓

𝜕𝑦0
(−∞) = 0.

Аналогичным образом дифференцируя (22) при 𝑖 = 𝑛, 𝑗 = 2 и уравнение для
(1)
𝑄𝑛𝜓 по 𝑦𝑛 , ввиду (23),

(24) при 𝑖 = 𝑛 и (60) получаем для 𝜕
(2)
Π𝑛𝜓/𝜕𝑦𝑛 и 𝜕

(1)
𝑄𝑛𝜓/𝜕𝑦𝑛 те же начальные задачи, что и для 𝜕

(2)
Π0𝜓/𝜕𝑦0 и

𝜕
(1)
𝑄0𝜓/𝜕𝑦0 соответственно. В силу теоремы единственности решения соответствующих начальных задач

совпадают.
Принимая во внимание (52), (33), (39), с учетом предыдущего обсуждения из (38) и (40), имеем

равенства
𝜕𝑀0

𝜕
( 𝑗 )
𝜑0

=
𝜕𝑀𝑛

𝜕
( 𝑗 )
𝜑𝑛

, 𝑗 = 1, 2,
𝜕𝑀0

𝜕𝑦0
=
𝜕𝑀𝑛

𝜕𝑦𝑛
.

Отсюда и (51), (61) следует, что якобианы системы (38) в точке ( (1)𝜑0 ,
(2)
𝜑0 , 𝑦0) и (40) в точке ( (1)𝜑𝑛 ,

(2)
𝜑𝑛 , 𝑦𝑛)

равны. Таким образом, Лемма 5.1 доказана.

Благодарность. Авторы выражают благодарность А. В. Дмитруку и М. С. Никольскому за полезные
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