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Lời nói đầu

Cuốn sách bài tập đại số tuyến tính I này trình bày hệ thống bài tập cần
thiết khi các em học nhập môn về đại số tuyến tính. Đại số tuyến tính
được trình bày bắt đầu từ hệ phương trình tuyến tính, ma trận và định
thức. Đây là sự nối tiếp tự nhiên của hệ phương trình tuyến tính với 2
hoặc 3 ẩn, của ma trận và định thức cỡ 2 × 2 đã được học trong chương
trình toán phổ thông. Sau đó, cuốn sách sẽ trình bày các bài tập về không
gian véc tơ và ánh xạ tuyến tính tổng quát, các khái niệm quan trọng của
ma trận như giá trị riêng, véc tơ riêng. Ma trận đóng vai trò trung tâm
trong cách tiếp cận từ cụ thể đến trừu tượng này.

Các bài tập thực hành tính toán với các con số cụ thể ở đây đều được lựa
chọn để các em có thể tính toán hầu như không cần sử dụng đến máy tính
bỏ túi. Chúng tôi nhấn mạnh đến việc hiểu tính toán, còn kĩ năng tính
toán chỉ luyện tập ở mức độ vừa phải, nhằm mục đích hiểu lí thuyết, hiểu
thuật toán. Trong thực tế, khi các em gặp các hệ phương trình với nhiều
phương trình, nhiều ẩn, gặp các ma trận cỡ lớn, các em có thể tính toán
một cách dễ dàng sử dụng các hệ đại số máy tính có sẵn. Như vậy, điểm
mấu chốt ở đây là chúng ta hiểu tính toán, hiểu cách vận hành của các
thuật toán.

Mỗi khi có thể, chúng tôi đều nhấn mạnh khía cạnh hình học của đại số
tuyến tính, đặc biệt là các phép biến đổi hình học quen thuộc trong mặt
phẳng Euclid R2 và không gian Euclid R3.

Cuốn sách gồm có 7 chương. Chương 1 trình bày về hệ phương trình tuyến
tính và ma trận. Chương 2 trình bày về định thức của ma trận. Chương
3 trình bày về không gian véc tơ Rn. Không gian véc tơ tổng quát được
trình bày ở chương 4. Tập nghiệm của một hệ phương trình tuyến tính
thuần nhất là một không gian véc tơ. Khái niệm số chiều và cơ sở là quan
trọng nhất trong lí thuyết không gian véc tơ. Chương 5 trình bày về biến



iv

đổi ma trận và phiên bản tổng quát của nó là ánh xạ tuyến tính. Chương
6 trình bày về véc tơ riêng, giá trị riêng của ma trận, và bài toán chéo hóa
ma trận. Cuối cùng, chương 7 trình bày về không gian véc tơ được trang
bị tích vô hướng, trong đó, ta có thể định nghĩa các khái niệm hình học
như khoảng cách, góc, vuông góc. Ứng dụng được trình bày ở chương 7 là
nghiệm bình phương tối thiểu của một hệ phương trình tuyến tính.

Về các tác giả: Hệ thống lý thuyết và bài tập được chuẩn bị bởi TS Phạm
Văn Tuấn. TS Đỗ Việt Cường và TS Võ Thị Như Quỳnh soạn thảo một
phần kiến thức chuẩn bị trong cuốn sách. Định dạng latex của cuốn sách,
và việc sử dụng Lyx để soạn thảo cuốn sách này được hỗ trợ bởi TS
Võ Thanh Tùng. Các bạn Đàm Thu Hiền, Trần Quang Huy, Nguyễn Thị
Phương Mai, Nguyễn Đức Ngà và Trần Thu Trang đã hỗ trợ các tác giả
soạn thảo latex từ những bản thảo viết tay.

Viện nghiên cứu cao cấp về toán (VIASM) đã hỗ trợ kinh phí cho dự án
sách này. Chúng tôi hi vọng cuốn sách bài tập này sẽ góp phần giúp các
bạn sinh viên học tốt môn học đại số tuyến tính.
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1
Hệ phương trình tuyến tính và Ma

trận

Các phương trình tuyến tính 1, 2 hoặc 3 ẩn đã được học trong chương trình
toán học bậc trung học phổ thông. Một ví dụ đơn giản về hệ phương trình
tuyến tính là

x + 3y = 1
2x − y = −5

Bảng số hình chữ nhật sau ghi lại các thông tin về các hệ số của các phương
trình trong hệ phương trình tuyến tính trên[

1 3 1
2 −1 5

]
.

Bảng này được gọi là ma trận hệ số mở rộng của hệ phương trình tuyến
tính.

Chương đầu tiên này của đại số tuyến tính trình bày lí thuyết tổng quát
về các hệ phương trình tuyến tính với số ẩn và số phương trình hữu hạn
bất kỳ, và về các ma trận. Kỹ thuật giải hệ phương trình tuyến tính sẽ
được sử dụng xuyên suốt môn học đại số tuyến tính.
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1.1 Hệ phương trình tuyến tính

Các phương trình tuyến tính xuất hiện tự nhiên trong hình học, để mô tả
các đường thẳng và mặt phẳng trong hệ trục tọa độ.

� Trong mặt phẳng tọa độ vuông góc xy, phương trình của một đường
thẳng là

ax + by = c

trong đó các hệ số a, b không đồng thời bằng không.

� Trong không gian ba chiều với hệ tọa độ vuông góc xyz, phương
trình của một mặt phẳng là

ax + by + cz = d

trong đó các hệ số a, b, c không đồng thời bằng không.

Định nghĩa 1.1.1 (Phương trình tuyến tính; Phương trình thuần
nhất). Một phương trình tuyến tính đối với n ẩn x1, x2, . . . , xn

là một phương trình có dạng

a1x1 + a2x2 + · · · + anxn = b

trong đó a1, a2, . . . , an và b là các hằng số.
Khi b = 0, phương trình tuyến tính

a1x1 + a2x2 + · · · + anxn = 0

được gọi là phương trình thuần nhất.

Khi n = 1, 2 hoặc 3, ta thường ký hiệu các ẩn không có chỉ số, và viết các
phương trình tuyến tính là

� a1x = b,

� a1x + a2y = b,

� a1x + a2y + a3z = b.

Ví dụ 1.1.2. Trong các phương trình sau, phương trình nào là tuyến
tính đối với các ẩn x1, x2 và x3?
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(a) x1 − 5x1 −
√

2x3 = 1,

(b) x1 + 3x2 + x1x2 = 2

Giải. (a) Phương trình đã cho là một phương trình tuyến tính.

(b) Phương trình đã cho không là một phương trình tuyến tính vì nó chứa
số hạng x1x2.

Bài tập

1.1 [hint] Xác định các phương trình tuyến tính trong các phương trình
sau.

(a) 1
2x − y + 3z = −1

(b) x1 − 2x2 − 3x3 + x4 = 0
(c) x1 + x2 + · · · + xn = 1
(d) x + 3y2 = 1
(e) sin x + y = −2
(f) 3x + 2y − xy = 0

1.2 [hint] Trong các phương trình sau, phương trình nào là tuyến tính
đối với các ẩn x1, x2 và x3?

(a) x1 = 7x2 + 3x3 − 5,

(b) πx1 −
√

2x2 = 7,

(c) cos
(1

7

)
x1 − 4x2 = ln 3,

(d)
π

3 cos x1 + 5x2 = 0.

Hệ phương trình tuyến tính

Định nghĩa 1.1.3 (Hệ phương trình tuyến tính). Một hệ phương
trình được gọi là hệ phương trình tuyến tính nếu các phương
trình của hệ này đều là các phương trình tuyến tính. Dạng tổng
quát của một hệ phương trình tuyến tính bao gồm m phương trình
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đối với n ẩn x1, x2, . . . , xn là

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

...
...

...
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm

Nếu không có gì gây hiểu nhầm, trong hầu hết các trường hợp, ta sẽ không
sử dụng dấu ngoặc { khi viết hệ phương trình tuyến tính.

Ví dụ 1.1.4. Hai ví dụ đơn giản về hệ phương trình tuyến tính là

5x + y = 3
2x − y = 4

và
4x1 − x2 + 3x3 = −1
3x1 + x2 + 9x3 = −4

Mặc dù không bắt buộc, nhưng khi viết hệ phương trình tuyến tính, ta
thường viết các ẩn theo một thứ tự cố định và thẳng cột như bên trên.
Cách viết này rất hữu ích khi ta thực hiện các phép biến đổi đại số trên
các phương trình trong hệ.
Theo định nghĩa, một hệ phương trình tuyến tính có thể có số ẩn và số
phương trình bất kỳ. Trong các ứng dụng của đại số tuyến tính và các bài
toán thực tế trong kinh tế, kỹ thuật, . . ., ta có thể gặp các hệ phương trình
tuyến tính có hàng trăm, thậm chí hàng nghìn ẩn hoặc nhiều hơn nữa. Đại
số tuyến tính trình bày phương pháp tổng quát và có hệ thống để giải các
hệ phương trình tuyến tính.
Trong các ví dụ minh họa phương pháp bên dưới, ta thường chỉ sử dụng
các hệ phương trình có khá ít ẩn và ít phương trình. Hơn nữa, các hệ số
thường được lựa chọn đơn giản và cẩn thận để việc giải hệ phương trình
có thể tiến hành mà không cần hoặc cần rất hạn chế máy tính bỏ túi.

Định nghĩa 1.1.5 (Nghiệm). Một nghiệm của một hệ phương
trình tuyến tính đối với n ẩn x1, x2, . . . , xn là một dãy n số thực
s1, s2, . . . , sn sao cho khi ta thế

x1 = s1, x2 = s2, . . . , xn = sn
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vào hệ phương trình thì ta được các đẳng thức đúng. Ta thường ký
hiệu một nghiệm

x1 = s1, x2 = s2, . . . , xn = sn

của hệ phương trình tuyến tính đơn giản là (s1, s2, . . . , sn).

Bài toán giải hệ phương trình tuyến tính là bài toán tìm tất cả các nghiệm
của hệ phương trình tuyến tính.

Trong một số trường hợp, ta chỉ muốn biết một hệ phương trình tuyến
tính có nghiệm hay không, hoặc cụ thể hơn là có bao nghiệm.

Hình học của hệ phương trình tuyến tính 2 hoặc 3 ẩn

Xét hệ phương trình tuyến tính

a11x + a12y = b1
a21x + a22y = b2.

(1)

Giả sử hai hệ số a11, a12 không đồng thời bằng không, hai hệ số a21, a22
không đồng thời bằng không. Khi đó mỗi phương trình của hệ (1) xác định
một đường thẳng trong mặt phẳng tọa độ xy. Các tọa độ của giao điểm
của hai đường thẳng này chính là các nghiệm của hệ phương trình (1). Từ
vị trí tương đối của hai đường thẳng trong mặt phẳng, ta có các trường
hợp sau đây.

� Hai đường thẳng song song. Khi đó, hệ phương trình (1) vô nghiệm.

� Hai đường thẳng cắt nhau. Khi đó, hệ phương trình (1) có nghiệm
duy nhất.

� Hai đường thẳng trùng nhau. Khi đó, hệ phương trình (1) có vô số
nghiệm

Về số lượng nghiệm, ta thấy rằng hệ phương trình (1) vô nghiệm, có đúng
1 nghiệm, hoặc có vô số nghiệm.

Tiếp theo, xét hệ phương trình tuyến tính

a11x + a12y + a13z = b1
a21x + a22y + a23z = b2
a31x + a32y + a33z = b3.

(2)
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Hình 1.1 – Vị trí tương đối của hai đường thẳng trong mặt phẳng.

Hình 1.2 – Vị trí tương đối của ba mặt phẳng trong không gian.

Với i = 1, 2, 3, giả sử ba hệ số ai1, ai2, ai3 không đồng thời bằng không. Khi
đó, mỗi phương trình của hệ phương trình (2) xác định một mặt phẳng
trong không gian tọa độ xyz. Các tọa độ của giao điểm của ba mặt phẳng
này chính là các nghiệm của hệ phương trình (2). Từ vị trí tương đối của
ba mặt phẳng trong không gian, ta thấy rằng hệ phương trình tuyến tính
(2) có thể vô nghiệm, có nghiệm duy nhất, có một đường thẳng nghiệm,
hoặc có một mặt phẳng nghiệm.

Một số ví dụ về giải hệ phương trình tuyến tính

Từ chương trình toán học THPT, ta biết rằng hệ phương trình tuyến tính
có thể được giải bằng cách khử dần các ẩn, sử dụng hoặc phương pháp
thế, hoặc phương pháp cộng đại số. Dưới đây, để thống nhất, chúng ta sẽ
trình bày cách khử ẩn sử dụng phương pháp cộng đại số.

Ví dụ 1.1.6. Giải hệ phương trình tuyến tính

x − y = 1
2x + y = 6.

(3)
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Hình 1.3 – Các đường thẳng tương ứng với các hệ phương trình (3) và (4)

Giải. Để khử ẩn x ở phương trình thứ hai của hệ phương trình, ta lấy
(−2) lần phương trình một cộng vào phương trình hai. Ta nhận được hệ
phương trình tương đương

x − y = 1
3y = 4.

(4)

Từ phương trình thứ hai của hệ này, ta tính được y, rồi thế giá trị này của
y vào phương trình đầu tiên, ta tìm được x:

x = 7
3 , y = 4

3 .

Vậy, hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất (x, y) =
(

7
3 , 4

3

)
.

Ví dụ 1.1.7. Giải hệ phương trình tuyến tính

x + y = 4
3x + 3y = 6.

(5)

Giải. Để khử ẩn x ở phương trình thứ hai của hệ phương trình trên, ta
lấy (−3) lần phương trình thứ nhất cộng vào phương trình thứ hai. Ta
nhận được hệ phương trình tương đương

x + y = 4
0y = −6.

(6)

Hệ phương trình này vô nghiệm vì phương trình thứ hai của nó vô nghiệm.
Do đó, hệ phương trình đã cho vô nghiệm.
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Hình 1.4 – Các đường thẳng tương ứng với hệ phương trình (5)

Ví dụ 1.1.8. Giải hệ phương trình tuyến tính

4x − 2y = 1
16x − 8y = 4.

(7)

Chứng minh. Để khử ẩn x ở phương trình thứ hai của hệ phương trình
trên, ta lấy (−4) lần phương trình thứ nhất cộng vào phương trình thứ
hai. Ta nhận được hệ phương trình tương đương

4x − 2y = 1
0y = 0.

(8)

Vì phương trình thứ hai hiển nhiên đúng, nên ta có thể lược bỏ nó khỏi
hệ phương trình, và nhận được phương trình duy nhất

4x − 2y = 1.

Ta cho y một giá trị t bất kỳ, rồi tính x theo t và nhận được nghiệm

x = 1
4 + 1

2 t, y = t.

Đây là một mô tả tham số cho tất cả các nghiệm của hệ phương trình đã
cho. Với mỗi giá trị cụ thể của t, ta thu được một nghiệm của hệ phương
trình đã cho. Hệ phương trình có vô số nghiệm.

Khi giải hệ phương trình, ta muốn xác định tường minh nghiệm nếu nghiệm
là duy nhất, và cho một mô tả tham số của nghiệm, nếu hệ có vô số nghiệm.
Lưu ý rằng mô tả tham số là không duy nhất. Ví dụ, trong ví dụ trên, ta
có thể cho x giá trị s bất kỳ, rồi tính y theo s, và nhận được mô tả tham
số của nghiệm

x = s, y = −1
2 + 2s.
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Hình 1.5 – Các đường thẳng tương ứng với hệ phương trình (7)

Ta còn có thể tạo ra các mô tả tham số khác nữa của nghiệm của hệ
phương trình đã cho. Không dễ dàng để biết được hai mô tả tham số là
tương đương với nhau, tức là chúng là các cách tham số hóa khác nhau
tập nghiệm của cùng một hệ phương trình tuyến tính.

Ví dụ 1.1.9. Giải hệ phương trình tuyến tính

x − y + 2z = 5
2x − 2y + 4z = 10
3x − 3y + 6z = 15.

(9)

Giải. Tương tự như các ví dụ trên, ta sử dụng x ở phương trình đầu tiên
để khử x ở các phương trình còn lại. Vì hai phương trình thứ hai và thứ ba
của hệ phương trình tỉ lệ với phương trình đầu tiên, nên hệ phương trình
mới nhận được là

x − y + 2z = 5
0z = 0
0z = 0.

(10)

Vì hai phương trình thứ hai và thứ ba là hiển nhiên, ta ta có thể lược bỏ
chúng khỏi hệ phương trình, và nhận được phương trình duy nhất

x − y + 2z = 5.

Cho y = t và z = s với t, s bất kỳ, rồi tính x theo t, s, ta được mô tả tham
số của nghiệm của hệ phương trình đã cho

x = t − 2s + 5, y = t, z = s.
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Ma trận hệ số mở rộng và phép toán sơ cấp trên hàng

Định nghĩa 1.1.10 (Ma trận hệ số mở rộng). Ma trận hệ số mở
rộng của hệ phương trình tuyến tính

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2

...
...

...
...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

được định nghĩa là bảng số hình chữ nhật gồm m hàng và n + 1 cột
a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a23 b1

...
...

. . .
...

...
am1 am2 . . . amn bm

 .

Trong ma trận hệ số mở rộng, phần tử ở vị trí (i, j) với j ≤ n là hệ
số của ẩn xj của phương trình thứ i trong hệ phương trình tuyến
tính đã cho. Cột cuối cùng của ma trận hệ số mở rộng ra dãy hệ số
tự do của các phương trình trong hệ.

Ví dụ 1.1.11. Xác định ma trận hệ số mở rộng của hệ phương trình
tuyến tính

6x1 − x2 + x3 = 4
5x2 − x3 = 1.

Giải. Ma trận hệ số mở rộng của hệ phương trình đã cho là[
6 −1 1 4

5 −1 1

]
.

Khi ta đã cố định thứ tự của các ẩn của hệ phương trình tuyến tính, ma
trận hệ số mở rộng của một hệ phương trình tuyến tính hoàn toàn xác
định hệ phương trình tuyến tính này. Các ẩn x1, x2, . . . , xn có vai trò như
nhau trong hệ phương trình tuyến tính. Khi chúng ta xắp xếp lại các ẩn,
các cột của ma trận hệ số mở rộng cũng được xắp xếp lại một cách tương
ứng.
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Khi ta đổi chỗ hai phương trình trong hệ phương trình tuyến tính, hai
hàng tương ứng của ma trận hệ số mở rộng sẽ đổi chỗ cho nhau. Việc đổi
chỗ này không làm thay đổi tập nghiệm của hệ phương trình, nhưng nó
làm biến đổi ma trận hệ số mở rộng.
Việc đồng nhất mỗi hệ phương trình tuyến tính với ma trận hệ số mở rộng
của nó được thể hiện rõ khi các sử dụng máy tính bỏ túi để giải hệ phương
trình tuyến tính. Máy tính bỏ túi hiểu hệ phương trình tuyến tính thông
qua ma trận hệ số mở rộng của nó, mà không hề quan tâm đến cách thức
kí hiệu cho các ẩn. Cách kí hiệu các ẩn này không đóng vai trò quan trọng,
chỉ có thứ tự của chúng là có ý nghĩa.
Kỹ thuật được sử dụng để giải các hệ phương trình nói chung là thực hiện
các phép biến đổi tương đương trên hệ phương trình, tức là các phép biến
đổi không làm thay đổi tập nghiệm, mà cấu trúc của các hệ phương trình
ngày càng đơn giản hơn. Đối với hệ phương trình tuyến tính, ta thường
khử ẩn ở các phương trình, để các phương trình trong hệ ngày càng chứa
ít ẩn hơn. Để khử ẩn, ta có thể sử dụng phương pháp thế, hoặc phương
pháp cộng đại số. Như đã nói bên trên, ta sẽ sử dụng phương pháp cộng
đại số.
Các phép toán cơ bản để tiến hành cộng đại số trên các phương trình của
hệ phương trình tuyến tính là

1. Nhân một phương trình với một vô hướng khác không.
2. Đổi chỗ hai phương trình.
3. Cộng một bội của một phương trình vào một phương trình khác.

Nếu ta đồng nhất hệ phương trình tuyến tính với ma trận hệ số mở rộng
cuả nó thì các phép biến đổi trên các phương trình của hệ phương trình
tuyến tính trở thành các phép biến đổi trên các hàng của ma trận hệ số
mở rộng.

Định nghĩa 1.1.12 (Phép biến đổi sơ cấp trên hàng). Các phép
biến đổi sơ cấp trên hàng của ma trận

1. Nhân một hàng với một vô hướng khác không.
2. Đổi chỗ hai hàng.
3. Cộng một bội của một hàng vào một hàng khác.

Ta thường ký hiệu các phép biến đổi sơ cấp trên dưới dạng ký hiệu
như sau.

1. aHi → Hi, tức là nhân hàng thứ i với vô hướng a, điều kiện:
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a ̸= 0.
2. Hi ↔ Hj , tức là đổi chỗ hàng thứ i và hàng thứ j, điều kiện:

i ̸= j.
3. aHi + Hj → Hj , tức là cộng a lần hàng thứ i và hàng thứ j,

điều kiện: i ̸= j.

Trong nhiều trường hợp, để thuận tiện, ta thường tổ hợp hai phép
biến đổi sơ cấp thứ nhất và thứ ba thành phép biến đổi

� aHi + bHj → Hj , tức là cộng a lần hàng thứ i với b lần hàng
thứ j để được hàng j mới, điều kiện: i ̸= j và b ̸= 0.

Ví dụ sau đây minh họa cách sử dụng các phép biến đổi sơ cấp trên hàng
của ma trận hệ số mở rộng của hệ phương trình tuyến tính.

Ví dụ 1.1.13. Giải hệ phương trình tuyến tính

x + y + 2z = 9
2x + 4y − 3z = 1
3x + 6y − 5z = 0

bằng cách thực hiện các phép biến đổi sơ cấp trên hàng của ma trận
hệ số mở rộng.

Giải. Trong ví dụ này, và sẽ viết đồng thời ma trận hệ số mở rộng ở bên
trái và hệ phương trình tuyến tính tương ứng ở bên phải.

Hệ phương trình tuyến tính đã cho và ma trận hệ số mở rộng của nó là 1 1 2 9
2 4 −3 1
3 6 −5 0

 x + y + 2z = 9
2x + 4y − 3z = 1
3x + 6y − 5z = 0

Ta sử dụng ẩn x ở phương trình đầu tiên để khử ẩn x ở các phương trình
thứ hai và thứ ba. Cụ thể, cộng (−2) lần hàng thứ nhất vào hàng thứ hai,
và cộng (−3) lần hàng thứ nhất vào hàng thứ ba. 1 1 2 9

0 2 −7 −17
0 3 −11 −27

 x + y + 2z = 9
2y − 7z = −17
3y − 11z = −27
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Tiếp theo, sử dụng ẩn y ở phương trình thứ hai để khử ẩn y ở phương
trình thứ ba. Cụ thể, cộng 3 lần hàng hai với (−2) lần hàng thứ ba để
được  1 1 2 9

0 2 −7 −17
0 0 1 3

 x + y + 2z = 9
2y − 7z = −17

z = 3

Từ phương trình thứ ba, ta tìm được z. Thế z vào phương trình thứ hai
để tìm y, rồi thế y và z vào phương trình đầu tiên để tìm x, ta nhận được

x = 1, y = 2, z = 3.

Quá trình thế giá trị ngược từ dưới lên trên này có thể được thể hiện thông
qua việc tiếp tục biến đổi trên ma trận hệ số mở rộng như sau. Ta sử dụng
ẩn z ở phương trình thứ ba để khử ẩn z ở các phương trình thứ nhất và
thứ hai. Cụ thể, cộng 7 lần hàng thứ 3 vào hàng thứ hai và cộng (−2) lần
hàng thứ ba vào hàng đầu tiên. 1 1 0 3

0 2 0 4
0 0 1 3

 x + y = 3
2y = 4

z = 3

Tiếp theo, ta sử dụng ẩn y ở phương trình thứ hai để khử ẩn y ở phương
trình đầu tiên. Cụ thể, cộng −1

2 lần hàng thứ hai vào hàng đầu tiên. 1 0 0 1
0 2 0 4
0 0 1 3

 x = 1
2y = 4

z = 3

Cuối cùng, nhân hàng thứ hai với 1
2 , ta được 1 0 0 1

0 1 0 2
0 0 1 3

 x = 1
y = 2

z = 3

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất

x = 1, y = 2, z = 3.
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Bài tập

1.3 [hint] Xác định ma trận hệ số mở rộng của các hệ phương trình tuyến
tính sau.

(a)
3x − 2y = 1
7x + 5y = 3
x − 4y = 2,

(b)
2x + 2z = 1
3x − y + 4z = 0
6x + y − z = 7,

(c) x1 − x2 + x4 = 1
2x2 − x3 = 5.

1.4 [hint] Tìm hệ phương trình tuyến tính của các ẩn x1, x2, x3, ... có ma
trận hệ số mở rộng như sau.

(a)

 3 0 1 4
7 2 3 −1
0 −1 3 2

,

(b)
[

0 1 2 3 4
5 2 0 −3 6

]
.

Bài tập tổng hợp

1.5 [hint] Chứng minh rằng đồ thị hàm số

y = a + bx + cx2

đi qua 3 điểm (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) khi và chỉ khi các hệ số a, b, c
là một nghiệm của hệ phương trình tuyến tính tương ứng với ma
trận hệ số mở rộng  1 x1 x2

1 y1
1 x2 x2

2 y2
1 x3 x2

3 y3

 .

1.6 [hint] Chứng minh rằng đồ thị hàm số

y = a0 + a1x + a2x2 + ... + anxn
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đi qua m điểm (x1, y1), (x2, y2), ..., (xm, ym) khi và chỉ khi các hệ số
a0, a1, a2, ..., am là một nghiệm của hệ phương trình tuyến tính tương
ứng với ma trận hệ số mở rộng


1 x1 x2

1 . . . xn
1 y1

1 x2 x2
2 . . . xn

2 y2
...

...
...

. . .
...

...
1 xm x2

m . . . xn
m ym

 .
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1.2 Phương pháp khử Gauss

Mục này trình bày phương pháp khử Gauss và khử Gauss-Jordan để giải
tất cả các hệ phương trình tuyến tính một cách có hệ thống.

Dạng bậc thang

Trong ví dụ cuối mục trước, chúng ta đã giải hệ phương trình tuyến tính
bằng cách biến đổi ma trận hệ số mở rộng của nó về dạng1 0 0 1

0 1 0 2
0 0 1 3


và nhận được nghiệm x = 1, y = 2, z = 3. Đây là một ví dụ về ma trận
bậc thang rút gọn.

Định nghĩa 1.2.1 (Phần tử dẫn đầu). Nếu một hàng của ma trận
có ít nhất một phần tử khác không thì phần tử dẫn đầu của hàng
này là phần tử khác không đầu tiên, tính từ trái sang phải. Vị trí
của phần tử dẫn đầu gọi là vị trí dẫn đầu.

Theo định nghĩa này, một hàng gồm toàn phần tử không sẽ không có phần
tử dẫn đầu. Trong trường hợp ngược lại, phần tử dẫn đầu của hàng là duy
nhất.

Định nghĩa 1.2.2 (Ma trận bậc thang; Ma trận bậc thang rút gọn
). Một ma trận được gọi là ma trận bậc thang nếu nó có các tính
chất sau.

1. Các phần tử dẫn đầu của mỗi hàng đều bằng 1.
2. Các hàng gồm toàn phần tử không nằm bên dưới các hàng gồm

ít nhất một phần tử khác không.
3. Đối với các hàng gồm ít nhất một phần tử khác không, phần

tử dẫn đầu của hàng bên dưới luôn nằm bên phải phần tử dẫn
đầu của hàng bên trên.

Một ma trận bậc thang được gọi là ma trận bậc thang rút gọn
nếu mỗi cột chứa phần tử dẫn đầu có phần tử dẫn đầu này là phần
tử khác không duy nhất.
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Giả sử các phần tử dẫn đầu của một ma trận A đều bằng 1 và các vị trí
dẫn đầu của nó là

(i1, j1), (i2, j2), (i3, j3), ...

Khi đó, ma trận A có dạng bậc thang khi và chỉ khi

1. Dãy i1, i2, i3, ... là dãy liên tiếp các số nguyên dương, và i1 = 1.
2. Dãy j1, j2, j3, ... là một dãy tăng chặt, tức là j1 < j2 < j3 < ...

Trong một ma trận bậc thang, ở mỗi hàng, các phần tử bên phải phần tử
dẫn đầu có thể nhận giá trị bất kỳ.

Ví dụ 1.2.3. Các ma trận sau là các ma trận bậc thang rút gọn.

1 0 0 4
0 1 0 7
0 0 1 −1

 ,

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,


0 1 −2 0 1
0 0 0 1 3
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ,

[
0 0
0 0

]
.

Các ma trận sau là ma trận bậc thang nhưng không phải ma trận
bậc thang rút gọn. 1 4 −3 7

0 1 6 2
0 0 1 5

 ,

 1 1 0
0 1 0
0 0 0

 ,

 0 1 2 6 0
0 0 1 −1 0
0 0 0 0 1

 .

Ví dụ 1.2.4. Ma trận bậc thang 0 1 ∗ ∗ ∗
0 0 0 1 ∗
0 0 0 0 0


là một ma trận bậc thang rút gọn khi và chỉ khi phần tử ở vị trí
(1, 4) bằng không. Ma trận này là 0 1 ∗ 0 ∗

0 0 0 1 ∗
0 0 0 0 0

 .
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Ví dụ 1.2.5. Các ma trận sau là các ma trận bậc thang, trong đó
các phần tử được kí hiệu ∗ nhận giá trị bất kì.

1 ∗ ∗ ∗
0 1 ∗ ∗
0 0 1 ∗
0 0 0 1

 ,


1 ∗ ∗ ∗
0 1 ∗ ∗
0 0 1 ∗
0 0 0 0

 ,


1 ∗ ∗ ∗
0 1 ∗ ∗
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,


0 1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 1 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 0 0 0 1 ∗

 .

Các ma trận bậc thang trên là bậc thang rút gọn nếu và chỉ nếu
chúng cho dạng sau

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,


1 0 0 ∗
0 1 0 ∗
0 0 1 ∗
0 0 0 0




1 0 ∗ ∗
0 1 ∗ ∗
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,


0 1 ∗ 0 0 0 ∗ ∗ 0 ∗
0 0 0 1 0 0 ∗ ∗ 0 ∗
0 0 0 0 1 0 ∗ ∗ 0 ∗
0 0 0 0 0 1 ∗ ∗ 0 ∗
0 0 0 0 0 0 0 0 1 ∗

 .

Ví dụ 1.2.6. Giả sử ma trận hệ số mở rộng của một hệ phương trình
tuyến tính đối với 4 ẩn x1, x2, x3, x4 đưa được về ma trận bậc thang
rút gọn sau sử dụng phép biến đổi sơ cấp trên hàng

1 0 0 0 3
0 1 0 0 −1
0 0 1 0 0
0 0 0 1 5

 .

Hãy giải hệ phương trình tuyến tính này.

Giải. Hệ phương trình tuyến tính tương ứng với ma trận bậc thang rút
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gọn đã cho là
x1 = 3

x2 = −1
x3 = 0

x4 = 5.

Hệ phương trình đã cho tương dương với hệ phương trình tuyến tính này.
Do đó, hệ đã cho có nghiệm duy nhất

x1 = 3, x2 = −1, x3 = 0, x4 = 5.

Ví dụ 1.2.7. Xét hệ phương trình tuyến tính

0x1 + x2 − 4x3 + 2x4 = 5
x4 = −1

Ma trận hệ số mở rộng của hệ này là[
0 1 −4 2 5
0 0 0 1 −1

]
.

Ma trận này có dạng bậc thang. Các cột chứa các vị trí dẫn đầu là
cột 2 và cột 4. Các ẩn tương ứng, ẩn x2 và ẩn x4, là ẩn ràng buộc.
Hai ẩn còn lại, ẩn x1 và ẩn x3, là các ẩn tự do, chúng có thể nhận
các giá trị bất kỳ.
Cho x1 = t, x3 = s với t, s ∈ R bất kỳ. Khi đó

x4 = −1, x2 = 4s + 7.

Vậy các nghiệm của hệ phương trình đã cho là

x1 = t, x2 = 4s + 7, x3 = s, x4 = −1.

với t, s ∈ Rbất kỳ.

Ví dụ 1.2.8. Giải hệ phương trình tuyến tính đối với ba ẩn x, y, z
biết rằng hệ số mở rộng của nó đưa được về ma trận bậc thang rút
gọn sau sử dụng các phép biến đổi sơ cấp trên hàng.
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(a)

 1 0 0 0
0 1 2 0
0 0 0 1


(b)

 1 0 3 −1
0 1 −4 2
0 0 0 0


(c)

 1 −5 1 4
0 0 0 0
0 0 0 0



Chứng minh. (a) Phương trình tương ứng với hàng cuối cùng là

0x + 0y + 0z = 1.

Vì phương trình này vô nghiệm nên hệ phương trình tuyến tính đã cho vô
nghiệm.

(b) Phương trình tương ứng với hàng cuối cùng là

0x + 0y + 0z = 0.

Phương trình này hiển nhiên đúng, do đó, ta có thể loại bỏ nó khỏi hệ
phương trình tuyến tính tương ứng với ma trận hệ số mở rộng

x + 3z = −1
y − 4z = 2.

Biến z có thể nhận giá trị t bất kỳ, thế giá trị của z vào phương trình thứ
hai ta tính được y theo t, rồi thế giá trị của y và z vào phương trình đầu
tiên, ta tính được x theo t:

x = −1 − 3t, y = 2 + 4t, z = t.

Đây là mô tả tham số của tất cả các nghiệm của hệ phương trình tuyến
tính đã cho. Với mỗi giá trị cụ thể của tham số ta có một nghiệm. Ví dụ,
cho t = 0, ta nhận được nghiệm

x = −1, y = 2, z = 0.

Cho t = 1,ta nhận được nghiệm

x = −4, y = 6, z = 1.
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(c) Từ dạng bậc thang của ma trận hệ số mở rộng, ta thấy rằng hệ phương
trình tuyến tính đã cho tương đương với

x − 5y + z = 4.

Hai ẩn y và z có thể nhận giá trị bất kỳ, lần lượt là t và s. Thế giá trị của
y và z vào phương trình đầu tiên, ta tính được x theo t, s:

x = 4 + 5t − s, y = t, z = s.

Đây là mô tả tham số cho các nghiệm của hệ phương trình tuyến tính đã
cho.

Bài tập

1.7 [hint] Trong các ma trận sau, xác định các ma trận bậc thang rút
gọn, các ma trận bậc thang nhưng không bậc thang rút gọn.

A1 =
[

1 0 2 3
0 1 4 5

]
, A2 =

 1 2 0 3 4
0 0 1 1 0
0 0 0 0 1

 , A3 =

 1 2 3
0 0 0
0 1 0

 ,

A4 =

 0 0 1 2 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 , A5 =

 1 2 3 4
0 1 2 3
0 1 −4 7


1.8 [hint] Tìm các ma trận bậc thang.

(a) A =

 0 1 ∗ ∗ ∗
0 0 0 1 ∗
0 0 0 0 0

,

(b) B =

 0 1 ∗ ∗ ∗
0 0 0 1 ∗
0 0 0 1 0

 ,

(c) C =

 0 1 ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0
0 0 0 1 ∗

 .

1.9 [hint] Tìm điều kiện cho các số thực a, b và c để ma trận

A =

 1 a 0
0 b 0
0 0 c


là một ma trận bậc thang rút gọn.
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1.10 [hint] Xác định tất cả các ma trận bậc thang và ma trận bậc thang
rút gọn cỡ 2 × 3.

1.11 [hint] Xác định các ma trận bậc thang và bậc thang rút gọn cỡ 3×3.

Phương pháp khử

Ta có thể viết ra một cách dễ dàng tất cả các nghiệm của một hệ phương
trình tuyến tính nếu ta biết được dạng bậc thang rút gọn của ma trận hệ
số mở rộng của hệ.

Ví dụ sau mô tả thuật toán tường minh sử dụng các phép biến đổi sơ cấp
trên hàng đưa ma trận về dạng bậc thang rút gọn. Xét ma trận 0 0 −2 0 7 12

2 4 −10 6 12 28
2 4 −5 6 −5 −1

 .

Bước 1. Từ trái sang phải, xác định cột đầu tiên chứa ít nhất một phần
tử khác không. Trong ví dụ trên, cột khác không đầu tiên chính là cột
một.  0

2
2

 .

Bước 2. Trong cột khác không đầu tiên này, nếu phần tử ở hàng một
bằng 0 thì ta có thể đổi chỗ hàng một với một hàng thích hợp của ma trận
để phần tử ở hàng một trong cột này của ma trận mới khác 0. 2 4 −10 6 12 28

0 0 −2 0 7 12
2 4 −5 6 −5 −1

 (
H1 ↔ H2

)

Bước 3. Nếu phần tử dẫn đầu của hàng một không phải là 1, hãy chuẩn
hóa hàng này bằng cách nhân hàng một nó với một số thích hợp. 1 2 −5 3 6 14

0 0 −2 0 7 12
2 4 −5 6 −5 −1

 (
1
2H1 → H1

)

Bước 4. Cộng một bội thích hợp của hàng một vào các hàng bên dưới
của ma trận để khử các phần tử của ma trận bên dưới số 1 dẫn đầu này.
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0 0 −2 0 7 12
0 0 5 0 −17 −29

 (
−2H1 + H3 → H3

)

Bước 5. Lặp lại các bước trên với ma trận con của ma trận ban đầu gồm
các hàng từ hàng thứ hai. Rồi lặp lại các bước trên với ma trận con của
ma trận ban đầu gồm các hàng từ hàng thứ ba,... cho đến khi nào ta thu
được một ma trận bậc thang.

1 2 −5 3 6 14
0 0 1 0 −7

2 −6
0 0 5 0 −17 −29

 (
−1

2H2 → H2
)

→


1 2 −5 3 6 14
0 0 1 0 −7

2 −6

0 0 0 0 1
2 1

 (
−5H2 + H3 → H3

)

→


1 2 −5 3 6 14
0 0 1 0 −7

2 −6
0 0 0 0 1 2

 (
2H3 → H3

)

Từ dạng bậc thang này của ma trận hệ số mở rộng, ta có thể biết được số
lượng nghiệm của hệ phương trình đã cho: hệ vô nghiệm, có nghiệm duy
nhất, hay hệ có vô số nghiệm.

Bước 6. Với mỗi cột chứa phần tử dẫn đầu, cộng một bội thích hợp của
mỗi hàng chứa phần tử dẫn đầu vào các hàng ở trên nó để khử phần tử
bên dưới các phần tử dẫn đầu. 1 2 −5 3 0 2

0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 1 2

 (
7
2H3 + H2 → H2

−6H3 + H1 → H1

)

→

 1 2 0 3 0 7
0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 1 2

 (
5H2 + H1 → H1

)

Ma trận nhận được là một ma trận bậc thang rút gọn.

Thuật toán ta vừa minh họa bên trên để đưa một ma trận về dạng bậc
thang rút gọn được gọi là phương pháp khử Gauss-Jordan. Nếu ta
dừng lại ở ma trận bậc thang, thuật toán được gọi là phương pháp khử
Gauss.
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Ví dụ 1.2.9. Giải hệ phương trình tuyến tính

− 2x3 + 7x5 = 12
2x1 + 4x2 − 10x3 + 6x4 + 12x5 = 28
2x1 + 4x2 − 5x3 + 6x4 − 5x5 = −1

bằng phương pháp khử Gauss-Jordan.

Chứng minh. Ma trận hệ số mở rộng của hệ phương trình tuyến tính đã
cho là  0 0 −2 0 7 12

2 4 −10 6 12 28
2 4 −5 6 −5 −1

 .

Trong ví dụ trên, ta đã thực hiện phương pháp khử Gauss-Jordan để đưa
ma trận này về dạng bậc thang rút gọn và nhận được ma trận 1 2 0 3 0 7

0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 1 2

 .

Hệ phương trình tuyến tính tương ứng là

x1 + 2x2 + 3x4 = 7
x3 = 1

x5 = 2

Các ẩn tự do là x2 và x4. Cho các ẩn tự do này lần lượt các tham số t và
s bất kỳ, rồi giải các ẩn phụ thuộc theo ẩn tự do, ta nhận được nghiệm
tổng quát của hệ phương trình tuyến tính đã cho

x1 = 7 − 2t, x2 = t, x3 = 1, x4 = s, x5 = 2.

Khi thực hiện phương pháp khử Gauss-Jordan hoặc khử Gauss, nếu ta
tiến hành chuẩn hóa hệ số của mỗi hàng, để đưa hệ số dẫn đầu về 1 thì có
thể sẽ làm phát sinh phân số một cách không thực sự cần thiết. Để tránh
việc này, hãy để bước chuẩn hóa hệ số dẫn đầu ở bước cuối cùng.
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Ví dụ 1.2.10. Giải hệ phương trình tuyến tính sau bằng phương
pháp khử Gauss-Jordan.

x1 + 3x2 − 2x3 + 2x5 = 0
2x1 + 6x2 − 5x3 − 2x4 + 4x5 − 3x6 = −1

5x3 − 10x4 + 15x6 = 5
2x1 + 6x2 + 8x4 + 4x5 + 18x6 = 6

(11)

Chứng minh. Để giải hệ phương trình, ta khử Gauss ma trận hệ số mở
rộng của nó.

1 3 −2 0 2 0 0
2 6 −5 −2 4 −3 −1
0 0 5 10 0 15 6
2 6 0 8 4 18 6



→


1 3 −2 0 2 0 0
0 0 −1 −2 0 −3 −1
0 0 5 10 0 15 5
0 0 4 8 0 18 6


(

−2H1 + H2 → H2
−2H1 + H4 → H4

)

→


1 3 −2 0 2 0 0
0 0 1 2 0 3 1
0 0 5 10 0 15 5
0 0 4 8 0 18 6

 (
−H2 → H2

)

→


1 3 −2 0 2 0 0
0 0 1 2 0 3 1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 6 2


(

−5H2 + H3 → H3
−4H2 + H4 → H4

)

→


1 3 −2 0 2 0 0
0 0 1 2 0 3 1
0 0 0 0 0 3 1
0 0 0 0 0 0 0


(

H3 ↔ H4
1
2H3 → H3

)

→


1 3 −2 0 2 0 0
0 0 1 2 0 0 0
0 0 0 0 0 3 1
0 0 0 0 0 0 0

 (
−H3 + H2 → H2

)

→


1 3 0 4 2 0 0
0 0 1 2 0 0 0
0 0 0 0 0 3 1
0 0 0 0 0 0 0

 (
2H2 + H1 → H1

)
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→


1 3 0 4 2 0 0
0 0 1 2 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1

3
0 0 0 0 0 0 0

 (
1
3H3 → H3

)

Các ẩn tự do là x2, x4 và x5. Cho các ẩn tự do các giá trị tham số bất kì
lần lượt bằng r, s, và t, rồi tính các ẩn phụ thuộc qua ẩn tự do, ta nhận
được mô tả tham số của nghiệm của hệ phương trình đã cho

x1 = −3r − 4s − 2t, x2 = r, x3 = −2s, x4 = s, x5 = t, x6 = 1
3 .

Hệ phương trình tuyến tính thuần nhất

Nhắc lại rằng một hệ phương trình tuyến tính được gọi là thuần nhất nếu
các hệ số tự do của nó bằng 0. Dạng tổng quát của một hệ phương trình
tuyến tính thuần nhất bao gồm m phương trình đối với n ẩn x1, x2, . . . , xn

là
a11x1 + a12x2 + · · · + a1nx1 = 0
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nx2 = 0

...
...

... =
...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = 0

Hệ phương trình tuyến tính thuần nhất luôn có nghiệm hiển nhiên

x1 = 0, x2 = 0, ..., xn = 0.

Nghiệm này được gọi là nghiệm tầm thường. Với một hệ phương trình
tuyến tính thuần nhất, ta muốn biết nó có nghiệm không tầm thường hay
không. Câu hỏi này sẽ xuất hiện nhiều lần ở trong các chương sau.

Ví dụ 1.2.11. Sử dụng phương pháp khử Gauss–Jordan để giải hệ
phương trình tuyến tính thuần nhất.

x1 + 3x2 − 2x3 + 2x5 = 0
2x1 + 6x2 − 5x3 − 2x4 + 4x5 − 3x6 = 0

5x3 + 10x4 + 15x6 = 0
2x1 + 6x2 + 8x4 + 4x5 + 18x6 = 0

(12)
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Chứng minh. Để giải hệ phương trình tuyến tính thuần nhất này, ta sẽ
khử Gauss-Jordan ma trận hệ số mở rộng của nó. Vì ma trận hệ số của
phương trình này trùng với ma trận hệ số của hệ phương trình tuyến tính
(11) nên từ dạng bậc thang rút gọn của ma trận hệ số mở rộng của hệ
(11), ta thu được dạng bậc thang rút gọn của ma trận hệ số mở rộng của
hệ (12) là 

1 3 0 4 2 0 0
0 0 1 2 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0

 .

Giống như trong ví dụ trên, các ẩn tự do là x2, x4 và x5. Cho các ẩn tự do
các giá trị tham số bất kì lần lượt bằng r, s, và t, rồi tính các ẩn phụ thuộc
qua ẩn tự do, ta nhận được mô tả tham số của nghiệm của hệ phương
trình đã cho

x1 = −3r − 4s − 2t, x2 = r, x3 = −2s, x4 = s, x5 = t, x6 = 0.

Mê.nh đề 1.2.12. Cho một hệ phương trình tuyến tính thuần nhất
đối với n ẩn. Giả sử ma trận hệ số mở rộng của nó có r vị trí then
chốt. Khi đó, hệ có n − r ẩn tự do và r ẩn phụ thuộc.

Mê.nh đề 1.2.13. Một hệ phương trình tuyến tính thuần nhất có số
ẩn nhiều hơn số phương trình luôn có vô số nghiệm.

Để giải hệ phương trình tuyến tính và trả lời các câu hỏi về số lượng
nghiệm, trong phần lớn trường hợp, ta chỉ cần biến đổi ma trận hệ số của
hệ phương trình tuyến tính về dạng bậc thang, không cần dạng bậc thang
rút gọn.

Ví dụ 1.2.14. Giải hệ phương trình tuyến tính (11) sử dụng phương
pháp khử Gauss.

Chứng minh. Ta khử Gauss ma trận hệ số mở rộng của hệ phương trình
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tuyến tính (11) và nhận được dạng bậc thang
1 3 −2 0 2 0 0
0 0 1 2 0 3 1
0 0 0 0 0 3 1
0 0 0 0 0 0 0

 .

Lưu ý rằng dạng bậc thang này đã xuất hiện trong khử Gauss-Jordan ở
ví dụ 1.2.10. Từ dạng bậc thang này, ta thấy các ẩn tự do là x2, x4 và x5.
Cho các ẩn tự do các giá trị tham số bất kì lần lượt bằng r, s, và t, rồi tính
các ẩn phụ thuộc qua ẩn tự do, tính ngược từ dưới lên trên

x6 = 1
3 ,

x3 = 1 − 2x3 − 3x5 = −2s,

x1 = −3x2 + 2x3 − 2x5 = −3r − 4s − 2t.

Vậy nghiệm tổng quát của hệ phương trình tuyến tính đã cho là

x1 = −3r − 4s − 2t, x2 = r, x3 = −2s, x4 = s, x5 = t, x6 = 1
3 .

Ví dụ 1.2.15. Giả sử ma trận bên dưới là dạng bậc thang của ma
trận hệ số mở rộng của một hệ phương trình tuyến tính. Hệ này có
bao nhiêu nghiệm?

(a)


1 −3 7 2 5
0 1 2 −4 1
0 0 1 6 9
0 0 0 0 1



(b)


1 −3 7 2 5
0 1 2 −4 1
0 0 1 6 9
0 0 0 0 0



(c)


1 −3 7 2 5
0 1 2 −4 1
0 0 1 6 9
0 0 0 1 0


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Giải. (a) Hàng cuối cùng của ma trận bậc thang tương ứng với phương
trình tuyến tính

0x1 + 0x2 + 0x3 + 0x4 = 1.

Vì phương trình này vô nghiệm nên hệ phương trình tuyến tính đã cho vô
nghiệm.

(b) Hệ phương trình đã cho có nghiệm. Hơn nữa, ẩn x4 là một ẩn tự do,
có thể nhận giá trị bất kỳ. Các ẩn phụ thuộc tính được duy nhất thông
qua ẩn tự do này. Do đó, hệ phương trình có vô số nghiệm.

(c) Hệ phương trình tuyến tính đã cho có nghiệm duy nhất.

Ví dụ 1.2.16. Cho ma trận

A =

 2 6 −5 −2 −3 −1
1 3 −2 0 0 0
2 6 0 8 18 5


(a) Khử Gauss ma trận A về ma trận bậc thang
(b) Khử Gauss-Jordan ma trận A về ma trận bậc thang rút gọn

Giải. (a) Khử Gauss ma trận A, ta được 2 6 −5 −2 −3 −1
1 3 −2 0 0 0
2 6 0 8 18 5


→

 1 3 −2 0 0 0
2 6 −5 −2 −3 −1
2 6 0 8 18 5

 (
H1 ↔ H2

)

→

 1 3 −2 0 0 0
0 0 1 2 3 1
0 0 4 8 18 5

 (
2H1 − H2 → H2
−2H1 + H3 → H3

)

→

 1 3 −2 0 0 0
0 0 1 2 3 1
0 0 0 0 6 1

 (
−4H2 + H3 → H3

)

Như đã quy ước bên trên, ta sẽ xem ma trận cuối cùng thu được là một
ma trận bậc thang. Trong trường hợp muốn các phần tử dẫn đầu phải là
1, ta chỉ cần thực hiện thêm phép biến đổi hàng sơ cấp 1

6H3 → H3.



30 CHƯƠNG 1. HỆ PHƯƠNG TRÌNH VÀ MA TRẬN

(b) Để khử Gauss-Jordan ma trận A về dạng bậc thang rút gọn, ta tiếp
tục thực hiện các phép biến đổi hàng sơ cấp trên ma trận bậc thang bên
trên  1 3 −2 0 0 0

0 0 1 2 3 1
0 0 0 0 6 1


→

 1 3 −2 0 0 0
0 0 2 4 0 1
0 0 0 0 6 1

 (
−H3 + 2H2 → H2

)

→

 1 3 0 4 0 1
0 0 2 4 0 1
0 0 0 0 6 1

 (
H2 + H1 → H1

)

→

 1 3 0 4 0 1
0 0 1 2 0 1

2
0 0 0 0 1 1

6

 (
1
2H2 → H2
1
6H3 → H3

)

Ta nhận được dạng bậc thang rút gọn của ma trận A.

Nhận xét rằng ma trận A trong đầu bài của ví dụ trên có tất cả các phần
tử đều là số nguyên. Do đó, trong các phép biến đổi trung gian, ta tránh
tối đa việc tạo ra các phân số. Thực ra, ta có thể biến đổi để phân số, nếu
có, thì chỉ xuất hiện ở ma trận cuối cùng, tức là ma trận bậc thang rút
gọn của ma trận A. Phân số xuất hiện khi đó là không thể tránh khỏi vì
ma trận bậc thang rút gọn của ma trận A là duy nhất. Trong khi đó, các
ma trận trung gian của phép khử Gauss-Jordan thì lại không duy nhất.

Thuật toán mà máy tính thực hiện không nhất thiết thế này, vì máy tính
có thể tính toán trên các phân số hiệu quả. Tuy nhiên, trong các bài tập
tính toán trong cuốn sách bài tập này, hầu như tất cả đều đơn giản, và có
thể thực hành tính toán mà không cần sử dụng máy tính, và không nên
sử dụng máy tính, vì thế, lúc đó việc biến đổi mà hạn chế làm xuất hiện
các số không nguyên là việc cần thiết.

Ví dụ 1.2.17. Sử dụng kết quả trong ví dụ trên để giải các hệ phương
trình tuyến tính sau

(a)
2x1 + 6x2 − 5x3 − 2x4 − 3x5 = −1
x1 + 3x2 − 2x3 = 0

2x1 + 6x2 + 8x4 + 18x5 = 5
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(b)
2x1 − 5x2 − 3x3 = −1
x1 − 2x2 = 0

2x1 + 18x3 = 5

(c)
2x1 + 6x2 − 5x3 − 2x4 = −1
x1 + 3x2 − 2x3 = 0

2x1 + 6x2 + 8x4 = 5

Giải. (a) Ma trận hệ số mở rộng của hệ phương trình đã cho là 2 6 −5 −2 −3 −1
1 3 −2 0 0 0
2 6 0 8 18 5

 .

Theo ví dụ trên, dạng bậc thang rút gọn của ma trận này là 1 3 0 4 0 1
0 0 1 2 0 1

2
0 0 0 0 1 1

6

 .

Do đó, các ẩn tự do là x2 và x4. Cho x2 = t, x4 = s với t, s ∈ R bất kỳ, ta
thu được

x5 = 1
6

x3 = −2x4 + 1
2 = −2s + 1

2
x1 = −3x2 − 4x4 + 1 = −3t − 4s + 1.

Vậy nghiệm tổng quát của hệ phương trình đã cho là

x1 = −3t − 4s + 1, x2 = t, x3 = −2s + 1
2 , x4 = s, x5 = 1

6 ,

với t, s ∈ R bất kỳ.

(b) Ma trận hệ số mở rộng của hệ phương trình đã cho là 2 −5 −3 −1
1 −2 0 0
2 0 18 5

 .

Ma trận này là một phần của ma trận hệ số mở rộng trong ý (a), gồm các
cột 1, 3, 5 và 6. Từ kết quả trong ý (a), ta thấy dạng bậc thang rút gọn
của ma trận này là  1 0 0 1

0 1 0 1
2

0 0 1 1
6

 .
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Do đó, hệ đã cho có nghiệm duy nhất

x1 = 1, x2 = 1
2 , x3 = 1

6 .

Để có được nghiệm này, ta cũng có thể sử dụng dạng bậc thang thay vì
dạng bậc thang rút gọn của ma trận hệ số mở rộng. Ma trận dạng bậc
thang này có được từ tính toán trong ví dụ trên 1 −2 0 0

0 1 3 1
0 0 6 1

 .

Do đó
x3 = 1

6
x2 = −3x3 + 1 = −3.

(
1
6

)
+ 1 = 1

2

x1 = 2x2 = 2.
(

1
2

)
= 1

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất

x1 = 1, x2 = 1
2 , x3 = 1

6 .

(c) Ma trận hệ số mở rộng của hệ phương trình đã cho là 2 6 −5 −2 −1
1 3 −2 0 0
2 6 0 8 5

 .

Tương tự ý (b), từ kết quả của ví dụ trên, ta thu được dạng bậc thang
của ma trận này là  1 3 −2 0 0

0 0 1 2 0
0 0 0 0 1

 .

Hàng cuối của ma trận trên ứng với phương trình

0x1 + 0x2 + 0x3 + 0x4 = 1.

Phương trình này vô nghiệm. Do đó, hệ phương trình đã cho vô nghiệm.

Để giải một hệ phương trình tuyến tính, ta biến đổi ma trận hệ số mở rộng
của phương trình này về dạng bậc thang, hoặc tốt hơn là dạng bậc thang
rút gọn. Từ một trong hai dạng này, ta biết được ngay phương trình có
nghiệm hay vô nghiệm.
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Nếu muốn biết nghiệm tổng quát của hệ phương trình đã cho, ta cần phải
xác định các ẩn tự do, cho ẩn tự do các giá trị tham số bất kỳ, rồi tính toán
các ẩn còn lại (ẩn ràng buộc) thông qua ẩn tự do. Lúc kết luận nghiệm
của hệ phương trình, cần ghi dãy các ẩn theo đúng thứ tự quy định lúc
ban đầu.

Bài tập

1.12 [hint] Cho ma trận

A =


1 2 1 −3 −1
0 3 6 −4 −9

−3 −7 −5 12 6
1 4 5 −9 −7

 .

(a) Khử Gauss ma trận A về dạng bậc thang theo hướng dẫn sau

A

→ A1

(
3H1 + H3 → H3
−H1 + H4 → H4

)
→ A2

(
H2 ↔ H3

)
→ A3

(
3H2 + H3 → H3
2H2 + H4 → H4

)

(b) Khử Gauss-Jordan ma trận A về dạng bậc thang rút gọn theo
hướng dẫn sau

A3

→ A4
(

1
5H3 → H3

)
→ A5

(
H1 + 3H3 → H1
H2 − 3H3 → H2

)
→ A6

(
H1 + 2H2 → H1

)
→ A7

(
−H2 → H2

)

1.13 [hint] Giải các hệ phương trình tuyến tính sau

(a)

x1 + 2x2 + x3 − 3x4 = −1
3x2 + 6x3 − 4x4 = −9

−3x1 − 7x2 − 5x3 + 12x4 = 6
x1 + 4x2 + 5x3 − 9x4 = −7
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(b)

x1 + 2x2 − 3x3 = −1
3x2 − 4x3 = −9

−3x1 − 7x2 + 12x3 = 6
x1 + 4x2 − 9x3 = −7

(c)

x1 + 2x2 + x3 = −3
3x2 + 6x3 = −4

−3x1 − 7x2 − 5x3 = 12
x1 + 4x2 + 5x3 = −9

1.14 [hint] Giải các hệ phương trình tuyến tính sau

(a)
x1 − 4x2 − x3 = −5

2x1 + 2x2 + 3x3 = 0
4x2 + 3x3 = 5

(b)
2x1 + 6x2 − 2x3 = −4
−x1 + 9x2 − 2x3 = 10
−x1 − 3x2 + 2x3 = 2

(c)
x1 + 2x2 + 3x3 = −1

− 4x2 − 2x3 = −4
−x1 − 2x3 = 3

Bài tập tổng hợp

1.15 [hint] Tìm dạng bậc thang và dạng bậc thang rút gọn của các ma
trận sau đây.

(a)

 0 2 0 −1
1 0 2 1

−1 4 −2 1


(b)

 1 1 −1 2
0 −1 3 3

−1 −2 4 1


(c)

 1 −4 0 2
−1 2 4 0
−1 3 1 1


(d)

 2 −2 −4 −3
2 2 1 −2

−2 2 3 2


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1.16 [hint] Tìm dạng bậc thang và dạng bậc thang rút gọn của các ma
trận sau.

(a)

 2 −4 −3 −3 −1
1 1 −1 2 2
3 −5 −5 −4 0


(b)

 0 −2 −1 −1 −1
−3 −1 2 −4 −4

4 −3 −7 1 1


(c)

 1 −3 −1 1 −4
−3 5 3 3 2

4 −3 −4 −4 1


(d)

 1 −1 −1 −3 3
−3 3 2 3 −4

4 −4 −3 −1 2


(e)

 0 2 −2 2 0
−1 0 2 1 2
−1 −2 1 −1 −1


1.17 [hint] Biện luận theo tham số a số lượng nghiệm của hệ phương trình

tuyến tính

x + 2y − 3z = 4
2x − 3y + 8z = −2
4x + y + (a2 − 14)z = a + 2

1.18 [hint] Biện luận theo tham số a số lượng nghiệm của hệ phương trình
tuyến tính

x − 4y + 2z = −1
3x + 4z = 3
2x + 4y − (a2 − 6)z = a + 2

1.19 [hint] Sử dụng phép biến đổi hàng sơ cấp đưa ma trận 0 −2 1
2 1 3
3 4 5


về dạng bậc thang rút gọn sao cho tất cả các ma trận trung gian chỉ
gồm toàn số nguyên.
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1.20 [hint] Giải hệ phương trình

2x2 + y − z3 = 3
x2 − y + 2z3 = 2
x2 + y + z3 = 6

1.21 [hint] Giải hệ phương trình

3 sin α − cos β + 2 tan γ = 3
sin α − 3 cos β + 6 tan γ = 9

−2 sin α + 2 cos β + 4 tan γ = 2

với α, β, γ ∈ [0, 2π].

1.22 [hint] Tìm điều kiện cho các tham số a, b, c để hệ phương trình có
nghiệm

3x + y − z = a
2x − 3z = b
x + y + 2z = c

1.23 [hint] Tìm điều kiện cho các tham số a, b, c để hệ phương trình có
nghiệm

−2x1 − x2 + x3 = a
3x1 + x2 + x3 = b
7x1 + 3x2 − x3 = c

1.24 (a) Chứng minh rằng nếu ad − bc ̸= 0 thì dạng bậc thang rút gọn

của ma trận
[

a b
c d

]
là ma trận đơn vị

[
1 0
0 1

]
.

(b) Sử dụng kết quả trong phần (a), chứng minh rằng nếu ad−bc ̸=
0 thì hệ phương trình tuyến tính

ax + by = k
cx + dy = l

có nghiệm duy nhất với mọi k, l.

1.25 [hint] Tìm phương trình parabol trong hình vẽ sau
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1.26 [hint] Tìm đường cong bậc ba có đồ thị trong hình vẽ

1.27 [hint] Tìm đường cong bậc ba có đồ thị trong hình vẽ

1.28 [hint] Tìm phương trình đường tròn đi qua ba điểm (4, −3), (−2, 7)
và (−4, 5).
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1.29 [hint] Tìm phương trình đường tròn trong hình vẽ sau.

1.30 [hint] Tìm phương trình đường tròn trong hình vẽ sau.

1.31 [hint] Tìm các hằng số thực a, b, c, d để ta có đẳng thức

3x3 + 4x2 − 6x

(x2 + 2x + 2) (x2 − 1) = a

x − 1 + b

x + 1 + cx + d

x2 + 2x + 2

1.32 [hint] Sử dụng kết quả trong bài tập trên, tính tích phân

I =
ˆ 3x3 + 4x2 − 6x

(x2 + 2x + 2)(x2 − 1) ,

biết rằng
´ 1

x2+1dx = arctan(x) + c, với c là một hằng số.

1.33 [hint] Tìm các đa thức f(x) với bậc không quá 2 biết rằng đồ thị của
nó đi qua hai điểm (−1, −3), (3, 1) và f ′(2) = −1.

1.34 [hint] Tìm các đa thức f(x) có bậc không quá 3 biết rằng đồ thị của
nó đi qua ba điểm (−1, −6), (1, −2), (3, 10) và f ′(2) = 5.
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1.35 [hint] Tìm một đa thức bậc không quá 2 biết rằng đồ thị của nó đi
qua ba điểm (−1, p), (1, q), (2, r) trong đó p, q và r là các hằng số bất
kỳ. Phải chăng một đa thức như thế là tồn tại với mọi p, q, r?

1.36 [hint] Tìm các đa thức f(x) có bậc không quá 2 biết rằng đồ thị của
nó đi qua hai điểm (−1, −4), (3, 12) và

´ 3
−1 f(x)dx = 16

3 .

1.37 [hint] Tìm một hệ phương trình tuyến tính của 3 ẩn x, y, z biết rằng
các nghiệm của nó là

x = 2 + 3t, y = −3 + t, z = 4 − 2t.

1.38 [hint] Tìm một hệ phương trình tuyến tính của ba ẩn x, y, z biết
rằng tập nghiệm của nó là đường thẳng đi qua hai điểm (6, 4, 2) và
(1, 1, 1).
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1.3 Ma trận và Phép toán ma trận

Ma trận xuất hiện trong nhiều tình huống khác nhau trong toán học và
ứng dụng chứ không chỉ là ma trận hệ số mở rộng của một hệ phương
trình tuyến tính.

Mục này trình bày định nghĩa của ma trận và các phép toán số học cơ bản
trên ma trận.

Định nghĩa 1.3.1 (Ma trận). Một ma trận là một bảng hình chữ
nhật của các con số. Các số xuất hiện trong ma trận được gọi là các
phần tử của ma trận.
Ta nói một ma trận có cỡ , hoặc kích thước, m × n nếu nó có m
hàng và n cột.

Ví dụ 1.3.2. Một số ví dụ về ma trận là 1 2
3 0

−1 4

 ,
[
2 1 0 −3

]
,

 e π −
√

2
0 1

2 1
0 0 0

 ,

[
1
3

]
,
[

4
]

.

Các ma trận này có cỡ lần lượt là 3 × 2, 1 × 4, 3 × 3, 2 × 1 và 1 × 1.

Ma trận chỉ có một hàng được gọi là một véc tơ hàng. Ma trận chỉ có
một cột được gọi là một véc tơ cột. Ta thường đồng nhất ma trận

[
a
]

cỡ 1 × 1 với số a.

Phần tử ở vị trí hàng i, cột j, hay còn gọi là vị trí (i, j), của ma trận A
thường được ký hiệu là aij hoặc ai,j nếu có thể gây hiểu nhầm.

Như vậy, dạng tổng quát của một ma trận vuông A cỡ 2 × 4 là

A =

 a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34

 .

Tổng quát hơn, dạng tổng quát của một ma trận cỡ m × n là

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 . . . amn

 .



1.3. MA TRẬN VÀ PHÉP TOÁN MA TRẬN 41

Một cách ngắn gọn, ta kí hiệu ma trận này là

A = [aij ]m×n hoặc A = [aij ] .

Các véc tơ hàng và véc tơ cột

[
a1 a2 . . . am

]
,


b1
b2

...
bm

 .

sẽ được sử dụng thường xuyên sau này.

Định nghĩa 1.3.3 (Ma trận vuông). Ma trận có số hàng bằng số
cột được gọi là ma trận vuông. Một ma trận vuông cỡ n là một
ma trận cỡ n × n.
Với mỗi ma trận vuông A = [aij ]n×n, các phần tử

a11, a22, . . . , ann

được gọi là đường chéo chính, hoặc đơn giản là đường chéo, của
ma trận, còn các phần tử

a1n, a2,n−1, . . . , an1

được gọi là đường chéo phụ của ma trận.

Phép toán trên ma trận

Phép toán của ma trận được định nghĩa dựa trên các phép toán quen thuộc
trên các phần tử của nó.

Định nghĩa 1.3.4 (Ma trận bằng nhau). Hai ma trận A = [aij ] và
B = [bij ] được gọi là bằng nhau nếu chúng có cùng cỡ, và các phần
tử tương ứng bằng nhau, tức là nếu

aij = bij

với mọi i, j.
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Ví dụ 1.3.5. Xét ba ma trận

A =
[

2 1
3 x

]
, B =

[
2 1
3 5

]
, C =

[
2 1 0
3 5 0

]
.

Ta thấy hai ma trận A và B có cùng cỡ 2 × 2, và ma trận B có cỡ
2 × 3. Do đó

A ̸= C, B ̸= C.

Nhìn vào các phần tử tương ứng của hai ma trận A và B, ta thấy
rằng

A = B ⇔ x = 5.

Định nghĩa 1.3.6 (Cộng và trừ ma trận). Cho hai ma trận

A = [aij ] , B = [bij ] .

Nếu A và B có cùng cỡ thì tổng A + B và hiệu A − B cũng là các
ma trận có cùng cỡ với A, B, nhận được bằng cách cộng và trừ các
phần tử tương ứng của A và B:

A + B = [aij + bij ] , A − B = [aij − bij ] .

Nếu A và B có cỡ khác nhau thì ta không định nghĩa tổng A + B
và hiệu A − B.

Ví dụ 1.3.7. Xét các ma trận

A =

 2 1 0
−1 0 2

4 −2 7

 , B =

 −4 3 5
2 2 0
3 2 −4

 , C =
[

1 3
2 4

]
.

Tính A + B, A − B, A + C, B − C.

Giải. Vì cỡ của các ma trận A, B, C lần lượt là 3 × 3, 3 × 3 và 2 × 2 nên
ta có thể thực hiện phép tính A + B và A − B nhưng không thể thực hiện
các phép tính A + C và B − C. Ta có

A + B =

 −2 4 5
1 2 2
7 0 3

 , A − B =

 6 −2 −5
−3 −2 2

1 −4 11

 .
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Tiếp theo, ta định nghĩa phép toán nhân trên ma trận. Có hai kiểu nhân,
một là nhân của số với ma trận, và hai là nhân của hai ma trận.

Định nghĩa 1.3.8 (Tích của số và ma trận). Cho A = [aij ] là một
ma trận và c là một cô hướng. Tích của c với A, kí hiệu cA, là ma
trận có cùng cỡ với A, nhận được bằng cách nhân c với mỗi phần
tử của ma trận A:

cA = [caij ] .

Phép nhân của số và ma trận luôn thực hiện được. Lưu ý rằng khi viết
tích của số c với ma trận A, ta luôn viết số trước, ma trận sau.

Ví dụ 1.3.9. Ta có

2
[

1 2 3
−3 4 7

]
=
[

2 4 6
−6 8 14

]
.

Định nghĩa 1.3.10 (Tích của hai ma trận). Cho hai ma trận

A = [aij ]m×n , B = [bij ]r×s .

Nếu n = r thì tích AB của ma trận A với ma trận B, là ma trận
cỡ m × s, với phần tử ở vị trí hàng i cột j là tổng của các tích các
phần tử ở hàng i của ma trận A với cột j của ma trận B:

ai1b1j + ai2b2j + · · · + ainbnj .

A =


...

...
...

ai1 ai2 . . . ain

...
...

...

 , B =


. . . b1j . . .
. . . b2j . . .

...
. . . bnj . . .

 .

Nếu n ̸= r thì tích AB không được định nghĩa.

Theo định nghĩa, để nhân ma trận A với ma trận B ta lấy lần lượt từng
hàng của ma trận A nhân với lần lượt từng cột của ma trận B. Quy tắc
tính toán này gọi là quy tắc hàng-cột.
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Vì cách định nghĩa của tích AB không đối xứng (sử dụng hàng của A và
cột của B) nên ta có thể nghi ngờ sự bằng nhau của tích AB và tích BA.
Ta sẽ xem xét vấn đề này bên dưới.

Ví dụ 1.3.11. Cho hai ma trận

A =
[

1 2 4
2 6 0

]
, B =

 4 1 4 3
0 −1 3 1
2 7 5 2

 .

Tính phần tử ở vị trí (2, 3) của tích AB.

Giải. Vì cỡ của hai ma trận A và B lần lượt là 2 × 3 và 3 × 4 nên ta có
thể thực hiện phép nhân A với B. Tích AB là một ma trận cỡ 2 × 4.

Để tính phần tử ở vị trí (2, 3) của tích AB, ta cần lấy lần lượt các phần
tử ở hàng 2 của ma trận A nhân với các phần tử ở cột 3 của ma trận B
rồi cộng các tích nhận được. Hàng 2 của A và cột 3 của B lần lượt là

[
2 6 0

]
,

 4
3
5

 .

Do đó, phần tử ở vị trí (2, 3) của tích AB là

(2) (4) + (6) (3) + (0) (5) = 26.

Ví dụ 1.3.12. Cho ba ma trận A, B và C có cỡ lần lượt là 3×4, 4×7
và 7 × 3. Tìm các cặp ma trận (M, N) trong số ba ma trận này sao
cho ta có thể thực hiện phép nhân MN .

Giải. Từ thông tin về cỡ của các ma trận A, B, C, ta thấy rằng các cặp
ma trận (M, N) trong số các ma trận này có thể thực hiện phép toàn nhân
MN là

(A, B) , (B, C) , (C, A) .

Hơn nữa, ma trận AB có cỡ 3 × 7, ma trận BC có cỡ 4 × 3 và ma trận CA
có cỡ 7 × 4.
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Phân hoạch ma trận

Một phép phân hoạch của một ma trận là một cách phân chia ma trận
thành các ma trận cỡ nhỏ hơn sử dụng các đường thẳng nằm ngang hoặc
thẳng đứng. Phân hoạch thường xuyên được sử dụng nhất là phân hoạch
ma trận thành các véc tơ hàng, hoặc thành các véc tơ cột.

Ví dụ 1.3.13. Cho ma trận

A =

 a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34

 .

Phân hoạch ma trận A thành các véc tơ cột, ta nhận được 4 cột lần
lượt là

C1 =

 a11
a21
a31

 , C2 =

 a12
a22
a32

 , C3 =

 a13
a23
a33

 , C4 =

 a14
a24
a34

 .

Phân hoạch ma trận A thành các véc tơ hàng, ta nhận được 3 hàng
lần lượt là

H1 =
[

a11 a12 a13 a14
]

, H2 =
[

a21 a22 a23 a24
]

,

H3 =
[

a31 a32 a33 a34
]

.

Một phép nhân hoạch khác của ma trận A là

A =
[

A11 A12
A21 A22

]

với
A11 =

[
a11 a12 a13
a21 a22 a23

]
, A12 =

[
a14
a24

]
,

A21 =
[

a31 a32 a33
]

, A22 =
[

a34
]

.

Cho hai ma trận A và B sao cho ta có thể thực hiện phép nhân AB. Khi
đó

� Để có véc tơ cột thứ j của ma trận tích AB, ta lấy ma trận A nhân
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với véc tơ cột thứ j của ma trận B:

AB = A
[
C1 C1 . . . Cn

]
=
[
AC1 AC1 . . . ACn

]
.

� Để có véc tơ cột thứ i của ma trận tích AB, ta lấy hàng thứ i của
ma trận A nhân với ma trận B:

AB =


H1
H2
...

Hm

B =


H1B
H2B

...
HmB

 .

Ví dụ 1.3.14. Cho hai ma trận

A =
[

1 2 4
2 6 0

]
, B =

 4 1 4 3
0 −1 3 1
2 7 5 2

 .

1. Tính véc tơ cột thứ 3 của ma trận AB.
2. Tính véc tơ hàng thứ 2 của ma trận AB.

Giải. (a) Véc tơ cột thứ 3 của tích AB là[
1 2 4
2 6 0

] 4
3
5

 =
[

30
26

]
.

Véc tơ hàng thứ 2 của ma trận tích AB là

[
2 6 0

]  4 1 4 3
0 −1 3 1
2 7 5 2

 =
[

8 −4 26 12
]

.

Để thực hiện phép nhân AB, ta sử dụng quy tắc hàng-cột để nhân lần
lượt từng hàng của ma trận A với từng cột của ma trận B. Một cách nhân
khác có thể thực hiện gọi là quy tắc cột-hàng như sau.

AB =
[
C1 C2 . . . Cr

]


H1
H2
...

Hr

 = C1H1 + C2H2 + · · · + CrHr.



1.3. MA TRẬN VÀ PHÉP TOÁN MA TRẬN 47

Lưu ý rằng các tích CiHi là các ma trận cùng cỡ với nhau.

Ví dụ 1.3.15. Sử dụng quy tắc cột-hàng để tính tích

AB =
[

1 3
2 −1

] [
2 0 4

−3 5 1

]
.

Giải. Ta có

AB =
[

1 3
2 −1

] [
2 0 4

−3 5 1

]

=
[

1
2

] [
2 0 4

]
+
[

3
−1

] [
−3 5 1

]
=

[
2 0 4
4 0 8

]
+
[

−9 15 3
3 −5 −1

]

=
[

−7 15 7
7 −5 7

]
.

Ma trận chuyển vị

Khi làm việc với ma trận, chúng ta phân biệt hàng và cột của một ma
trận.

Định nghĩa 1.3.16 (Chuyển vị). Cho A là một ma trận cỡ m × n.
Ma trận chuyển vị của A, ký hiệu AT , là ma trận nhận được từ
A sau khi viết lại các véc tơ hàng của ma trận A thành các véc tơ
cột

[
ai1 ai2 . . . ain

]
︸ ︷︷ ︸

hàng thứ i của A

⇝


ai1
ai2
...

ain

 .

︸ ︷︷ ︸
cột thứ i của AT

Trên từng phần tử, ta có (
AT
)

ij
= (A)ji .
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Ví dụ 1.3.17. Tìm chuyển vị của ma trận

A =

 2 3
1 4
5 6

 .

Chứng minh. Ta có
AT =

[
2 1 5
3 4 6

]
.

Vết của ma trận

Định nghĩa 1.3.18 (Vết). Vết của một ma trận vuông A = [aij ]n×n

là tổng của tất cả các phần tử trên đường chéo của nó

tr (A) = a11 + a22 + · · · + ann.

Ta không định nghĩa vết của một ma trận không vuông.

Với mọi ma trận vuông A, ta có

tr
(
AT
)

= tr (A) .

Ví dụ 1.3.19. Cho các ma trận

A =
[

1 2 3
4 5 6

]
, B =

 −1 3 7
6 0 2
1 3 1

 , C =

 1 7
−2 3

0 1

 .

a. Tính phần tử ở vị trí (1, 2) của AB.

b. Tính hàng thứ hai của AB.

c. Tính cột thứ nhất của BC.

d. Tính 2A − CT .

Giải. a. Phần tử ở vị trí (1, 2) của AB là

1.3 + 2.0 + 3.3 = 12.
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b. Hàng thứ hai của AB là

[
4 5 6

]  −1 3 7
6 0 2
1 3 1

 =
[

32 30 44
]

.

c. Cột thứ nhất của BC là −1 3 7
6 0 2
1 3 1


 1

−2
0

 =

 −7
6

−5

 .

d. Ta có

2A − CT = 2
[

1 2 3
4 5 6

]
−

 1 7
−2 3

0 1


T

=
[

2 4 6
8 10 12

]
−
[

1 −2 0
7 3 1

]
=

[
1 6 6
1 7 11

]

Bài tập

1.39 [hint] Cho các ma trận

A =
[

−1 3 7 0
2 1 4 6

]
, B =


1 0 6 2
3 −7 0 1

−4 2 1 −3
1 5 −9 2

 ,

C =


1 7 6
2 4 −5
7 0 1

−6 2 3

 .

(a) Tích AB có tồn tại hay không? Nếu có, tính hàng thứ hai của
nó.

(b) Tích ABC có tồn tại hay không? Nếu có, tính phần tử ở vị trí
(2, 2) của nó.

(c) Tính cột thứ ba của CT B.

(d) Tính A + 3CT .
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1.40 [hint] Cho các ma trận vuông A = [aij ], B = [bij ], C = [cij ] cỡ 3 × 3,
trong đó

aj = i + j, bij = ji−1, cij =
{

1 nếu
−1 nếu

|i − j| > 1,

|i − j| ≤ 1.

(a) Viết tường minh các ma trận A, B và C.

(b) Tính hàng thứ hai của A2.

(c) Tính phần tử ở vị trí (2, 3) của A + BT C.

1.41 [hint] Cho hai ma trận A và B. Chứng minh rằng các khẳng định
sau

(a) Nếu hai tích AB và BA cùng tồn tại thì AB và BA là các ma
trận vuông.

(b) Nếu A có cỡ m × n và tích A(BA) tồn tại thì B có cỡ n × m.

Hệ phương trình tuyến tính, phương trình ma trận, phương
trình véctơ

Sử dụng phép toán ma trận, ta có thể viết lại mỗi hệ phương trình tuyến
tính thành một phương trình ma trận. Ta thấy được mối liên hệ giữa hệ
phương trình tuyến tính và ma trận, không chỉ là ma trận hệ số mở rộng
của hệ phương trình tuyến tính.

Định nghĩa 1.3.20 (Tổ hợp tuyến tính). Một tổ hợp tuyến tính
của các ma trận cùng cỡ A1, A2, . . . , Ar là một tổng

c1A1 + c2A2 + · · · + crAr

trong đó c1, c2, . . . , cr là các vô hướng, gọi là các hệ số của tổ hợp
tuyến tính.

Ví dụ 1.3.21. Viết tích của ma trận A = [aij ]m×n với véc tơ cột
x = [xi]n×1 như là một tổ hợp tuyến tính của các véc tơ cột của ma
trận A.

Giải. Ta sử dụng quy tắc cột-hàng để thực hiện phép nhân Ax:
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Ax =
[
C1 C2 . . . Cn

]


x1
x2
...

xn


= C1 [x1] + C2 [x2] + · · · + Cn [xn]
= x1C1 + x2C2 + · · · + xnCn

= x1


a11
a21
...

am1

+ x2


a12
a22
...

am2

+ · · · + xn


a1n

a2n

...
amn

 .

Như vậy, tích Ax là tổ hợp của hệ véc tơ cột của ma trận A với dãy hệ số
tương ứng chính là các phần tử của véc tơ cột x.

Ví dụ 1.3.22. Cho hệ phương trình tuyến tính
a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

...
...

...
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm.

Ta có thể viết lại phương trình này dưới dạng đẳng thức véc tơ
a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn

 =


b1
b2
...

bn


rồi chuyển thành phương trình véc tơ

x1


a11
a21
...

am1

+ x2


a12
a22
...

am2

+ · · · + xn


a1n

a2n

...
amn

 =


b1
b2
...

bn

 .

Phương trình véc tơ này có thể biến đổi thành phương trình ma
trận 

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 . . . amn




x1
x2
...

xn

 =


b1
b2
...

bn

 .
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Các hệ phương trình tuyến tính đều có thể viết lại một cách ngắn gọn như
là phương trình ma trận

Ax = b.

Ma trận A được gọi là ma trận hệ số của hệ phương trình tuyến tính.
Ma trận hệ số mở rộng là [

A b
]

.

Ví dụ 1.3.23. Cho hệ phương trình tuyến tính

x1 − 2x2 + 7x3 = 1
3x1 + 4x2 − x3 = 2.

a. Viết hệ phương trình tuyến tính trên thành một phương trình
ma trận Ax = b.

b. Viết phương trình ma trận Ax = b thành một phương trình
véctơ.

Giải. a. Hệ phương trình đã cho tương đương với phương trình ma trận[
1 −2 7
3 4 −1

] x1
x2
x3

 =
[

1
2

]
.

b. Phương trình ma trận trên tương đương với phương trình véctơ

x1

[
1
3

]
+ x2

[
−2

4

]
+ x3

[
7

−1

]
=
[

1
2

]
.

Bài tập

1.42 [hint] Cho phương trình véctơ

x1

 1
7
1

+ x2

 −2
4
3

+ x3

 0
1
2

 =

 7
−4

1

 .

(a) Viết phương trình véctơ trên thành một phương trình ma trận
Ax = b.

(b) Viết phương trình ma trận Ax = b thành một hệ phương trình
tuyến tính.
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Các tính chất đại số của ma trận

Các phép toán cộng, trừ và nhân trên ma trận được định nghĩa từ các
phép toán cộng, trừ và nhân trên các số, do đó, chúng có nhiều tính chất
tương tự như các con số. Tuy nhiên, cũng có một số tính chất không giống.

Định lý 1.3.24 (Tính chất đại số của phép toán ma trận). Cho các
ma trận A, B, C và các vô hướng a, b. Khi đó

(a) A + B = B + A

(b) A + (B + C) = (A + B) + C

(c) A (BC) = (AB) C

(d) A (B + C) = AB + AC

(e) (A + B) C = AC + BC

(f) A (B − C) = AB − AC

(g) (A − B) C = AC − BC

(h) a (B + C) = aB + aC

(i) (a + b) C = aC + bC

(j) a (B − C) = aB − aC

(k) (a − b) C = aC − bC

(l) a (bC) = (ab) C

(m) a (BC) = (aB) C.

Các tính chất này được chứng minh trực tiếp sử dụng định nghĩa của các
phép toán ma trận đã định nghĩa bên trên.

Chứng minh (a). Sử dụng tính chất giao hoán của phép cộng các con số,
ta có

(A + B)ij = aij + bij = bij + aij = (B + A)ij .

Suy ra A + B = B + A.

Phép nhân ma trận không giao hoán

Ví dụ 1.3.25. Cho hai ma trận vuông

A =
[

−1 0
2 3

]
, B =

[
1 2
0 3

]
.
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Tính AB và BA. Hai ma trận tích này có bằng nhau hay không?

Giải. Ta có
AB =

[
−1 −2
11 4

]
, BA =

[
3 6

−3 0

]
.

Do đó AB ̸= BA.

Với hầu hết các ma trận A và B, ta có AB khác BA. Do đó, khi thực hiện
phép toán nhân trên các ma trận, phải đảm bảo giữ nguyên thứ tự của
các ma trận.

Định nghĩa 1.3.26 (Giao hoán). Ta nói ma trận A giao hoán với
ma trận B nếu

AB = BA.

Ma trận không

Số 0 đóng vai trò đặc biệt đối với phép toán cộng các con số:

a + 0 = a

với mọi số a. Ma trận không đóng vai trò tương tự đối với phép toán cộng
các ma trận.

Định nghĩa 1.3.27 (Ma trận không). Ma trận không cỡ m × n là
ma trận cỡ m × n với tất cả các phần tử đều bằng không

0m×n =


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0


m×n

.

Ta thường ký hiệu ma trận không 0m×n một cách đơn giản là 0.

Mê.nh đề 1.3.28 (Tính chất của ma trận không). Cho A là một ma
trận và c là một vô hướng. Ta có

(a) A + 0 = A = 0 + A



1.3. MA TRẬN VÀ PHÉP TOÁN MA TRẬN 55

(b) A − 0 = A

(c) A − A = A + (−A) = 0
(d) 0A = 0
(e) Nếu cA = 0 thì c = 0 hoặc A = 0.

Số không có các tính chất sau đây đối với phép toán nhân của các số.

� Nếu ab = ac và a ̸= 0 thì b = c.

� Nếu ab = 0 thì a = 0 hoặc b = 0.

Hai ví dụ sau chỉ ra rằng các tính chất này không còn đúng đối với ma
trận không.

Ví dụ 1.3.29. Cho các ma trận

A =
[

0 1
0 2

]
, B =

[
1 1
3 4

]
, C =

[
2 5
3 x

]
.

Tìm x để AB = AC.

Giải. Ta có

AB =
[

0 1
0 2

] [
1 1
3 4

]
=
[

3 4
6 8

]

AC =
[

0 1
0 2

] [
2 5
3 x

]
=
[

3 x
6 2x

]
.

Do đó AB = AC khi và chỉ khi x = 4.

Ví dụ 1.3.30. Cho ma trận

A =
[

0 1
0 2

]
.

Tìm hai ma trận vuông khác không B cỡ 2 × 2 sao cho AB = 0.
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Giải. Đặt B =
[

x11 x12
x21 x22

]
. Khi đó

AB =
[

0 1
0 2

] [
x11 x12
x21 x22

]
=
[

x21 x22
2x21 2x22

]
.

Do đó

AB = 0 ⇔
{

x21 = 0
x22 = = ⇔ B =

[
x11 x12

0 0

]

với x11, x12 là các vô hướng bất kỳ. Như vậy, hai ma trận vuông B cần tìm
là [

−1 1
0 0

]
,

[
7 3
0 0

]
.

Ma trận đơn vị

Số 1 đóng vai trò đặc biệt đối với phép toán nhân các con số:

a1 = a

với mọi số a. Ma trận đơn vị đóng vai trò tương tự đối với phép toán nhân
các ma trận.

Định nghĩa 1.3.31 (Ma trận đơn vị). Ma trận đơn vị cỡ n × n,
kí hiệu In hoặc đơn giản là I, là ma trận vuông cỡ n × n với các
phần tử trên đường chéo chính là 1 còn các phần tử còn lại bằng 0

In =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

 .

Các ma trận đơn vị cỡ 1 × 1, 2 × 2 và 3 × 3 là

[
1
]

,

[
1 0
0 1

]
,

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .
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Ví dụ 1.3.32. Tìm ma trận vuông X cỡ 2 × 2 sao cho AX = A với
mọi ma trận vuông A.

Giải. Giả sử

A =
[

a11 a12
a21 a22

]
, X =

[
x11 x12
x21 x22

]
.

Ta có
AX =

[
a11x11 + a12x21 a11x12 + a12x22
a21x11 + a22x21 a21x12 + a22x22

]
.

Do đó, đẳng thức AX = I trở thành các đẳng thức

a11x11 + a12x21 = a11
a11x12 + a12x22 = a12
a21x11 + a22x21 = a21
a21x12 + a22x22 = a22.

Vì aij là các vô hướng bất kỳ nên

x11 = 1, x12 = 0, x21 = 0, x22 = 1.

Vậy

X =
[
1 0
0 1

]
.

Mê.nh đề 1.3.33 (Tính chất của ma trận đơn vị). Với mọi ma trận
A cỡ m × n, ta có

1. AIn = A.
2. ImA = A.

Ta định nghĩa nghịch đảo của ma trận tương tự như nghịch đảo của số.

Định nghĩa 1.3.34 (Khả nghịch). Ta nói ma trận vuông A là khả
nghịch nếu tồn tại ma trận vuông B cùng cỡ với A thỏa mãn

AB = BA = I.

Ma trận vuông B này được gọi là một nghịch đảo của A.
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Lũy thừa của ma trận

Ta định nghĩa lũy thừa của ma trận vuông giống như lũy thừa của các số.

Định nghĩa 1.3.35 (Lũy thừa của ma trận). Lũy thừa An của một
ma trận vuông A được định nghĩa như sau.

� A0 = I.

� An = AA · · · A︸ ︷︷ ︸
n lần A

nếu n là một số nguyên dương.

� An =
(
A−1)−n nếu n là một số nguyên âm. Trong trường hợp

này, ma trận A cần khả nghịch.

Lũy thừa ma trận có tính chất cơ bản sau giống như lũy thừa các số

ArAs = Ar+s, (Ar)s = Ars

với mọi số nguyên dương r, s.
Tính lũy thừa An với A là một ma trận vuông cỡ lớn và n lớn là một bài
toán khó. Ta sẽ đề cập đến bài toán này nhiều lần trong cuốn sách.

Ví dụ 1.3.36. Cho ma trận vuông

A =
[

1 2
0 3

]
.

Tính A2, A4, A10 và A−10.

Giải.

Vì ta có thể cộng, trừ và nhân các ma trận, nên ta có thể tính giá trị của
một đa thức tại một ma trận vuông tương tự như cách tính giá trị tại một
số.

Định nghĩa 1.3.37 (Đa thức ma trận). Cho đa thức

p (x) = a0 + a1x + a2x2 + · · · + amxm.

Giá trị của p (x) tại một ma trận vuông A là

p (A) = a0I + a1A + a2A2 + · · · + amAm.
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Ví dụ 1.3.38. Tính p(A) với

p (x) = 2 − x + 3x2, A =
[

1 −2
−3 4

]
.

Giải.

Bài tập tổng hợp

1.43 [hint] Cho ma trận A =
[

1 1
1 1

]
.

(a) Tính A2,A3,A4.

(b) Dự đoán công thức của An và chứng minh dự đoán bằng phương
pháp quy nạp.

1.44 [hint] Cho ma trận A =
[

λ 0
1 λ

]
.

(a) Tính A2,A3,A4.

(b) Dự đoán công thức của An và chứng minh dự đoán bằng phương
pháp quy nạp.

1.45 [hint] Cho ma trận A =
[

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

]
.

(a) Tính A2,A3,A4.

(b) Dự đoán công thức của An và chứng minh dự đoán bằng phương
pháp quy nạp.

1.46 [hint] Cho ma trận A =
[

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

]
. Cho v=

[
a
b

]
∈ R2 là

một véctơ khác không.

(a) Chứng minh rằng hai véctơ v và Av có cùng độ dài.
(b) Giả sử 0 ≤ θ ≤ π. Chứng minh rằng góc giữa hai véctơ v và Av

là θ.
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Với mỗi số nguyên dương n,ta định nghĩa căn bậc n của một ma trận
vuông tương tự như định nghĩa căn bậc n của các số. Cụ thể hơn, căn bậc
n của một ma trận vuông A là các ma trận vuông B thỏa mãn Bn = A.

1.47 [hint] Tìm các số a, b sao cho A =
[

a b
−6 −1

]
là một căn bậc hai

của −I.

1.48 [hint] Tìm hai căn bậc hai của ma trận
[

2 2
2 2

]
.

1.49 [hint] Tìm tất cả các căn bậc hai của ma trận
[

25 0
0 7

]
.

1.50 [hint] Có hay không một ma trận vuông cỡ 2 × 2 không có căn bậc
hai ?

1.51 [hint] Tồn tại hay không một ma trận vuông A cỡ 2 × 2 thỏa mãn
A ̸= 0 và A2 = 0 ?

1.52 [hint] Tồn tại hay không một ma trận vuông A cỡ 2 × 2 sao cho
A ̸= 0,A ̸= I và A2 = A?

1.53 [hint] Một sinh viên đã giải phương trình x2 = I trong M2 như sau

x2 = I
(1)⇐=⇒ x2−I = 0 (2)⇐=⇒ (x−I)(x+I) = 0 (1)⇐=⇒ x = I hoặc x = −I.

Lời giải trên đúng hay sai? Nếu nó sai, trong ba biến đổi tương đương
(1), (2) và (3),biến đổi nào sai? Vì sao?

1.54 [hint] Cho A và B là các ma trận vuông cỡ n × n. Chứng minh đẳng
thức

tr(A + B) = tr(A) + tr(B).

1.55 [hint] Cho A và B là các ma trận vuông cỡ n × n. Chứng minh rằng

tr(AB) = tr(BA).
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1.56 [hint] Cho A và B là các ma trận vuông cùng cỡ. Các khẳng định
sau đây về vết của ma trận là đúng hay sai? Vì sao? Nếu khẳng định
sai, hãy bổ sung thêm giả thiết hoặc sửa lại kết luận để nó trở thành
đúng.

a. (AT )T = A.

b. tr(AB) = tr(A)tr(B).
c. (AB)T = AT BT .

d. tr(AT ) = tr(A).
e. tr(kA) = ktr(A),với mọi vô hướng k.

1.57 [hint] Cho A và B là các ma trận đối xứng cỡ n × n. Chứng minh
rằng tích AB đối xứng khi và chỉ khi A giao hoán với B.

1.58 [hint] Cho A và B là hai ma trận vuông cùng cỡ. Chứng minh rằng
A2 −B2 = (A−B)(A+B) khi và chỉ khi A và B giao hoán với nhau.

1.59 [hint] Cho ma trận vuông

A =

 λ 0 0
1 λ 0
0 1 λ

 .

a. Tính A2,A3,A4.

b. Dự đoán công thức của An,n là một số nguyên dương.
c. Chứng minh dự đoán bằng phương pháp quy nạp toán học.

Nếu hai ma trận vuông A và B giao hoán với nhau thì ta có các đẳng thức
sau, tương tự như các đẳng thức quen thuộc trên các số thực,

(A + B)n = An +
(n

1
)
An−1B +

(n
2
)
An−2B + · · · + Bn

(A − B)n = An −
(n

1
)
An−1B +

(n
2
)
An−2B − · · · + (−1)nBn

An − Bn = (A − B)(An−1 + An−2B + · · · + ABn−2 + Bn−1).

Với n lẻ thì

An + Bn = (A + B)(An−1 − An−2B + · · · − ABn−2 + Bn−1).

1.60 [hint] Cho ma trận

A =

 λ 0 0
1 λ 0
0 1 λ

 .
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Ta thấy

A = λ

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


︸ ︷︷ ︸

I

+

 0 0 0
1 0 0
0 1 0


︸ ︷︷ ︸

N

(a) Tính N2, N3.

(b) Tính Nn, n là một số nguyên dương.
(c) Sử dụng phân tích A = λI + N, tính An.

1.61 [hint] Dự đoán công thức của An với

A =



λ 0 0 · · · 0 0
1 λ 0 · · · 0 0
0 1 λ · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · λ 0
0 0 0 · · · 1 λ


∈ Mp×p.
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1.4 Nghịch đảo của ma trận. Thuật toán Gauss-
Jordan

Nghịch đảo của ma trận

Ta định nghĩa nghịch đảo của ma trận tương tự như nghịch đảo của số.

Định nghĩa 1.4.1. Ta nói ma trận vuông A là khả nghịch nếu tồn
tại ma trận vuông B cùng cỡ với A thỏa mãn

AB = BA = I.

Ma trận vuông B này được gọi là một nghịch đảo của A.

Từ định nghĩa ta thấy rằng nếu ma trận A khả nghịch với một nghịch đảo
là B thì ma trận B cũng khả nghịch và một nghịch đảo của nó là A.

Ví dụ 1.4.2. Cho ma trận vuông

A =
[

3 5
1 2

]
.

(a) Tìm ma trận vuông B cỡ 2 × 2 sao cho AB = I.
(b) Tìm ma trận vuông C cỡ 2 × 2 sao cho CA = I.
(c) Ma trận A có khả nghịch hay không?

Giải. (a) Đặt B =
[

x11 x12
x21 x22

]
.Ta có

AB =
[

3 5
1 2

] [
x11 x12
x21 x22

]
=
[

3x11 + 5x21 3x12 + 5x22
x11 + 2x21 x12 + 2x22

]
.

Do đó, đẳng thức AB = I tương đương với hệ phương trình tuyến tính

3x11 + 5x21 = 1
3x12 + 5x22 = 0
x11 + 2x21 = 0
x12 + 2x22 = 1.

Trong bốn phương trình của hệ này:
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� hai phương trình thứ nhất và thứ ba chỉ liên quan đến x11, x21, giải
hệ hai phương trình này, ta nhận được x11 = 2, x21 = −1,

� hai phương trình thứ hai và thứ tư chỉ liên quan đến x12, x22, giải hệ
hai phương trình này ta nhận được x12 = −5, x22 = 3.

Vậy B =
[

2 −5
−1 3

]
.

(b) Đặt C =
[

x11 x12
x21 x22

]
. Giải phương trình CA = I tương tự như trên,

ta được C =
[

2 −5
−1 3

]
.

(c) Từ hai kết quả trên, ta thấy rằng[
2 −5

−1 3

]
A = I =

[
2 −5

−1 3

]
A.

Do đó, ma trận A khả nghịch với nghịch đảo duy nhất của nó là
[

2 −5
−1 3

]
.

Mê.nh đề 1.4.3. Nghịch đảo của một ma trận khả nghịch là duy
nhất.

Chứng minh. Gọi B và C là các nghịch đảo của ma trận khả nghịch A.
Ta cần chứng minh B = C.

Theo định nghĩa của ma trận nghịch đảo, ta có

AB = BA = I, AC = CA = I.

Theo tính chất kết hợp của phép toán nhân ma trận, ta có (BA)C =
B(AC). Mặt khác, ta có

(BA)C = IC = C, B(AC) = BI = B.

Suy ra, B = C. Vậy nghịch đảo của một ma trận khả nghịch là duy
nhất.
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Nghịch đảo của ma trận khả nghịch A được kí hiệu là A−1. Như vậy

AA−1 = A−1A = I.

Các đẳng thức trên cũng cho thấy rằng nghịch đảo của ma trận khả nghịch
A−1 chính là ma trận A: (

A−1
)−1

= A.

Khi nào một ma trận vuông khả nghịch và công thức nghịch đảo của một
ma trận khả nghịch là một bài toán phức tạp, và sẽ được đề cập đến sau.
Theo định nghĩa, ma trận vuông A = [a] cỡ 1 × 1 là khả nghịch khi và chỉ
khi a ̸= 0, hơn nữa, nếu a ̸= 0 thì nghịch đảo của ma trận A là A−1 =

[
1
a

]
.

Mệnh đề sau cho điều kiện cần và đủ để một ma trận vuông cỡ 2 × 2 khả
nghịch, và công thức của ma trận nghịch đảo trong trường hợp ma trận
khả nghịch.

Định lý 1.4.4 (Nghịch đảo của ma trận vuông cỡ 2 × 2). Ma trận
vuông cỡ 2 × 2

A =
[

a b
c d

]
khả nghịch nếu và chỉ nếu det(A) = ad − bc khác không. Trong
trường hợp A khả nghịch, nghịch đảo của ma trận A là

A−1 = 1
det(A)

[
d −b

−c a

]
.

Định thức của ma trận vuông cỡ 2 × 2 đã được học trong chương trình
toán học trung học phổ thông. Khi đó, nó được sử dụng để giải các hệ
phương trình tuyến tính 2 phương trình 2 ẩn.

Ví dụ 1.4.5. Chứng minh rằng ma trận

A =
[

6 1
5 2

]

khả nghịch, và tìm nghịch đảo của A.

Chứng minh. Định thức của ma trận A là

det (A) = (6) (2) − (1) (5) = 7.
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Vì det (A) ̸= 0 nên A khả nghịch. Nghịch đảo của A là

A−1 = 1
7

[
2 −1

−5 6

]
=
[

2
7 −1

7
−5

7
6
7

]
.

Ví dụ 1.4.6. Tìm x sao cho ma trận

A =
[

6 1
5 x

]

không khả nghịch.

Giải. Ma trận A không khả nghịch nếu và chỉ nếu định thức của nó bằng
không. Ta có

det (A) = (6) (x) − (1) (5) = 6x − 5.

Do đó, A không khả nghịch khi và chỉ khi x = 5
6 .

Ví dụ 1.4.7.

(a) Tìm nghịch đảo của ma trận
[

1 2
3 4

]
.

(b) Tìm ma trận A thỏa mãn (3A + I)−1 =
[

1 2
3 4

]
.

Giải. (a)Ma trận
[

1 2
3 4

]
có định thức là (1)(4) − (2)(3) = −2 ̸= 0 nên

ma trận này khả nghịch. Hơn nữa, nghịch đảo của nó là[
1 2
3 4

]−1

= 1
−2

[
4 −2

−3 1

]
=

 −2 1
3
2 −1

2

 .

(b) Ta có

(3A + I)−1 =
[

1 2
3 4

]
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⇔ 3A + I =
[

1 2
3 4

]−1

=

 −2 1
3
2 −1

2


⇔ A = 1

3

 −2 1
3
2 −1

2

−
[

1 0
0 1

]
⇔ A =

 −1 1
31

2 −1
2

 .

Vậy ma trận cần tìm là A =

 −1 1
31

2 −1
2

 .

Ta biết rằng hệ phương trình tuyến tính có thể viết lại thành phương trình
ma trận. Trong trường hợp ma trận hệ số khả nghịch, ta có thể giải phương
trình tuyến tính như sau.

Mê.nh đề 1.4.8. Cho hệ phương trình tuyến tính

Ax = b.

Nếu ma trận hệ số A khả nghịch thì phương trình có nghiệm duy
nhất x = A−1b.

Chứng minh. Với x = A−1b, ta có

Ax = A
(
A−1b

)
= AA−1b = Ib = b.

Do đó, x = A−1b là một nghiệm của phương trình Ax = b.

Để thấy rằng phương trình Ax = b không có nghiệm nào khác, nhân vào
cả hai vế của phương trình này, về phía bên trái, với ma trận A−1, ta được

A−1Ax = A−1b.

Suy ra x = A−1b.

Ví dụ 1.4.9. Giải hệ phương trình

6x1 + x2 = 3
5x1 + 2x2 = −4
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bằng cách nghịch đảo ma trận hệ số.

Giải. Hệ phương trình tuyến tính đã cho tương đương với phương trình[
6 1
5 2

] [
x1
x2

]
=
[

3
−4

]
.

Ma trận hệ số
[

6 1
5 2

]
khả nghịch, với nghịch đảo là

[
2
7 −1

7
−5

7
6
7

]
. Do

đó, phương trình này có nghiệm duy nhất[
x1
x2

]
=
[

6 1
5 2

]−1 [
3

−4

]
=
[

2
7 −1

7
−5

7
6
7

] [
3

−4

]
=
[

10
7

−39
7

]
.

Vậy hệ phương trình tuyến tính đã cho có nghiệm duy nhất (x1, x2) =(
10
7 , −39

7

)
.

Mê.nh đề 1.4.10. Nếu hai ma trận vuông cũng cỡ A và B khả nghịch
thì tích AB cũng khả nghịch và

(AB)−1 = B−1A−1.

Giải. Để chứng minh AB khả nghịch và (AB)−1 = B−1A−1 ta cần chỉ ra
rằng

(AB)
(
B−1A−1

)
= I.

Ta có
(AB)

(
B−1A−1

)
= A

(
BB−1

)
A−1AA−1 = I.

Bài tập

1.62 [hint] Tìm ma trận A.

(a)
(
2AT − I

)−1
=
[

5 2
−3 −1

]

(b)
(

1
2A +

[
3 6
1 7

])−1

=
[

−1 4
2 5

]
.
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1.63 [hint] Tìm 8 căn bậc hai của ma trận đơn vị I ∈ M3×3.

1.64 [hint] Cho A là một ma trận vuông thỏa mãn 2A3−A+I = 0. Chứng
minh A khả nghịch.

1.65 [hint] Cho A là một ma trận vuông. Giả sử f(A) = 0 trong đó f(x)
là một đa thức hệ số thực với hệ số tự do khác không. Chứng minh
rằng A khả nghịch.

1.66 [hint] Tồn tại hay không ma trận A thỏa mãn A ̸= I và A3 = I?

1.67 [hint] Giả sử AB = AC trong đó ma trận A khả nghịch. Chứng minh
rằng B = C.

1.68 [hint] Cho ma trận A =
[

1 2
2 4

]
.

a. Tìm các ma trận vuông M sao cho AM = 0.
b. Tìm hai ma trận B, C khác nhau sao cho AB = AC.

Ma trận vuông A được gọi là lũy đẳng nếu A2 = A.

1.69 [hint] Cho A là một ma trận lũy đẳng. Chứng minh các khẳng định
sau.

(a) I − A là lũy đẳng.
(b) 2A − I khả nghịch, với nghịch đảo chính 2A − I.

Một ma trận vuông A được gọi là lũy linh nếu Ap = 0 với một số nguyên
dương p nào đó.

1.70 [hint] Cho A là một ma trận lũy linh. Chứng minh rằng I − A khả
nghịch.

Ma trận sơ cấp

Trong mục 1.1, chúng ta đã định nghĩa ba phép biến đổi sơ cấp trên các
hàng của một ma trận:

1. Nhân một hàng với một hằng số khác không.
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2. Đổi chỗ hai hàng.
3. Cộng một bội của một hàng vào một hàng khác.

Các phép biến đổi sơ cấp trên hàng của ma trận tương ứng với các phép
biến đổi tương đương trên các phương trình của hệ phương trình tuyến
tính. Biến đổi tương đương có tính chất hai chiều: ta có thể tiến hành biến
đổi ngược lại. Do đó, các phép biến đổi sơ cấp trên các hàng của ma trận
cũng có thể biến đổi ngược lại.
Cụ thể hơn, nếu ma trận B thu được từ ma trận A sau khi thực hiện một
trong các phép biến đổi sơ cấp trên hàng thì ma trận A sẽ thu được từ B
sau khi ta thực hiện phép biến đổi sơ cấp trên hàng ngược lại tương ứng.

� Nếu A
cHi→Hi−−−−−→ B thì B

1
c

Hi→Hi−−−−−−→ A.

� Nếu A
Hi↔Hj−−−−−→ B thì B

Hi↔Hj−−−−−→ A.

� Nếu A
cHi+Hj→Hj−−−−−−−−→ B thì B

−cHi+Hj→Hj−−−−−−−−−→ A.

Tổng quát hơn, nếu B thu được từ A sau khi thực hiện một dãy các phép
biến đổi sơ cấp trên hàng thì ta có thể thực hiện dãy các phép biến đổi sơ
cấp trên hàng ngược lại để biến đổi B trở về A.

Định nghĩa 1.4.11. Ta nói ma trận A tương đương hàng với ma
trận B nếu B có thể thu được từ A sau một dãy các phép biến đổi
sơ cấp trên hàng.

Từ phân tích trước định nghĩa: nếu A tương đương hàng với B thì B cũng
tương đương hàng với A.

Định nghĩa 1.4.12. Một ma trận E được gọi là ma trận sơ cấp
nếu E thu được từ một ma trận đơn vị sau khi thực hiện đúng một
phép biến đổi sơ cấp trên hàng.

Ví dụ 1.4.13. Một số ví dụ về ma trận sơ cấp là

[
1 0
0 −3

]
,


1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0

 ,

1 0 3
0 1 0
0 0 1

 ,

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .
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Cụ thể hơn:

� Ma trận đầu tiên thu được từ ma trận đơn vị I2 sau khi nhân
hàng 2 với −3.

� Ma trận thứ hai thu được từ ma trận đơn vị I4 sau khi đổi
chỗ hàng 2 và hàng 4.

� Ma trận thứ ba thu được từ ma trận đơn vị I3 sau khi cộng 3
lần hàng 3 và hàng 1.

� Ma trận thứ tư thu được từ ma trận I3 sau khi nhân hàng 1
với 1.

Kết quả sau giải thích mối liên hệ giữa ma trận sơ cấp, phép biến đổi sơ
cấp và phép nhân ma trận.

Định lý 1.4.14. Nếu ma trận sơ cấp E thu được từ một ma trận
đơn vị Im sau khi thực hiện một phép biến đổi sơ cấp trên hàng thì
tích EA là kết quả khi thực hiện cùng phép biến đổi sơ cấp trên hàng
này trên các hàng của ma trận A.

� Nếu I
cHi→Hi−−−−−→ E thì A

cHi→Hi−−−−−→ EA.

� Nếu I
Hi↔Hj−−−−−→ E thì A

Hi↔Hj−−−−−→ EA.

� Nếu I
cHi+Hj→Hj−−−−−−−−→ E thì A

cHi+Hj→Hj−−−−−−−−→ EA.

Ví dụ 1.4.15. Xét ma trận A và ma trận sơ cấp E

A =

 1 0 2 3
2 −1 3 6
1 4 4 0

 , E =

1 0 0
0 1 0
3 0 1

 .

Tích EA là

EA =

 1 0 2 3
2 −1 3 6
4 4 10 9

 .

Ta thấy rằng

I3
3H1+H3→H3−−−−−−−−→ E, A

3H1+H3→H3−−−−−−−−→ EA.
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Ví dụ 1.4.16. Cho ma trận

A =

 3 4 1
2 −7 −1
8 1 5

 , B =

 8 1 5
2 −7 −1
3 4 1

 , C =

 3 4 1
2 −7 −1
2 −7 3

 ,

D =

 8 1 5
−6 21 3

3 4 1

 , F =

 8 1 5
8 1 1
3 4 1

 .

Tìm ma trận sơ cấp E thỏa mãn

(a) EA = B

(b) EA = C

(c) EB = D

(d) EF = B.

Giải. (a) Ta thấy B là kết quả khi ta đổi chỗ hàng 1 và hàng 3 của A.
Do đó, để nhận được E, ta đổi chỗ hàng 1 và hàng 3 của ma trận
đơn vị,

E =

 0 0 1
0 1 0
1 0 0

 .

(b) Để có B từ A, ta lấy (−2) lần hàng 1 cộng vào hàng 3. Do đó, ta lấy
(−2) lần hàng 1 của I cộng vào hàng 3 của nó để nhận được ma trận
sơ cấp E

E =

 1 0 0
0 1 0

−2 0 1

 .

(c) E =

 1 0 0
0 −3 0
0 0 1

 .

(d) E =

 1 0 0
0 1 2
0 0 1

 .
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Mê.nh đề 1.4.17. Mọi ma trận sơ cấp đều khả nghịch và nghịch đảo
của nó cũng là một ma trận sơ cấp.

Chứng minh. Cho E là một ma trận sơ cấp. Theo định nghĩa, E thu được
từ I sau một phép biến đổi sơ cấp trên hàng.

Gọi E′ là ma trận thu được từ I sau khi thực hiện phép biến đổi sơ cấp
trên hàng ngược lại. Khi đó

EE′ = I, E′E = I.

Như vậy, ma trận sơ cấp E khả nghịch và nghịch đảo của là ma trận sơ
cấp E′.

Định lý 1.4.18. Cho A là một ma trận vuông cỡ n. Các khẳng định
sau đây tương đương với nhau.

(a) Ma trận A khả nghịch.
(b) Phương trình Ax = 0 chỉ có nghiệm tầm thường x = 0.
(c) Dạng bậc thang rút gọn của ma trận A là ma trận đơn vị In.
(d) Ma trận A có thể viết thành tích của các ma trận sơ cấp.

Ba kiểu ma trận sơ cấp ứng với ba kiểu biến đổi hàng sơ cấp Tij , Di(a),
Lij(b) trong đó

I
Hi↔Hj−−−−−→ Tij , I

aHi→Hi−−−−−→ Di(a), I
bHj+Hi→Hi−−−−−−−−→ Lij(b),

với i ̸= j, a ̸= 0. Các ma trận sơ cấp đều khả nghịch với nghịch đảo là một
ma trận sơ cấp cùng kiểu:

T −1
ij = Tij , [Di(a)]−1 = Di

(1
a

)
, [Lij(b)]−1 = Lij(−b).

Ta có

A
Hi↔Hj−−−−−→ TijA, A

aHi→Hi−−−−−→ Di(a)A, A
bHj+Hi→Hi−−−−−−−−→ Lij(b)A.
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Ví dụ 1.4.19. Viết ma trận sau thành tích các ma trận sơ cấp

A =

 1 2 3
2 5 3
1 0 11

 .

Giải. Khử Gauss-Jordan ma trận A

 1 2 3
2 5 3
1 0 11


→

 1 2 3
0 1 −3
0 −2 8

 (
−2H1 + H2 → H2
−H1 + H3 → H3

)

→

 1 0 9
0 1 −3
0 0 2

 (
−2H2 + H1 → H1
2H2 + H3 → H3

)

→

 1 0 9
0 1 −3
0 0 1

 (
1
2H3 → H3

)

→

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 (
3H3 + H2 → H2
−9H3 + H1 → H1

)

Do đó

L1,3(−9)L2,3(3)D3

(1
2

)
L3,2(2)L1,2(−2)L3,1(−1)L2,1(−2)A = I.

Suy ra

A = [L2,1(−2)]−1 [L3,1(−1)]−1 [L1,2(−2)]−1 [L3,2(2)]−1[
D3
(

1
2

)]−1
[L2,3(3)]−1 [L1,3(−9)]−1

= L2,1(2)L3,1(1)L1,2(2)L3,2(−2)D3(2)L2,3(−3)L1,3(9).

Ta nhận được phân tích của ma trận A thành tích các ma trận sơ cấp.
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Bài tập

1.71 [hint] Tìm điều kiện đối với các tham số a, b, c để ma trận

A =

 1 0 0
0 1 0
a b c


là một ma trận sơ cấp.

1.72 [hint] Viết ma trận sau và nghịch đảo của chúng thành tích các ma
trận sơ cấp.

(a)
[

3 1
2 2

]

(b)

 0 1 1
1 1 0
1 1 1



Thuật toán Gauss-Jordan

Mê.nh đề 1.4.20. Cho A là một ma trận khả nghịch cỡ n × n. Khi
đó, dãy biến đổi sơ cấp trên hàng đưa ma trận A về ma trận đơn vị
In sẽ đưa ma trận đơn vị In về ma trận nghịch đảo A−1.

Chứng minh. Giả sử

A
E1−→ ∗ E2−→ ∗ E3−→ · · · Ek−−→ In

là dãy các phép biến đổi sơ cấp trên hàng đưa ma trận A về ma trận đơn
vị In. Khi đó

In = Ek · · · E3E2E1A.

Suy ra
A−1 = Ek · · · E3E2E1In.

Do đó

In
E1−→ ∗ E2−→ ∗ E3−→ · · · Ek−−→ A−1.

Ta có được điều phải chứng minh.
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Từ kết quả này, ta thấy rằng để tìm nghịch đảo của một ma trận khả
nghịch A cỡ n × n, ta sẽ biến đổi sơ cấp trên các hàng của đồng thời hai
ma trận A và I. Cụ thể hơn, ta có mệnh đề sau.

Mê.nh đề 1.4.21. Cho A là một ma trận khả nghịch cỡ n × n. Khi
đó, dạng bậc thang rút gọn của ma trận[

A In

]
là ma trận [

In A−1
]

Thuật toán Gauss-Jordan tìm nghịch đảo ma trận

Cho ma trận vuông A cỡ n × n. Để tìm ma trận nghịch đảo A−1,
ta tiến hành như sau.

1. Thành lập ma trận cỡ n × (2n)[
A In

]
.

2. Sử dụng các phép biến đổi sơ cấp trên hàng biến đổi ma trận
này về dạng bậc thang rút gọn.

� Nếu nửa bên trái của ma trận bậc thang rút gọn là ma
trận đơn vị In, thì nửa bên phải của nó chính là ma trận
nghịch đảo A−1. Trong trường hợp này, dạng bậc thang
rút gọn là [

In A−1
]

.

� Nếu nửa bên trái của ma trận bậc thang rút gọn không
phải ma trận đơn vị thì ma trận A không khả nghịch.

Ví dụ 1.4.22. Sử dụng thuật toán Gauss-Jordan, tìm nghịch đảo
của ma trận

A =

1 2 3
2 5 3
1 0 8

 .

Chứng minh. Để tìm ma trận nghịch đảo A−1 của ma trận A, ta khử
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Gauss-Jordan ma trận
[

A I3
]
:

[
A I3

]
=

 1 2 3 1 0 0
2 5 3 0 1 0
1 0 8 0 0 1


→

 1 2 3 1 0 0
0 1 −3 −2 1 0
0 −2 5 −1 0 1

 (
−2H1 + H2 → H2
−H1 + H3 → H3

)

→

 1 2 3 1 0 0
0 1 −3 −2 1 0
0 0 −1 −5 2 1

 (
2H2 + H3 → H3

)

→

 1 2 3 1 0 0
0 1 −3 −2 1 0
0 0 1 5 −2 −1

 (
−H3 → H3

)

→

 1 2 0 −14 6 3
0 1 0 13 −5 −3
0 0 1 5 −2 −1

 (
3H3 + H2 → H2

−3H3 + H1 → H1

)

→

 1 0 0 −40 16 9
0 1 0 13 −5 −3
0 0 1 5 −2 −1

 (
−2H2 + H1 → H1

)

Do đó, ma trận A khả nghịch với nghịch đảo của ma trận A là

A−1 =

 −40 16 9
13 −5 −3
5 −2 −1

 .

Ví dụ 1.4.23. Sử dụng thuật toán Gauss-Jordan, tìm nghịch đảo
của ma trận

A =

 1 6 4
2 4 −1

−1 2 5

 .

Chứng minh. Để tìm nghịch đảo của ma trận A, ta khử Gauss-Jordan
ma trận

[
A I3

]
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[
A I3

]
=

 1 6 4 1 0 0
2 4 −1 0 1 0

−1 2 5 0 0 1


→

 1 6 4 1 0 0
0 −8 −9 −2 1 0
0 8 9 1 0 1


→

 1 6 4 1 0 0
0 −8 −9 −2 1 0
0 0 0 −1 1 1



Vì nửa bên trái của ma trận cuối cùng có một hàng gồm toàn không nên
ta không, nửa bên trái của dạng bậc thang rút gọn của ma trận

[
A I3

]
không thể là ma trận đơn vị I3. Do đó, ma trận A không khả nghịch.

Ví dụ 1.4.24. Tìm nghịch đảo của ma trận

A =

 0 1 8
5 2 3
2 1 3


sử dụng phương pháp khử Gauss-Jordan.

Giải. Khử Gauss-Jordan ma trận [A | I]

[A | I] =

 0 1 8
5 2 3
2 1 3

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1


→

 2 1 3
5 2 3
0 1 8

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1
0 1 0
1 0 0


→

 2 1 3
0 1 9
0 1 8

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1
0 −2 5
1 0 0


→

 2 0 −6
0 1 9
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
0 2 −4
0 −2 5

−1 −2 5



Đến đây, ta thấy rằng ma trận A khả nghịch. Để biết nghịch đảo của A,
ta tiếp tục thuật toán Gauss-Jordan
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0 1 9
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
0 2 −4
0 −2 5

−1 −2 5


→

 2 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
−6 −10 26

9 16 −40
−1 −2 5


→

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
−3 −5 13

9 16 −40
−1 −2 5

 .

Do đó, ma trận A khả nghịch với nghịch đảo là

A−1 =

 −3 −5 13
9 16 −40

−1 −2 5

 .

Bài tập

1.73 [hint] Sử dụng thuật toán Gauss-Jordan, tìm nghịch đảo của các ma
trận sau.

(a)

 2 1 4
−1 −4 3
−4 −5 2



(b)


1 1 0 0
0 0 2 0
0 0 3 −1
2 −3 5 1


1.74 [hint] Sử dụng thuật toán Gauss-Jordan, tìm nghịch đảo của các ma

trận sau.

(a)


1
5

1
5

1
101

5
1
5 −2

51
5 −4

5
1
10


(b)


√

2 −4
√

2 0
3
√

2
√

2 0
0 0 5


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1.75 [hint] Cho k, k1, k2, k3 là các số thực khác không. Tìm nghịch đảo
của các ma trận sau

(a)

 0 0 k1
0 k2 0
k3 0 0

.

(b)

 k 0 0
1 k 0
0 1 k

.

1.76 [hint] Tìm a để ma trận

A =

 1 3 4
2 a −1

−1 1 5


không khả nghịch.

1.77 [hint] Tìm c để ma trận khả nghịch.

(a)

 c c c
1 c c
1 1 c

.

(b)

 c 1 0
1 c 1
0 1 c

.

Bài tập tổng hợp

1.78 [hint] Sử dụng thuật toán Gauss-Jordan, tìm nghịch đảo của các ma
trận sau.

(a)

 −1 3 0
−1 3 −1
−3 1 −3


(b)

 1 −2 1
−1 0 3

2 3 −1


(c)

 1 2 3
2 −1 2
0 −2 −2


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(d)

 −1 1 3
3 −3 −2
0 1 0


(e)

 1 −1 −2
−3 −2 −1

3 −2 3


1.79 [hint] Sử dụng thuật toán Gauss-Jordan, tìm nghịch đảo của các ma

trận sau.

(a)


−1 −1 1 −1
−1 0 0 −1
−1 0 0 0
−1 1 1 1

 .

(b)


1 1 0 −1
0 −1 0 0
1 1 −2 0
1 −1 −1 0

 .

(c)


1 1 0 −1
1 −1 −1 0
2 1 0 −1

−1 0 −1 1

 .

(d)


0 −1 0 −1
1 −1 1 1
0 0 1 −1

−1 1 1 1

 .

(e)


1 1 0 0
1 0 −1 0

−1 1 −2 0
0 1 −1 3

 .

1.80 [hint] Cho k1, k2, k3, k4 là các số thực khác không. Tìm nghịch đảo
của các ma trận

(a)
[

0 k1
k2 0

]
.

(b)


0 0 0 k1
0 0 k2 0
0 k3 0 0
k3 0 0 0

.
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1.81 [hint] Cho k1, k2, ..., kn là các số thực khác không. Cho ma trận

A =


0 · · · 0 k1
0 · · · k2 0
... . .

. ...
...

kn 0 0 0

 .

(a) Dự đoán công thức của ma trận nghịch đảo A−1.
(b) Chứng minh dự đoán trên.

1.82 [hint] Cho k là một số thực khác không. Tìm nghịch đảo của các ma
trận

(a)
[
k 0
1 k

]

(b)


k 0 0 0
1 k 0 0
0 1 k 0
0 0 1 k


1.83 [hint] Cho k là một số thực khác không. Cho ma trận

A =



k 0 0 · · · 0 0
1 k 0 · · · 0 0
0 1 k · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · k 0
0 0 0 · · · 1 k


(a) Dự đoán công thức của A−1.
(b) Chứng minh công thức dự đoán trên.

1.84 [hint] Cho ma trận

A =

 0 1 1
1 0 1
1 1 0


Hãy tìm A−1 bằng cách khử Gauss-Jordan ma trận [A | I] theo hướng
dẫn sau
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[A | I]
→ B

(
H1 + H2 + H3 → H1

)
→ C

(
H1 − 2H2 → H2
H1 − 2H3 → H3

)
→ D

(
H1 − H2 − H3 → H1

)
→

[
I | A−1] (

1
2Hi → Hi

)

1.85 [hint] Tìm nghịch đảo của các ma trận sau

(a)
[

0 1
1 0

]

(b)


0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0



1.86 [hint] Cho ma trận vuông cỡ n × n

A =



0 1 1 · · · 1 1
1 0 1 · · · 1 1
1 1 0 · · · 1 1
...

...
...

. . .
...

...
1 1 1 · · · 0 1
1 1 1 · · · 1 0


(a) Dự đoán công thức của ma trận A−1.

(b) Chứng minh dự đoán trên.

1.87 [hint] Bài tập này đưa ra một cách tính ma trận nghịch đảo A−1 của
ma trận A ∈ Mn×n trong bài tập trên. Cách tiếp cận này chỉ ra trực
tiếp nghịch đảo của ma trận A như là một đa thức của A, không sử
dụng thuật toán Gauss-Jordan. Đặt J = A + I.

(a) Chứng minh J2 = nJ .
(b) Chứng minh A2 + (2 − n)A + (1 − n)I = 0 .
(c) Tìm A−1.
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Ôn tập Chương 1

1.88 [hint] Cho ma trận

A =

 2 −4 2 1 6
−4 0 4 3 −1

0 1 −1 −1 3


(a) Khử Gauss ma trận A.
(b) Khử Gauss-Jordan ma trận A.

1.89 [hint] Sử dụng kết quả của bài tập trên, giải các hệ phương trình
tuyến tính sau

(a)
2x1 − 4x2 + 2x3 + x4 = 6

−4x1 + 4x3 + 3x4 = −1
x2 − x3 − x4 = 3

(b)
2x1 − 4x2 + 2x3 = 1

−4x1 + 4x3 = 3
x2 − x3 = −1

(c)
2x1 − 4x2 = 2

−4x1 = 4
x2 = −1

(d)
2x1 − 4x2 + x3 = 6

−4x1 + 3x3 = −1
x2 − x3 = 3

1.90 [hint] Tìm các nghiệm nguyên dương của hệ phương trình

x + y + 2z = 8
−x + 2y + z = 7

1.91 [hint] Giải biện luận theo các tham số a và b hệ phương trình tuyến
tính có ma trận hệ số mở rộng là

A =

 a b 0 2
0 2 a b
a 4 a 4


1.92 [hint] Tìm các ma trận K thỏa mãn AKB = C trong đó

A =

 1 4
−2 3

1 −2

 , B =
[

0 1 −1
2 0 0

]
, C =

 36 13 −13
16 7 −7

−12 −5 5


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1.93 [hint] Giải các phương trình ma trận sau

(a)

 −1 0 1
1 1 0
3 1 −1

X =

 1 −3
2 1
0 5


(b) X

[
−1 1 2

0 3 1

]
=
[

−5 −1 0
6 −3 7

]

1.94 [hint] Giải phương trình ma trận

X

[
1 4
2 0

]
−
[

3 1
−1 2

]
X =

[
2 3
9 4

]

1.95 [hint] Cho A và B là các ma trận vuông cỡ n × n. Giả sử A khả
nghịch. Chứng minh rằng A + B khả nghịch khi và chỉ khi I + BA−1

khả nghịch.

1.96 [hint] Tìm các hằng số thực a, b, c, d sao cho

4x3 − 22x2 + 26x − 18
(x − 3)2(x2 + 1) = a

x − 3 + b

(x − 3)2 + cx + d

x2 + 1 .

1.97 [hint] Tìm đa thức g(x) ∈ P3 sao cho

g(−1) = −5, g(0) = 3, g(2) = 1, g(3) = 15.

1.98 [hint] Tìm các số thực a, b, c sao cho hàm f(x) = aex + be−3x + cxe2x

thỏa mãn
f(0) = 3, f

′(0) = −6, f
′′(0) = −9.
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1.99 [hint] Cho các ma trận A, B cỡ n × n. Giả sử B khả nghịch. Chứng
minh rằng A giao hoán với B khi và chỉ khi A giao hoán với B−1.

B−1(AB)B−1 = B−1(BA)B−1

Rút gọn 2 vế ta được B−1A = AB−1. Vậy ta đã chứng minh được
khẳng định (⇒). Khẳng định (⇐) được chứng minh tương tự.

1.100 [hint] Giả sử ma trận vuông A thỏa mãn

A3 − 2A2 + 3A + 5I = 0.

Chứng minh ma trận A khả nghịch và biểu thị A−1 như một đa thức
của A.

Gợi ý Giải bài tập Chương 1

1.5. Một điểm (x0, y0) thuộc đồ thị hàm số y = f(x) khi và chỉ khi tọa độ
(x0, y0) thỏa mãn phương trình y = f(x), tức là

f(x0) = y0.

1.11. Xác định tập hợp các vị trí dẫn đầu các hàng của các ma trận bậc
thang cỡ 3 × 3. Với mỗi tập hợp này, ta có một dạng ma trận bậc thang
và một dạng ma trận bậc thang rút gọn.

1.20. Thực hiện biến đổi một cách thích hợp để hệ phương trình đã cho
trở thành một hệ phương trình tuyến tính.

1.2. Phương trình tổng quát của parabol là y = ax2 + bx + c. Từ giả thiết,
tạo ra một hệ phương trình tuyến tính với các ẩn là a, b và c. Gọi phương
trình của parabol là y = ax2 + bx + c. Theo hình vẽ, parabol đi qua ba
điểm (−2, 2), (0, 4) và (1, −1). Do đó, ta có hệ phương trình tuyến tính

4a − 2b + c = 2
c = 4

a + b + c = −1
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Hệ này có nghiệm duy nhất a = −2, b = −3, c = 4. Vậy phương trình của
parabol đã cho là y = −2x2 − 3x + 4.

1.2. Phương trình tổng quát của đường tròn là

x2 + y2 + ax + by + c = 0

Để xác định phương trình đường tròn, ta cần tìm ba tham số a, b và c. Từ
dữ kiện của đề bài, ta sẽ thiết lập được hệ phương trình để giải a, b, c. Gọi
phương trình đường tròn đi qua 3 điểm (4, −3), (−2, 7) và (−4, 5) là

x2 + y2 + ax + by + c = 0.

Thay tọa độ ba điểm này vào phương trình đường tròn, ta được hệ phương
trình tuyến tính

4a − 3b + c = −25
−2a + 7b + c = −53
−4a + 5b + c = −41

Hệ này có nghiệm duy nhất a = −2, b = −4, c = −29. Vậy phương trình
đường tròn cần tìm là x2 + y2 − 2x − 4y − 29 = 0.

1.31. Viết vế phải thành một phân thức sau đó so sánh với vế trái.

1.48. Chỉ cần tìm căn bậc hai có dạng đặc biệt.

1.49. Các ma trận căn bậc hai cần tìm đều là các ma trận vuông cỡ 2 × 2:

A =
[

a b
c d

]
. Tính A2 rồi giải phương trình A2 =

[
25 0
0 7

]
.

1.50. Xét các ma trận có dạng đặc biệt chẳng hạn, ma trận chéo. Sử dụng
lời giải của bài tập trên.

1.51. Tìm A trong số các ma trận có hầu hết phần tử bằng không.

1.52. Tìm kiếm A trong một lớp ma trận đơn giản nhất nào đó, ví dụ ma
trận chéo, ma trận tam giác.
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1.57. A đối xứng khi và chỉ khi AT = A. Sử dụng các tính chất của phép
toán chuyển vị.

1.58. Sử dụng tính chất phân phối của phép nhân đối với phép cộng cho
(A − B)(A + B).

1.64. Chỉ ra tường minh một ma trận B để AB = I.

1.65. Làm tương tự bài tập trên, chỉ ra tường minh một ma trận B để
AB = I. Giả sử f(x) = a0 + a1x + ... + apxp.Theo giả thiết a0 ̸= 0. Giống
như bài tập, từ đẳng thức f(A) = 0, ta sẽ tạo ra một ma trận B sao cho
AB = I. Ta có

f(A) = 0
⇒ a0 + a1A + ... + apAp = 0
⇒ a1A + · · · + apAp = −a0I
⇒ A

(
a1I + · · · + apAp−1) = −a0I

⇒ A

(
−a1

a0
I − · · · − ap

a0
Ap−1

)
= I.

Do đó, A khả nghịch với A−1 = −a1
a0

I − · · · − ap

a0
Ap−1.

1.66. Tìm ma trận A trong các kiểu ma trận mà ta đã biết cách tính lũy
thừa như ma trận chéo hoặc các ma trận có dạng[

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

]
,

[
λ 0
1 λ

]
.

1.67. Nhân hai vế của đẳng thức đã cho với A−1 một cách thích hợp.

1.68. M =
[

a b
c d

]
.

1.70. Nghịch đảo của I − A là một tổng của có dạng I + A + ... + Ak.
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1.76. Một ma trận A là khả nghịch khi và chỉ khi ma trận bậc thang không
có hàng nào gồm toàn phần tử không.

1.80. Sử dụng phương pháp khử Gauss-Jordan tương tự như đối với trường
hợp ma trận cùng kiểu cỡ 3 × 3.

1.89. Ma trận hệ số mở rộng của các hệ phương trình tuyến tính này đều
là ma trận con bao gồm một số cột của ma trận A trong bài tập trên. Do
vậy, ta có dạng bậc thang của các ma trận hệ số mở rộng này từ kết quả
trong bài trên.

1.92. Ma trận K có cỡ 2×2, K =
[

a b
c d

]
. Biến đổi tương đương phương

trình ma trận đã cho thành một hệ phương trình tuyến tính.

1.94. Xác định cỡ của ma trận X, rồi biến đổi phương trình ma trận trên
thành hệ phương trình tuyến tính.





2
Định thức

Trong chương này, chúng ta sẽ định nghĩa định thức của một ma trận
vuông. Định thức là một đặc trưng quan trọng của ma trận. Một ma trận
A khả nghịch khi và chỉ khi định thức của nó khác không. Sử dụng định
thức, ta xây dựng được công thức nghịch đảo của một ma trận khả nghịch,
và công thức nghiệm Cramer của các hệ phương trình tuyến tính có nghiệm
duy nhất.

2.1 Khai triển Laplace của định thức

Trong chương 1, ta đã cho điều kiện cần và đủ để một ma trận vuông cỡ
2 × 2 khả nghịch sử dụng định thức của ma trận, và cho công thức của ma
trận nghịch đảo sử dụng định thức. Ngoài ra, hệ phương trình tuyến tính
cỡ 2 × 2 trong trường hợp có nghiệm duy nhất cũng giải được bằng cách
sử dụng định thức. Trong mục này, chúng ta sẽ tổng quát hóa khái niệm
định thức, và trong các mục sau, ta sẽ cho phiên bản tổng quát của các
kết quả đã biết trong trường hợp ma trận cỡ 2 × 2 này.
Nhắc lại công thức định thức của một ma trận vuông cỡ 2 × 2: định thức
của ma trận

A =
[
a11 a12
a21 a22

]
là

det(A) =
∣∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21.
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Ta định nghĩa định thức của một ma trận vuông cỡ 1 × 1 như sau

det [a11] = a11.

Sử dụng định thức của ma trận vuông cỡ 1 × 1, định thức của ma trận
vuông cỡ 2 × 2 có thể viết lại là

det
[
a11 a12
a21 a22

]
= a11 det [a22] + a12 (− det [a21]) .

Như vậy, det
[
a11 a12
a21 a22

]
là một tổng của hai số hạng, mỗi số hạng liên

quan đến một phần tử ở hàng 1 của ma trận với một định thức con của
ma trận A nhận được sau khi ta xóa bỏ hàng và cột chứa phần tử này.

Điều này gợi ý ta cách định nghĩa của định thức cỡ bất kỳ một cách quy
nạp.

Định nghĩa 2.1.1. Cho A là một ma trận vuông.

� Định thức con Mij của A ứng với vị trí (i, j), là định thức
của ma trận con của A nhận được sau khi xóa bỏ hàng i và
cột j.

� Phần phụ đại số Cij của A ứng với vị trí (i, j), là
(−1)i+jMij .

Ví dụ 2.1.2. Cho ma trận

A =

 3 1 −4
2 5 6
1 4 8


Tính định thức con và và phần bù đại số ứng với vị trí (2, 3).

Chứng minh. Định thức con ứng với vị trí (2, 3), theo định nghĩa, là định
thức của ma trận con của ma trận A thu được sau khi bỏ đi hàng 2 và cột
3:

M23 =
∣∣∣∣∣ 3 1

1 4

∣∣∣∣∣ = 11.
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Phần bù đại số ứng với vị trí (2, 3) là

C23 = (−1)2+3M23 = −11.

Ví dụ 2.1.3. Cho

A =

 1 −2 −3
6 7 4
3 1 1

 .

(a) Tìm M13 và C13.
(b) Tìm M21 và C21.

Giải. (a) Ta có

M13 =
∣∣∣∣∣ 6 7

3 1

∣∣∣∣∣− 15,

và
C13 = (−1)1+3M13 = −15.

(b) Ta có

M21 =
∣∣∣∣∣ −2 −3

1 1

∣∣∣∣∣ = 1

và
C21 = (−1)2+1M21 − 1.

Định thức của ma trận vuông cỡ 2 × 2 có thể viết lại sử dụng khái niệm
phần bù đại số như trong ví dụ sau.

Ví dụ 2.1.4. Cho ma trận vuông cỡ 2 × 2

A =
[
a11 a12
a21 a22

]
.

Chứng minh rằng

det(A) = a11C11 + a12C12.
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Chứng minh. Ta thấy

C11 = (−1)1+1 det [a22] = a22, C12 = (−1)1+2 det [a21] = −a21.

Do đó
a11C11 + a12C12 = a11a22 + a12 (−a21) = det(A).

Sử dụng khái niệm phần phụ đại số, ta định nghĩa định thức của một ma
trận vuông một cách quy nạp.

Định nghĩa 2.1.5. Định thức của một ma trận vuông A = [aij ]n×n
cỡ n × n, kí hiệu det(A) hoặc |A|, được định nghĩa thông qua các
định thức cỡ (n − 1) × (n − 1) bởi công thức

det (A) = a11C11 + a12C12 + · · · + a1nC1n.

Định nghĩa này là cách tính định thức của một ma trận vuông bằng cách
khai triển phần phụ đại số, hoặc khai triển Laplace, theo hàng đầu
tiên. Với ma trận vuông cỡ 2 × 2, ví dụ sau chỉ ra rằng ta có thể tính định
thức bằng cách khai triển theo một hàng hoặc một cột bất kỳ của ma trận
này.

Ví dụ 2.1.6. Cho ma trận vuông cỡ 2 × 2

A =
[
a11 a12
a21 a22

]
.

Chứng minh rằng

det(A) = a11C11 + a12C12 (Khai triển theo hàng 1)
= a21C21 + a22C22 (Khai triển theo hàng 2)
= a11C11 + a21C21 (Khai triển theo cột 1)
= a12C12 + a22C22 (Khai triển theo cột 2).

Chứng minh. Đẳng thức đầu tiên đã được thiết lập trong ví dụ trên. Các
đẳng thức sau cũng được chứng minh tương tự.

Thật vậy, các phần phụ đại số của ma trận A là

C11 = a22, C12 = −a21, C21 = −a12, C22 = a11.
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Do đó
a21C21 + a22C22 = a21 (−a12) + a22a11 = det(A).

Tương tự, ta cũng có

a11C11 + a21C21 = a11a22 + a21 (−a12) = det(A)

và
a12C12 + a22C22 = a12 (−a21) + a22C22 = det(A).

Định lý quan trọng sau đây nói rằng để tính định thức của một ma trận
vuông bất kỳ, ta có thể khai triển Laplace theo một hàng hoặc một cột
bất kỳ của ma trận.

Định lý 2.1.7. Cho A = [aij ]n×n là một ma trận vuông cỡ n × n.
Khi đó với mọi 1 ≤ i, j ≤ n, ta có thể tính định thức det (A) bằng
cách khai triển theo hàng i

det(A) = ai1Ci1 + ai2Ci2 + · · · + ainCin

hoặc khai triển theo cột j

det(A) = a1jC1j + a2jC2j + · · · + anjCnj .

Ví dụ 2.1.8. Cho ma trận

A =

 3 1 0
−2 −4 3

5 4 −2

 .

Tính định thức của A bằng cách khai triển Laplace theo hàng 1 và
theo cột 2.

Chứng minh. Các phần bù đại số ứng với các vị trí trên hàng 1 của ma
trận A là

C11 = (−1)1+1
∣∣∣∣∣ −4 3

4 −2

∣∣∣∣∣ = −4, C12 = (−1)1+2
∣∣∣∣∣ −2 3

5 −2

∣∣∣∣∣ = 11

C13 = (−1)1+3
∣∣∣∣∣ −2 −4

5 4

∣∣∣∣∣ = −12.
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Khai triển Laplace theo hàng 1, ta được

det(A) = a11C11 + a12C12 + a13C13

= 3(−4) + 1 · 11 + 0 · 12
= −1.

Lưu ý rằng vì a13 = 0 nên ta không cần tính C13.

Tiếp theo, các phần bù đại số ứng với các vị trí trên cột 2 của ma trận A
là

C12 = 11, C22 = (−1)2+2
∣∣∣∣∣ 3 0

5 −2

∣∣∣∣∣ = −6,

C32 = (−1)3+2
∣∣∣∣∣ 3 0

−2 3

∣∣∣∣∣ = −9.

Khai triển Laplace theo cột 2, ta được

det(A) = a12C12 + a22C22 + a32C32

= 1 · 11 + (−4)(−6) + 4(−9)
= −1.

Để tính định thức của ma trận, ta có thể khai triển Laplace theo một hàng
hoặc một cột bất kỳ. Trong mọi trường hợp, để tính một định thức cỡ n×n
ta đều phải tính một tổng của n số hạng trong đó mỗi số hạng là tích của
một phần tử của ma trận với một định thức cỡ (n − 1) × (n − 1). Nếu một
phần tử này của ma trận bằng 0 thì tất nhiên ta không cần phải tính định
thức cỡ (n − 1) × (n − 1) tương ứng. Do đó, để tính định thức, ta thường
chọn khai triển Laplace theo hàng hoặc cột của ma trận có nhiều phần tử
không nhất có thể.

Ví dụ 2.1.9. Tính định thức của ma trận

A =


1 0 0 −1
3 1 2 2
1 0 −2 1
2 0 0 1

 .
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Chứng minh. Cột 2 của ma trận A có 3 trong 4 phần tử bằng không, do
ta, ta lựa chọn tính det(A) bằng cách khai triển Laplace theo cột 2:

det(A) = (−1)2+2 (1)

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −1
1 −2 1
2 0 1

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −1
1 −2 1
2 0 1

∣∣∣∣∣∣∣ .
Với định thức cỡ 3 × 3 cần tính, ta thấy rằng cột 2 của nó có 2 trong 3
phần tử bằng không, do đó, ta tính định thức này bằng cách khai triển
Laplace theo cột 2, và nhận được

det(A) = (−1)2+2 (−2)
∣∣∣∣∣ 1 −1

2 1

∣∣∣∣∣ = (−2)
∣∣∣∣∣ 1 −1

2 1

∣∣∣∣∣ .
Do đó

det(A) = (−2) 3 = −6.

Ví dụ 2.1.10. Tính định thức bằng phương pháp khai triển Laplace
theo một hằng hoặc một cột thích hợp

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0 1
3 0 4 2
2 −5 0 1
1 2 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Giải. Cột 2 có nhiều phần tử bằng không nhất trong các hàng và cột của
ma trận nên ta khai triển Laplace theo cột 2:

D = (−1)2+3(4)

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1
2 −5 1
1 2 −2

∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
M23

+(−1)4+3(1)

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1
3 0 2
2 −5 1

∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
M43

Vì định thức M23 không chứa phần tử bằng không, nên ta tính định thức
bằng cách khai triển Laplace theo hàng hoặc cột bất kỳ, chẳng hạn theo
cột 1:

M23 = (−1)1+1(1)
∣∣∣∣∣ −5 1

2 −2

∣∣∣∣∣+ (−1)1+2(2)
∣∣∣∣∣ 2 1

1 −2

∣∣∣∣∣
+ (−1)1+3(1)

∣∣∣∣∣ 2 −5
1 2

∣∣∣∣∣
= 8 − 2(−5) + 9
= 27.
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Ta tính định thức M43 bằng cách khai triển phần bù đại số theo hàng 2
hoặc cột 2 vì ma trận này có phần tử 0 ở vị trí (2, 2), chẳng hạn theo cột
2:

M43 = (−1)1+2(2)
∣∣∣∣∣ 3 2

2 1

∣∣∣∣∣+ (−1)3+2(−5)
∣∣∣∣∣ 1 1

3 2

∣∣∣∣∣
= −2(−1) + 5(−1)
= −3

Vậy định thức cần tính là

D = −4(27) − (−3) = −105.

Bài tập

2.1 [hint] Tính định thức của ma trận. Nếu ma trận khả nghịch, tìm
nghịch đảo của nó.

(a) A =
[
3 5
2 4

]
,

(b) B =
[
3 1
6 2

]
,

(c) C =
[√

2
√

6
4

√
3

]
.

2.2 [hint] Tính định thức của các ma trận sau bằng phương pháp khai
triển Laplace.

(a) A =

 3 3 −4
1 0 1
1 2 5

,

(b) B =


3 3 0 5
2 2 0 −2
4 1 −3 0
2 10 3 2

.

Định thức của ma trận tam giác

Định thức của các ma trận tam giác trên hoặc dưới rất dễ tính, như minh
họa trong ví dụ sau.
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Ví dụ 2.1.11. Tính định thức của ma trận tam giác

A =


a11 0 0 0
a21 a22 0 0
a31 a32 a33 0
a41 a42 a43 a44

 .

Giải. Tính định thức của A bằng cách khai triển Laplace theo cột 4, ta
được

det(A) = (−1)4+4a44

∣∣∣∣∣∣∣
a11 0 0
a21 a22 0
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ = a44

∣∣∣∣∣∣∣
a11 0 0
a21 a22 0
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ .
Tiếp tục khai triển Laplace định thức cỡ 3 × 3 theo cột 3, ta được

det(A) = a44(−1)3+3a33

∣∣∣∣∣ a11 0
a21 a22

∣∣∣∣∣ = a33a44

∣∣∣∣∣ a11 0
a21 a22

∣∣∣∣∣ .
Vậy

det(A) = a33a44 (a11a22) = a11a22a33a44.

Ta có kết quả tổng quát sau.

Định lý 2.1.12. Định thức của một ma trận tam giác A = [aij ]n×n
là tích các phần tử trên đường chéo của nó

det(A) = a11a12 · · · ann.

Chứng minh. Ta chứng minh kết quả này bằng cách quy nạp theo cỡ của
ma trận.

Khi n = 1, ta có
det [a11] = a11.

Suy ra, công thức đúng với n = 1.

Giả sử công thức đúng với n − 1 với n ≥ 2. Khai triển Laplace theo cột
n nếu A là ma trận tam giác dưới, và theo hàng n nếu A là ma trận tam
giác trên, ta được

det(A) = (−1)n+nann det
(
[aij ](n−1)×(n−1)

)
= ann det

(
[aij ](n−1)×(n−1)

)
.



100 CHƯƠNG 2. ĐỊNH THỨC

Vì ma trận con [aij ](n−1)×(n−1) của A cũng là một ma trận tam giác, nên
theo giả thiết quy nạp, ta có

det
(
[aij ](n−1)×(n−1)

)
= a11a22 · · · an−1,n−1.

Do đó
det(A) = a11a22 · · · an−1,n−1ann

tức là công thức đúng với n. Theo nguyên lý quy nạp toán học, công thức
cần phải chứng minh đúng với mọi số nguyên dương n.

Quy tắc Sarrus tính định thức cỡ 3 × 3

Ta đã định nghĩa định thức của ma trận vuông cỡ 3×3 một cách quy nạp,
thông qua định thức của các ma trận vuông cỡ 2 × 2. Tính tường minh
các định thức cỡ 2 × 2 này, ta sẽ nhận được công thức của định thức cỡ 3
theo các phần tử của nó.

Ví dụ 2.1.13. Tính tường minh định thức của ma trận vuông cỡ
3 × 3

A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


qua các phần tử của nó.

Giải. Khai triển Laplace theo cột đầu tiên, ta được

det(A) = a11

∣∣∣∣∣ a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣∣ a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣∣ a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣∣
= a11 (a22a33 − a23a32) − a12 (a21a33 − a23a31)

+ a13 (a21a32 − a22a31)
= a11a22a33 − a11a23a32 − a12a21a33 + a12a23a31

+ a13a21a32 − a13a22a31

= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

= − a11a23a32 − a12a21a33 − a13a22a31.
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Vậy ∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

− a11a23a32 − a12a21a33 − a13a22a31. (1)

Theo công thức (1) định thức cỡ 3 × 3 là một tổng của 6 số hạng, mỗi
số hạng là tích ba phần tử thích hợp của ma trận. Khó khăn khi sử dụng
trực tiếp công thức này để tính định thức cỡ 3 × 3 là nó khó nhớ. Quy tắc
Sarrus là một cách khéo léo tạo ra 6 số hạng của định thức cỡ 3 × 3.

Hình 2.1 – Quy tắc Sarrus

Ví dụ 2.1.14. Sử dụng quy tắc Sarrus, tính định thức cỡ 3 × 3∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

−4 5 6
7 −8 9

∣∣∣∣∣∣∣ .

Chứng minh. Ta có

Vậy, định thức cần tính bằng 240.

Tương tự như trên, ta có thể viết tường minh định thức cỡ n × n qua các
phần tử của nó. Định thức này là tổng của n! số hạng với mỗi số hạng là
tích của n phần tử thích hợp của định thức.
Đặc biệt, định thức cỡ 4 × 4 là tổng của 24 số hạng. Ta không có một quy
tắc đơn giản, tương tự như quy tắc Sarrus để tạo ra 24 số hạng này.
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Bài tập tổng hợp

2.3 [hint] Tính định thức của các ma trận sau đây bằng phương pháp
khai triển Laplace.

(a)

 3 3 2
2 −3 −2
3 1 3


(b)

 2 2 −1
0 3 −3

−2 3 3


(c)

 2 0 −1
−1 3 3

0 3 1


(d)

 3 3 −1
−1 −1 2

4 −2 2


(e)

 −1 2 3
−3 7 −3

4 −3 0


2.4 [hint] Tính định thức của các ma trận sau đây bằng phương pháp

khai triển Laplace.

(a)


2 0 3 0
0 −2 2 −1

−1 0 0 3
−1 0 2 −3



(b)


3 −1 −1 0
1 −3 1 −3

−2 1 0 3
−1 0 0 1



(c)


−2 0 0 0

1 2 2 −1
−2 −1 0 3

0 1 1 1



(d)


2 0 −3 1
1 −3 −1 2
0 3 0 −1
0 0 1 1


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(e)


3 −1 −3 0
1 0 0 −3
0 3 0 3
0 −1 −1 −1


2.5 [hint] Tính định thức của các ma trận sau bằng phương pháp khai

triển Laplace  k + 1 7 k − 1
2 4 k − 3
5 k k + 1

 .

2.6 [hint] Chứng minh rằng hai ma trận

A =
[
a b
0 c

]
và B =

[
d e
0 f

]

giao hoán với nhau khi và chỉ khi∣∣∣∣∣b a − c
e d − f

∣∣∣∣∣ = 0.

2.7 [hint] Cho A là một ma trận vuông cỡ 2 × 2. Chứng minh rằng

2 det(A) =
∣∣∣∣∣ tr(A) 1

tr(A2) tr(A)

∣∣∣∣∣ .
2.8 [hint] Cho A là một ma trận vuông cỡ 3×3 với định thức khác không.

Ma trận A có nhiều nhất bao nhiêu phần tử bằng không?

2.9 [hint] Tìm tất cả ma trận vuông A = [aij ]3×3 thỏa mãn det(A) ̸= 0
và 6 phần tử của A bằng không, 3 phần tử còn lại bằng 1. Tìm mối
liên hệ giữa định thức của mỗi ma trận A này với số giao điểm của
ba đoạn thẳng nối các điểm có tọa độ (1, i) và (2, j) với aij = 1.

2.10 [hint] Một ma trận vuông cỡ n × n với định thức khác không có thể
có nhiều nhất bao nhiêu phần tử bằng không?

2.11 [hint] Chứng minh rằng định thức của một ma trận với các phần tử
là các số nguyên cũng là một số nguyên.
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2.12 [hint] Chứng minh rằng ba điểm (x1, y1), (x2, y2) và (x3, y3) thẳng
hàng khi và chỉ khi ∣∣∣∣∣∣∣

x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

2.13 [hint] Chứng minh rằng phương trình đường thẳng đi qua hai điểm
phân biệt (a1, b1) và (a2, b2) là∣∣∣∣∣∣∣

x y 1
a1 b1 1
a2 b2 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.
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2.2 Định thức và phép biến đổi sơ cấp

Các phép biến đổi sơ cấp theo hàng đã được sử dụng một cách hiệu quả
để giải các hệ phương trình tuyến tính. Nhờ các phép biến đổi này, ta làm
đơn giản hóa ma trận, tạo ra nhiều phần tử bằng không. Việc có nhiều
phần tử bằng không rất có lợi khi tính định thức. Câu hỏi tự nhiên đặt ra
là định thức có thay đổi hay không nếu ta thực hiện các phép biến đổi sơ
cấp trên hàng của ma trận? Câu trả lời là định thức có thay đổi. Nhưng
may mắn, ta kiểm soát được sự thay đổi của định thức qua mỗi phép biến
đổi sơ cấp, và do vậy, vẫn có thể sử dụng các biến đổi sơ cấp theo hàng để
tính định thức.

Mê.nh đề 2.2.1. Nếu một hàng hoặc một cột của ma trận vuông A
gồm toàn phần tử không thì det(A) = 0.

Chứng minh. Để có kết quả mong muốn, ta khai triển Laplace ma trận
theo hàng, hoặc theo cột gồm toàn phần tử không.

Giả sử A = [aij ]n×n. Nếu hàng thứ i của ma trận A gồm toàn phần tử
không, khai triển Laplace theo hàng thứ i, ta được

det(A) = ai1Ci1 + ai2Ci2 + · · · + ainCin = 0Ci1 + 0Ci2 + · · · + 0Cin = 0.

Nếu cột thứ j của ma trận A gồm toàn phần tử không, khai triển Laplace
theo cột thứ j, ta được

det(A) = a1jC1j + a2jC2j + · · · + anjCnj = 0C1j + 0C2j + · · · + 0Cnj = 0.

Khẳng định ngược lại của kết quả trên không đúng. Dễ dàng chỉ ra ma
trận có tất cả phần tử khác không mà lại có định thức bằng không. Ví dụ∣∣∣∣∣1 2

1 2

∣∣∣∣∣ = 1 · 2 − 2 · 1 = 0.

Tiếp theo, ta xem xét định thức của ma trận chuyển vị so với định thức
của ma trận vuông ban đầu.
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Ví dụ 2.2.2. Cho ma trận vuông cỡ 2 × 2

A =
[
a11 a12
a21 a22

]
.

Chứng minh rằng det
(
AT
)

= det(A).

Chứng minh. Định thức của ma trận vuông cỡ 2 × 2 rất đơn giản, nên
ta viết ra tường minh mọi thứ.

Ta có

det(A) =
∣∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21

và

AT =
[
a11 a21
a12 a22

]
, det

(
AT
)

=
∣∣∣∣∣a11 a21
a12 a22

∣∣∣∣∣ = a11a22 − a21a12.

Do đó det
(
AT
)

= det(A) như mong muốn.

Ví dụ 2.2.3. Cho ma trận vuông cỡ 3 × 3

A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 .

Tính định thức det(A) bằng cách khai triển Laplace theo hàng 1
và tính định thức det

(
AT
)

bằng cách khai triển theo cột 1. Từ đó,
suy ra

det
(
AT
)

= det(A).

Giải. Khai triển Laplace theo hàng 1 của ma trận A, ta được

det(A) = a11

∣∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
C11(A)

+a12

(
−
∣∣∣∣∣a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣∣
)

︸ ︷︷ ︸
C12(A)

+a13

∣∣∣∣∣a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
C13(A)

.
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Ma trận chuyển vị AT là

AT =

a11 a21 a31
a12 a22 a32
a13 a23 a33

 .

Khai triển Laplace theo cột 1 của ma trận AT , ta được

det
(
AT
)

= a11

∣∣∣∣∣a22 a32
a23 a33

∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
C11(AT )

+a12

(
−
∣∣∣∣∣a12 a31
a23 a33

∣∣∣∣∣
)

︸ ︷︷ ︸
C21(AT )

+a13

∣∣∣∣∣a21 a31
a22 a32

∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
C31(AT )

.

Từ ví dụ trên, ta thấy rằng

C11 (A) = C11
(
AT
)

, C12 (A) = C21
(
AT
)

, C13 (A) = C31
(
AT
)

.

Vậy det
(
AT
)

= det(A).

Lưu ý rằng trong lời giải của ví dụ trên, ta đã tính định thức của ma trận
A ban đầu bằng cách khai triển Laplace theo hàng 1, hàng 1 của A chính
là cột 1 của ma trận chuyển vị AT , và ta tính định thức của ma trận AT

bằng cách khai triển theo cột 1 của ma trận này.

Tổng quát cách làm này, ta chứng minh được kết quả tổng quát sau.

Định lý 2.2.4. Với mọi ma trận vuông A, ta có det
(
AT
)

= det(A).

Định lý 2.2.5. Cho A là một ma trận vuông cỡ n × n.

1. Khi nhân một hàng của ma trận với hằng số k, định thức của
ma trận cũng được nhân với k.

2. Khi đổi chỗ hai hàng của ma trận, định thức của ma trận đổi
dấu.

3. Khi cộng một bội của một hàng vào một hàng khác, định thức
của ma trận không đổi.

Vì định thức của ma trận không thay đổi khi ta thực hiện chuyển vị ma
trận, và các hàng của ma trận chuyển vị chính là các cột của ma trận ban
đầu, nên ta có kết quả tương tự như trên đối với các phép biến đổi sơ cấp
trên các cột của ma trận.
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Định lý 2.2.6. Cho A là một ma trận vuông cỡ n × n.

1. Khi nhân một cột của ma trận với hằng số k, định thức của ma
trận cũng được nhân với k.

2. Khi đổi chỗ hai cột của ma trận, định thức của ma trận đổi
dấu.

3. Khi cộng một bội của một cột vào một cột khác, định thức của
ma trận không đổi.

Khi ta sử dụng phép biến đổi hàng

A
aHi+bHj→Hj−−−−−−−−−→ B

định thức của hai ma trận A và B liên hệ với nhau như thế nào?

Lưu ý rằng nói chung phép biến đổi hàng bên trên không phải là một phép
biến đổi sơ cấp trên hàng. Tuy nhiên, ta có thể viết nó thành hợp thành
của hai phép biến đổi sơ cấp trên hàng, cụ thể là

A
bHj→Hj−−−−−→ ∗

aHi+Hj→Hj−−−−−−−−→ B.

Theo định lý trên, phép biến đổi thứ nhất làm định thức nhân với b, còn
phép biến đổi thứ hai không thay đổi định thức của ma trận. Do vậy

det(B) = b det(A).

Ta có kết quả tương tự đối với biến đổi sơ cấp trên cột: Nếu

A
aCi+bCj→Cj−−−−−−−−→ B

thì det(B) = b det(A). Vì ma trận sơ cấp thu được từ ma trận đơn vị sau
đúng một phép biến đổi sơ cấp trên hàng, nên ta có hệ quả sau đây cho
định thức của các ma trận sơ cấp.

Mê.nh đề 2.2.7. Cho E là một ma trận sơ cấp.

1. Nếu ma trận E nhận được từ ma trận đơn vị In khi nhân một
hàng của In với số khác không k thì det(E) = k.

2. Nếu ma trận E nhận được từ ma trận đơn vị In khi đổi chỗ hai
hàng thì det(E) = −1.

3. Nếu ma trận E nhận được từ ma trận đơn vị In khi cộng một
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bội của một hàng vào một hàng khác thì det(E) = 1.

Ví dụ 2.2.8. Giả sử ma trận A có hai hàng hoặc hai cột tỉ lệ với
nhau. Chứng minh rằng det(A) = 0.

Chứng minh. Giả sử ma trận A có hai hàng Hi và Hj tỉ lệ với nhau.
Không mất tổng quát, giả sử Hi = cHj . Thực hiện phép biến đổi sơ cấp
trên hàng của ma trận A

A
−cHj+Hi→Hi−−−−−−−−−→ B.

Phép biến đổi này không làm thay đổi định thức, tức là det(A) = det(B).
Mặt khác, ma trận B có hàng thứ i gồm toàn phần tử không, suy ra,
det(B) = 0. Vậy det(A) = 0.

Phần còn lại của mục này trình bày một số ví dụ sử dụng các phép biến
đổi sơ cấp theo hàng để tính định thức của ma trận.

Ta biết rằng phương pháp khử Gauss sử dụng các phép biến đổi sơ cấp
theo hàng để đưa một ma trận về dạng bậc thang. Các ma trận vuông có
dạng bậc thang lại là các ma trận tam giác trên, và định thức của ma trận
tam giác trên chính là tích các phần tử trên đường chéo. Do đó, sử dụng
khử Gauss, ta có thể tính định thức của ma trận. Lưu ý rằng định thức
của một ma trận và định thức của một dạng bậc thang của nó có thể khác
nhau, nhưng ta biết được mối liên hệ của hai định thức này nhờ dãy các
phép biến đổi sơ cấp đưa ma trận về dạng bậc thang.

Tính định thức thức sử dụng biến đổi sơ cấp

Sử dụng các phép biến đổi sơ cấp trên hàng, đưa ma trận cần tính
định thức về dạng bậc thang.
Trong quá trình biến đổi này, hãy kiểm soát sự thay đổi của định
thức.
Định thức của ma trận bậc thang bằng tích các phần tử trên đường
chéo.

Ví dụ 2.2.9. Sử dụng phương pháp khử Gauss, tính định thức của
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ma trận

A =

 0 3 5
3 −6 9
2 6 1

 .

Giải. Sử dụng các phép biến đổi sơ cấp trên hàng, ta đưa ma trận A về
dạng bậc thang:

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣
0 3 5
3 −6 9
2 6 1

∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣
3 −6 9
0 3 5
2 6 1

∣∣∣∣∣∣∣
(
H1 ↔ H2

)

= −3

∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 3
0 3 5
2 6 1

∣∣∣∣∣∣∣ (đưa thừa số chung 3 ở hàng
1 ra ngoài định thức)

= −3

∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 3
0 3 5
0 10 −5

∣∣∣∣∣∣∣
(
−2H1 + H3 → H3

)

= −3 · 1
−3

∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 3
0 3 5
0 0 65

∣∣∣∣∣∣∣
(
10H2 − 3H3 → H3

)
= 1 · 3 · 65 = 195 (định thức của ma trận tamg

giác bằng tích các phần tử
trên đường chéo)

Vậy định thức của ma trận A là 195.

Ta có thể sử dụng các phép biến đổi sơ cấp trên cột của ma trận để tính
định thức. Ta cũng có thể sử dụng đồng thời cả biến đổi trên hàng và biến
đổi sơ cấp trên cột để tính định thức. Phối hợp các phép biến đổi một cách
thích hợp sẽ làm tính toán gọn gàng hơn. (Tất nhiên, kết quả cuối cùng là
như nhau.)
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Ví dụ 2.2.10. Tính định thức của ma trận

A =


1 0 0 3
2 7 0 6
0 6 3 0
7 3 1 −5

 .

Giải. Ta có

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 3
2 7 0 6
0 6 3 0
7 3 1 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
2 7 0 0
0 6 3 0
7 3 1 −26

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (−3C1 + C4 → C4)

= 1 · 7 · 3(−26) = −546 (định thức của ma trận tamg
giác bằng tích các phần tử
trên đường chéo)

Vậy định thức của ma trận A là −546.

Phối hợp cả phương pháp biến đổi sơ cấp trên hàng, trên cột của ma trận
với khai triển Laplace theo một hàng hoặc một cột thích hợp sẽ làm việc
tính định thức của ma trận trở nên thuận lợi hơn.

Tính dịnh thức thức sử dụng biến đổi sơ cấp và khai triển Laplace

Sử dụng các phép biến đổi sơ cấp trên hàng để khử các phần tử
trên một cột nào đó, sao cho cột này còn không quá 1 phần tử khác
không. Sau đó, khai triển Laplace theo cột này.
Tương tự, sử dụng các phép biến đổi sơ cấp trên cột để khử các
phần tử trên một hàng nào đó, sao cho hàng này còn không quá 1
phần tử khác không. Sau đó, khai triển Laplace theo hàng này.
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Ví dụ 2.2.11. Tính định thức của ma trận

A =


3 5 −2 6
1 2 −1 1
2 4 1 5
3 7 5 3

 .

Giải. Sử dụng các phép biến đổi sơ cấp theo hàng, ta sẽ khử 3 trong số 4
phần tử của cột 1, rồi khai triển Laplace theo cột này. Nhìn vào cột 1, ta
thấy rằng nên giữ lại phần tử 1 ở vị trí (2, 1). Ta có

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 5 −2 6
1 2 −1 1
2 4 1 5
3 7 5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −1 1 3
1 2 −1 1
0 0 3 3
0 1 8 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
 −3H2 + H1 → H1

−2H2 + H3 → H3
−3H2 + H4 → H4



= (−1)2+1 · 1

∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 3

0 3 3
1 8 0

∣∣∣∣∣∣∣ (khai triển Laplace theo hàng
2)

= −

∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 3

0 3 3
0 9 3

∣∣∣∣∣∣∣ (H1 + H3 → H3)

= −(−1)1+1(−1)
∣∣∣∣∣ 3 3

9 3

∣∣∣∣∣ (khai triển Laplace theo hàng
1)

= 3 · 3 − 3 · 9 = −18.

Vậy định thức của ma trận đã cho bằng −18.

Ví dụ 2.2.12. Tính định thức

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 4 −3

−5 −4 −9 2
4 7 8 −5
3 5 5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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Giải. Định thức D cỡ 4×4,không có phần tử nào bằng không, do đó, việc
khai triển Laplace ngay theo một hàng và một cột là không nên. Các phần
tử của cột một lần lượt là 2, −5, 4, −3. Ta sẽ giữ lại phần tử 2 và sử dụng
nó để khử các phần tử còn lại của cột này.

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 4 −3

−5 −4 −9 2
4 7 8 −5
3 5 5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
(1

2

)(1
2

) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 4 −3
0 7 2 −11
0 1 0 1
0 1 −2 15

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Các phép biến đổi đã sử dụng: lấy 5 lần hàng 1 cộng vào 2 lần hàng 2,
định thức đã nhân lên với 2;lấy −2 lần hàng 1 cộng vào hàng 3,định thức
không thay đổi; lấy −3 lần hàng 1 cộng vào 2 lần hàng 3,định thức nhân
lên với 2.

Tiếp theo, khai triển phần bù đại số theo cột 1, ta được

D = 1
4(−1)1+1(2)

∣∣∣∣∣∣∣
7 2 −11
1 0 1
1 −2 15

∣∣∣∣∣∣∣ .︸ ︷︷ ︸
M11

Như vậy, nhờ việc sử dụng các phép biến đổi hàng sơ cấp đơn giản như
trên, thay vì phải tính 4 định thức cỡ 3 × 3,ta chỉ phải tính đúng một định
thức cỡ 3 × 3.

Các phần tử ở hàng 2 của M11 lần lượt là 1, 0, 1. Ta sẽ giữ lại phần tử 1
đầu tiên và dùng nó để khử đi phần tử 1 còn lại.

M11 =

∣∣∣∣∣∣∣
7 2 −11
1 0 1
1 −2 15

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
7 2 −18
1 0 0
1 −2 14

∣∣∣∣∣∣∣ .
Định thức M11 không thay đổi vì ta đã cộng −1 lần cột 1 vào cột 3. Khai
triển phần bù đại số theo hàng 2 của định thức này, ta được

M11 = (−1)2+1(1)
∣∣∣∣∣ 2 −18

−2 14

∣∣∣∣∣
= −(−8)
= 8.

Vậy định thức cần tính là D = 1
2(8) = 4.
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Bài tập

2.14 [hint] Tính định thức của các ma trận sau.

(a)

 3 −6 9
−2 7 −2
−2 9 8



(b)


1 3 1 5 3

−2 −7 0 −4 2
0 0 2 1 1
0 0 0 1 1
0 0 1 0 1


2.15 [hint] Tính định thức của các ma trận sau.

(a)

 1 0 −1
−2 1 4

5 2 −2



(b)


1 3 −2 1
5 6 −9 3

−1 −6 2 −2
2 6 8 1

 .

2.16 [hint] Tính định thức của các ma trận sau.

1.


−1 −1 1 0

0 −2 −5 −3
3 2 0 −2
1 0 0 −4



2.


2 −1 −2 0
1 3 −5 −3

−3 −1 0 1
3 0 −1 −3



3.


1 0 −1 0
1 3 −2 −1
3 6 0 −2
0 1 −2 −3



4.


−1 −1 2 0

1 3 −1 2
3 6 0 3
3 1 3 −3


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5.


2 0 −2 1
0 −1 −3 1

−1 −3 1 −1
2 0 −2 −2


2.17 [hint] Biết rằng ∣∣∣∣∣∣∣

a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣∣ = 7,

tính các định thức sau đây

(a)

∣∣∣∣∣∣∣
d e f
g h i
a b c

∣∣∣∣∣∣∣
(b)

∣∣∣∣∣∣∣
4a 4b 4c
−d −e −f

−3g −3h −3i

∣∣∣∣∣∣∣
(c)

∣∣∣∣∣∣∣
a + g b + h c + i

g h i
d e f

∣∣∣∣∣∣∣
(d)

∣∣∣∣∣∣∣
3a 3b 3c
d e f

g − 4a h − 4e i − 4f

∣∣∣∣∣∣∣ .

Bài tập tổng hợp

Ma trận Vandermonde là ma trận mà các phần tử trong mỗi hàng (hoặc
trong mỗi cột) là một cấp số nhân bắt đầu bằng 1. Định thức của ma trận
Vandermonde được gọi là định thức Vandermonde

Vn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1
x1 x2 x3 · · · xn

x2
1 x2

2 x2
3 · · · x2

n
...

...
...

. . .
...

xn−1
1 xn−1

2 xn−1
3 · · · xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ta có
V2 =

∣∣∣∣∣ 1 1
x1 x2

∣∣∣∣∣ = x2 − x1.
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2.18 [hint] Tính định thức Vandermonde cỡ 3 × 3

V3 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

x1 x2 x3
x2

1 x2
2 x2

3

∣∣∣∣∣∣∣
bằng cách tiến hành các bước sau đây.

Bước 1: Thực hiện phép biến đổi sơ cấp −x1H2 + H3 → H3 rồi
−x1H1 + H2 → H2.

Bước 2: Khai triển phần bù đại số theo cột đầu tiên.
Bước 3: Đưa nhân tử chung ở các cột của ma trận cỡ 2 × 2 ra bên

ngoài định thức.
Bước 4: So sánh định thức còn lại với định thức Vandermonde cỡ

2 × 2.

2.19 [hint] Chứng minh rằng

V4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

x1 x2 x3 x4
x2

1 x2
2 x2

3 x2
4

x3
1 x3

2 x3
3 x3

4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (x2−x1)(x3−x1)(x4−x1)(x3−x2)(x4−x2)(x4−x3)

2.20 [hint] Cho n ≥ 2 là một số nguyên.

(a) Hãy dự đoán công thức của định thức Vandermonde cỡ n × n
tổng quát.

(b) Chứng minh dự đoán trên.

2.21 [hint] Ma trận A = [aij ]n×n được gọi là ma trận tam giác dưới đối
với đường chéo phụ nếu aij = 0 với mọi i + j < n. Chứng minh các
công thức định thức của ma trận tam giác dưới đối với đường chéo
phụ sau.

D2 =
∣∣∣∣∣ 0 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ = −a12a21

D3 =

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 a13
0 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ = −a13a22a31

D4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 a14
0 0 a23 a24
0 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = a41a32a23a14.
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2.22 [hint] Tính định thức của ma trận tam giác dưới đối với đường chéo
phụ.

2.23 [hint] Không tính tường minh các định thức, chứng minh các đẳng
thức sau.

(a)

∣∣∣∣∣∣∣
a1 + b1t a2 + b2t a3 + b3t
a1t + b1 a2t + b2 a3t + b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣ = (1 − t2)

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣ ,
(b)

∣∣∣∣∣∣∣
a1 + b1 a1 − b1 c1
a2 + b2 a2 − b2 c2
a3 + b3 a3 − b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣ = −2

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣
2.24 [hint] Tính các định thức sau

∣∣∣∣∣ a b
b a

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣

a b b
b a b
b b a

∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b b b
b a b b
b b a b
b b b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

2.25 [hint]

(a) Dự đoán công thức tổng quát của các định thức có dạng trong
bài tập trên.

(b) Chứng minh dự đoán.

2.26 [hint] Cho A là một ma trận vuông cỡ n × n và B là ma trận nhận
được khi viết các hàng của A theo thứ tự ngược lại. Tìm mối liên hệ
giữa định thức của hai ma trận A và B.

2.27 [hint] Không tính tường minh, chứng minh rằng các định thức sau
bằng không.

(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 8 1 4
2 2 6 1
3 10 4 5
4 −6 5 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−4 1 1 1 1
1 −4 1 1 1
1 1 −4 1 1
1 1 1 −4 1
1 1 1 1 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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2.28 [hint] Định thức của các ma trận tam giác khối M =
[

A B
0 C

]

hoặc M =
[

A 0
B C

]
trong đó A và C là các ma trận vuông được

tính qua định thức của các khối trên đường chéo bởi công thức
det(M) = det(A) det(C). Sử dụng kết quả này, tính định thức của
các ma trận sau∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 0 4 7 6
1 8 2 2 −4 5

−1 3 2 −3 1 2
0 0 0 3 0 0
0 0 0 4 1 0
0 0 0 −3 7 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 0 0
0 1 2 0 0
0 0 1 0 0
2 7 1 1 2
4 0 6 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

2.29 [hint] Trong các khẳng định sau, khẳng định nào đúng, khẳng định
nào sai? Vì sao?

(a) Định thức của ma trận vuông cỡ 4 × 4 không thay đổi khi đổi
chỗ hai cột đầu tiên của và đổi chỗ hai cột cuối cùng.

(b) Nếu A là một ma trận vuông cỡ 3×3 và B là ma trận thu được
khi nhân hàng một của A với 5 và nhân hàng ba của A với 2

5
thì det(B) = 2 det(A).

(c) Nếu A là một ma trận vuông cỡ 3 × 3 và B là ma trận thu
được khi cộng 5 lần của hàng một vào hàng 2 và vào hàng 3,
thì det(B) = 25 det(A).

(d) Nếu A là một ma trận vuông cỡ 6 × 6 có tổng của hàng thứ
nhất với hàng thứ ba bằng hàng thứ sáu thì det(A) = 0.

(e) Nếu tất cả các phần phụ đại số của ma trận vuông A bằng
không thì det(A) = 0.

(f) Định thức của ma trận tam giác dưới là tổng các phần tử trên
đường chéo chính của nó.

(g) Với mọi ma trận vuông A,ta có det(A2) = (det(A))2.
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2.3 Ứng dụng của định thức

Mục này trình bày một số tính chất cơ bản của ma trận. Sau đó, chúng ta
sẽ sử dụng các kết quả này để dẫn ra công thức nghịch đảo của một ma
trận khả nghịch và công thức nghiệm của một số hệ phương trình tuyến
tính.

Tính chất cơ bản của định thức

Cho A và B là các ma trận cỡ n × n và k là một vô hướng. Chúng ta bắt
đầu bằng việc xem xét mối quan hệ có thể giữa det(A), det(B) và các định
thức

det(kA), det(A + B), det(AB).

Công thức sau đây thể hiện mối liên hệ giữa định thức và phép toán nhân
số với ma trận.

det(kA) = kn det(A).

Ví dụ ∣∣∣∣∣∣∣
ka11 ka12 ka13
ka21 ka22 ka23
ka31 ka32 ka33

∣∣∣∣∣∣∣ = k3

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣
Nói chung, định thức không tương thích với phép toán cộng và trừ ma
trận. Sau đây là một ví dụ đơn giản.

Ví dụ 2.3.1. Cho các ma trận

A =
[
1 2
2 5

]
, B =

[
3 1
1 3

]
.

So sánh det (A + B) và det (A) + det (B).

Giải. Ta có

det(A) = 1, det(B) = 8, det(A + B) = det
[
4 3
3 8

]
= 23.

Suy ra
det(A + B) ̸= det(A) + det(B).
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Ví dụ 2.3.2. Chứng minh rằng

det
[
a11 a12
a21 a22

]
+ det

[
a11 a12
b21 b22

]
= det

[
a11 a12

a21 + b21 a22 + b22

]
.

Giải. Ta có

det
[
a11 a12
a21 a22

]
+ det

[
a11 a12
b21 b22

]
= (a11a22 − a12a21) + (a11b22 − a12b21)

= a11(a22 + b22) − a12(a21 + b21)

= det
[

a11 a12
a21 + b21 a22 + b22

]
.

Mê.nh đề 2.3.3. Cho A, B và C là các ma trận vuông cỡ n × n sao
cho

� Hàng thứ r của C là tổng hàng thứ r của A và hàng thứ r của
B.

� Các hàng i ̸= r của ba ma trận A, B và C giống nhau.

Khi đó
det (C) = det (A) + det (B) .

Ta có kết quả tương tự khi thay hàng bởi cột.

Giải. Ta tính định thức của các ma trận A, B và C bằng cách khai triển
Laplace theo hàng thứ r. Vì các hàng i ̸= r của ba ma trận A, B và C
giống nhau nên với mọi j = 1, 2, . . . , n, phần phụ đại số của cả ba ma trận
A, B và C ứng với vị trí (r, j) bằng nhau, và ký hiệu là Cij . Ta có

det (C) = cr1Cr1 + cr2Cr2 + · · · + crnCrn

= (ar1 + br1) Cr1 + (ar2 + br2) Cr2 + · · · + (arn + brn) Crn

= (ar1Cr1 + ar2Cr2 + · · · + arnCrn) + (br1Cr1 + br2Cr2 + · · · + brnCrn)
= det (A) + det (B) .

Kết quả tương tự cho cột được chứng minh giống hệt như trên, hoặc sử
dụng mối liên hệ giữa định thức của ma trận và định thức của ma trận
chuyển vị.
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Định thức của tích các ma trận

Định thức tương thích với phép toán nhân ma trận. Cụ thể hơn, định thức
của tích của hai ma trận bằng tích các định thức của các ma trận này:

det(AB) = det(A) det(B).

Ví dụ 2.3.4. Cho các ma trận vuông cỡ 2 × 2

A =
[

3 1
2 1

]
, B =

[
−1 3

5 8

]
.

So sánh det (AB) và det (A) det (B).

Giải. Ta có

det(A) = 1, det(B) = −23, det(AB) = det
[

2 17
3 14

]
= −23.

Suy ra
det(AB) = det(A) det(B).

Ví dụ 2.3.5. Cho A và B là các ma trận cỡ 2 × 2

A =
[

a11 a12
a21 a22

]
, B =

[
b11 b12
b21 b22

]
.

Chứng minh rằng det (AB) = det (A) det (B).

Giải. Vì các ma trận A, B và AB đều có cỡ 2 × 2 nên việc tính các định
thức det (A) , det (B) và det (AB) rất đơn giản. Ta có

det (A) det (B) = (a11a22 − a12a21) (b11b22 − b12b21)
= a11a22b11b22 − a11a22b12b21 − a12a21b11b22 + a12a21b12b21

và
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det (AB) = det
[

a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22
a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

]
= (a11b11 + a12b21) (a21b12 + a22b22)

− (a11b12 + a12b22) (a21b11 + a22b21)
= a11b11a21b12 + a11b11a22b22 + a12b21a21b12 + a12b21a22b22

− (a11b12a21b11 + a11b12a22b21 + a12b22a21b11 + a12b22a22b21)
= a11a22b11b22 − a11a22b12b21 − a12a21b11b22 + a12a21b12b21.

Do đó
det (AB) = det (A) det (B) .

Lemma 1. Cho E, B là các ma trận vuông cỡ n × n trong đó E là một
ma trận sơ cấp. Khi đó

det (EB) = det (E) det (B) .

Định lý 2.3.6. Một ma trận vuông A là khả nghịch nếu và chỉ nếu
det (A) ̸= 0.

Ví dụ 2.3.7. Chứng minh rằng ma trận

A =

 1 2 3
1 0 1
2 4 6


không khả nghịch.

Giải. Ta có

det (A) = −2
∣∣∣∣∣ 1 1

2 6

∣∣∣∣∣− 4
∣∣∣∣∣ 1 3

1 1

∣∣∣∣∣ = −2 (4) − 4 (−2) = 0.

Vì det (A) = 0 nên A không khả nghịch.

Định lý 2.3.8. Cho A và B là các ma trận vuông cỡ n × n. Khi đó

det (AB) = det (A) det (B) .
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Định lý 2.3.9. Cho A là một ma trận vuông khả nghịch. Khi đó

det
(
A−1

)
= 1

det (A) .

Chứng minh. Vì A−1A = I nên

det
(
A−1A

)
= det (I) .

Mặt khác

det
(
A−1A

)
= det

(
A−1

)
det (A) , det (I) = 1.

Do đó
det

(
A−1

)
= 1

det (A) .

Ví dụ 2.3.10. Tìm k để ma trận A khả nghịch:

A =

 4 2 8
k 2 2
3 1 6

 .

Giải. Ma trận A khả nghịch khi và chỉ khi định thức của nó khác không.
Ta có

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣
4 2 8
k 2 2
3 1 6

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
−2 0 −4

k − 6 0 −10
3 1 6

∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)3+2(1)

∣∣∣∣∣ −2 −4
k − 6 −10

∣∣∣∣∣
= −(4k − 4)
= −4(k − 1).

Do đó, det(A) ̸= 0 ⇔ k ̸= 0. Vậy ma trận đã cho khả nghịch khi và chỉ khi
k ̸= 1.
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Bài tập

2.30 [hint] Bằng cách tính định thức, cho biết ma trận sau có khả nghịch
hay không.

(a)

 2 5 5
2 4 3
1 1 0


(b)

 2 0 3
0 3 2
2 −6 −1

 .

2.31 [hint] Tìm các giá trị của k để ma trận A khả nghịch.

(a)

 1 2 4
2 −1 2
k 3 2


(b)

 1 2 1
k 1 k
0 4 2

 .

2.32 [hint] Tìm a để ma trận khả nghịch.

(a)

 −2 3 0
−1 4 a

5 −5 1


(b)

 2a 6 −2
−5 −9 4
−3 −a 1


(c)

 4 −3 2a + 1
−1 1 2

a 2 6


(d)

 −2 1 a
−3a −2 1
−1 a + 2 0


(e)

 a −2 2
2a + 3 −2 3

−3 6 −9


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Nghịch đảo ma trận sử dụng ma trận liên hợp

Nhắc lại rằng nếu ma trận vuông cỡ 2 × 2

A =
[

a11 a12
a21 a22

]

khả nghịch thì nghịch đảo của nó là

A−1 = 1
det (A)

[
a22 −a12

−a21 a11

]
.

Trong tiểu mục này, ta sẽ tổng quát hóa công thức này cho một ma trận
vuông bất cỡ bất kỳ.

Định nghĩa 2.3.11. Cho A là một ma trận vuông cỡ n × n. Gọi Cij

là phần phụ đại số của ma trận A ứng với vị trí (i, j). Khi đó, ma
trận 

C11 C12 · · · C1n

C21 C22 · · · C2n

...
...

. . .
...

Cn1 Cn2 · · · Cnn


được gọi là ma trận các phần bù đại số của ma trận A. Chuyển
vị của ma trận các phần bù đại số này được gọi là ma trận liên
hợp của A, ký hiệu là adj (A).

Ví dụ 2.3.12. Cho ma trận vuông khả nghịch cỡ 2 × 2

A =
[

a11 a12
a21 a22

]
.

Chứng minh rằng

A−1 = 1
det (A)adj (A) .

Giải. Các phần phụ đại số của ma trận A là

C11 = a22, C12 = −a21,
C21 = −a12, C22 = a11.
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Suy ra, ma trận liên hợp của A là

adj (A) =
[

a22 −a21
−a12 a11

]T

=
[

a22 −a12
−a21 a11

]
.

Do đó,

A−1 = 1
det (A)

[
a22 −a12

−a21 a11

]
= 1

det (A)adj (A) .

Ví dụ 2.3.13. Cho ma trận vuông

A =

 3 2 −1
1 6 3
2 −4 0

 .

1. Tính adj (A).
2. So sánh adj (A) A với det (A) I.
3. Tính A−1.

Giải. (a) Các phần phụ đại số của ma trận A là

C11 = +
∣∣∣∣ 6 3

−4 0

∣∣∣∣ = 12, C12 = −
∣∣∣∣ 1 3

2 0

∣∣∣∣ = 6, C13 = +
∣∣∣∣ 1 6

2 −4

∣∣∣∣ = −16,

C21 = −
∣∣∣∣ 2 −1

−4 0

∣∣∣∣ = 4, C22 = +
∣∣∣∣ 3 −1

2 0

∣∣∣∣ = 2, C23 = −
∣∣∣∣ 3 2

2 −4

∣∣∣∣ = 16,

C31 = +
∣∣∣∣ 2 −1

6 3

∣∣∣∣ = 12 C32 = −
∣∣∣∣ 3 −1

1 3

∣∣∣∣ = −10 C33 = +
∣∣∣∣ 3 2

1 6

∣∣∣∣ = 16.

Suy ra, ma trận liên hợp của A là

adj (A) =

 12 6 −16
4 2 −10

12 −10 16


T

=

 12 4 12
6 2 −10

−16 16 16

 .

(b) Ta có

Aadj (A) =

 3 2 −1
1 6 3
2 −4 0


 12 4 12

6 2 −10
−16 16 16


=

 64 0 0
0 64 0
0 0 64

 = det (A) I.
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(c) Vì Aadj (A) = det (A) I nên

A−1 = 1
det (A)adj (A) = 1

64

 12 4 12
6 2 −10

−16 16 16

 .

Định lý 2.3.14. Cho A là một ma trận vuông cỡ n × n. Khi đó

Aadj (A) = det (A) I.

Từ đó suy ra, nếu A khả nghịch thì

A−1 = 1
det(A)adj(A).

Ví dụ 2.3.15. Tìm nghịch đảo của ma trận A sử dụng ma trận liên
hợp:

A =

 1 3 1
−1 4 7

2 5 0

 .

Giải. Ta có

C11 = (−1)1+1
∣∣∣∣∣ 4 7

5 0

∣∣∣∣∣ = −35, C12 = (−1)1+2
∣∣∣∣∣ −1 7

2 0

∣∣∣∣∣ = 14,

C13 = (−1)1+3
∣∣∣∣∣ −1 4

2 5

∣∣∣∣∣ = −13.

Định thức của A là

det(A) = 1C11 + 3C12 + 1C13
= −35 + 3.14 + (−13) = −6.

Vì det(A) ̸= 0 nên A khả nghịch. Ta tính các phần bù đại số còn lại của
A:

C21 = (−1)2+1
∣∣∣∣∣ 3 1

5 0

∣∣∣∣∣ = 5, C22 = (−1)2+2
∣∣∣∣∣ 1 1

2 0

∣∣∣∣∣ = −2,

C23 = (−1)2+3
∣∣∣∣∣ 1 3

2 5

∣∣∣∣∣ = 1, C31 = (−1)3+1
∣∣∣∣∣ 3 1

4 7

∣∣∣∣∣ = 17,
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C32 = (−1)3+2
∣∣∣∣∣ 1 1

−1 7

∣∣∣∣∣ = −8, C33 = (−1)3+3
∣∣∣∣∣ 1 3

−1 4

∣∣∣∣∣ = 7.

Vậy, nghịch đảo của ma trận A là

A−1 = 1
det(A)adj(A) = 1

−6

 −35 14 −13
5 −2 1

17 −8 7


T

= 1
6

 35 −5 −17
−14 2 8

13 −1 −7

 .

Số lượng phép tính mà ta phải thực hiện để tính nghịch đảo của một ma
trận vuông cỡ tương đối nhỏ là 3 × 3 cũng đã khá nhiều. Với một ma trận
vuông cỡ 4 × 4,để tính nghịch đảo sử dụng phương pháp ma trận liên hợp,
ngoái tính định thức của A, tức là một định thức cỡ 4, ta còn phải tính
16 định thức cỡ 3. Khối lượng tính toán là rất lớn. Nói chung, với ma trận
vuông cỡ lớn (cỡ lớn hơn hoặc bằng 4), tìm nghịch đảo của ma trận sử
dụng thuật toán khử Gauss-Jordan là hiệu quả hơn về mặt tính toán so
với phương pháp sử dụng ma trận liên hợp.

Bài tập

2.33 [hint] Cho ma trận

A =

 2 5 5
2 4 3
1 1 0


(a) Tìm nghịch đảo của A sử dụng thuật toán Gauss - Jordan.
(b) Tìm nghịch đảo của A sử dụng ma trận liên hợp.
(c) Nhận xét về hai cách làm trên.

2.34 [hint] Tìm nghịch đảo của các ma trận sau sử dụng ma trận liên hợp.

(a)

 0 3 −2
−2 2 3

2 −1 1


(b)

 −1 0 1
−1 −2 1
−3 0 2


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(c)

 1 2 2
−1 −2 0

3 3 −3


(d)

 1 2 −2
−2 −3 3
−3 −2 −3


(e)

 3 1 1
−1 2 −1

0 3 −2



2.35 [hint] Cho ma trận vuông

A =

 2 −3 5
0 1 3
a 0 2


với a ∈ R là một tham số. Tìm a để A khả nghịch. Với các giá trị
này cuả a, tìm nghịch đảo A−1 sử dụng ma trận liên hợp.

Định lí Cramer

Ví dụ 2.3.16. Xét hệ phương trình tuyến tính

a11x1 + a12x2 = b1
a21x1 + a22x2 = b2

(2)

Giả sử ma trận hệ số khả nghịch. Chứng minh rằng hệ phương trình
có nghiệm duy nhất

x1 =

∣∣∣∣∣ b1 a12
b2 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣∣
, x2 =

∣∣∣∣∣ a11 b1
a21 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣∣
.

Chứng minh. Hệ phương trình tuyến tính (2) tương đương với phương
trình ma trận [

a11 a12
a21 a22

] [
x1
x2

]
=
[

b1
b2

]
.
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Vì ma trận hệ số A =
[

a11 a12
a21 a22

]
khả nghịch nên phương trình trên

tương đương với [
x1
x2

]
=
[

a11 a12
a21 a22

]−1 [
b1
b2

]
.

Sử dụng công thức nghịch đảo của ma trận vuông cỡ 2 × 2, ta được[
x1
x2

]
= 1

det (A)

[
a22 −a12

−a21 a11

] [
b1
b2

]

= 1
det (A)

[
a22b1 − a12b2

−a21b1 + a11b2

]
.

Do đó

x1 = a22b1 − a12b2
det (A) =

∣∣∣∣∣ b1 a12
b2 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣∣
và

x2 = −a21b1 + a11b2
det (A) =

∣∣∣∣∣ a11 b1
a21 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣∣
.

Định lý 2.3.17. Nếu hệ phương trình tuyến tính

Ax = b

có ma trận hệ số A khả nghịch thì hệ có nghiệm duy nhất

x1 = det(A1)
det(A) , x2 = det(A2)

det(A) , . . . , xn = det(An)
det(A)

trong đó Aj là ma trận nhận được từ A sau khi thay thế cột thứ j
của A bởi cột hệ số tự do

b =


b1
b2
...

bn


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với mọi j = 1, 2 . . . , n.

Chứng minh. Vì A khả nghịch nên phương trình Ax = b tương đương
với

x = A−1b.

Sử dụng công thức của ma trận nghịch đảo, ta được

x = 1
det(A)adj(A)b= 1

det(A)


C11 C21 · · · Cn1
C12 C22 · · · Cn2

...
...

. . .
...

C1n C2n · · · Cnn




b1
b2
...

bn


Suy ra

x = 1
det(A)


b1C11 + b2C21 + · · · + bnCn1
b1C12 + b2C22 + · · · + bnCn2

...
...

...
b1C1n + b2C2n + · · · + bnCnn


Vậy

xj = b1C1j + b2C2j + ... + bnCnj

det(A)
Theo giả thiết, ta có

Aj =


a11 a12 · · · a1j−1 b1 a1j+1 · · · a1n

a21 a22 · · · a2j−1 b2 a2j+1 · · · a2n

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · anj−1 bn anj+1 · · · ann


Ma trận Aj và ma trận A có tất cả các cột k ̸= j giống nhau nên cần phần
phụ đại số của Aj và của A ứng với các vị trí (i, j) là như nhau, với mọi
i = 1, 2, . . . , n. Tính định thức của Aj bằng cách khai triển Laplace theo
cột j, ta được

det(Aj) = b1C1j + b2C2j + ... + bnCnj .

Vậy
xj = det(Aj)

det(A) .
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Ví dụ 2.3.18. Giải hệ phương trình tuyến tính

x1 + + 2x3 = 6
−3x1 + 4x2 + 6x3 = 30
−x1 − 2x2 + 3x3 = 8

sử dụng công thức Cramer.

Giải. Định thức của ma trận hệ số A =

 1 0 2
−3 4 6
−1 −2 3

 là

det (A) = 4
∣∣∣∣∣ 1 2

−1 3

∣∣∣∣∣− (−2)
∣∣∣∣∣ 1 2

−3 6

∣∣∣∣∣ = 4 (5) + 2 (12) = 44.

Vì det (A) ̸= 0 nên ma trận hệ số A khả nghịch, và hệ có nghiệm duy nhất

x1 = det (A1)
det (A) , x2 = det (A2)

det (A) , x3 = det (A3)
det (A) .

Ta có

A1 =

 6 0 2
30 4 6
8 −2 3

 det (A1) = −40

A2 =

 1 6 2
−3 30 6
−1 8 3

 det (A2) = 72

A3 =

 1 0 6
−3 4 30
−1 −2 8

 det (A3) = 152

Vậy nghiệm duy nhất của hệ phương trình đa cho là

x1 = −40
44 = −10

11 , x2 = 72
44 = 18

11 , x3 = 152
44 = 38

11 .
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Ví dụ 2.3.19. Giải hệ phương trình sau sử dụng công thức Cramer

x1 +2x2 +3x3 = 10
x1 −2x2 +x3 = 4

−3x1 +x2 +x3 = 2.

Giải. Ma trận hệ số của hệ phương trình đã cho là

A =

 1 2 3
1 −2 1

−3 1 1

 .

Định thức của A là det(A) = −26. Vì det(A) ̸= 0 nên theo định lý Cramer,
hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất

xi = det(Ai)
det(A) , i = 1, 2, 3

trong đó

A1 =

 10 2 3
4 −2 1
2 1 1

 , A2 =

 1 10 3
1 4 1

−3 2 1

 , A3 =

 1 2 10
1 −2 4

−3 1 2

 .

Ta có
det(A1) = −10, det(A2) = 4, det(A3) = 86.

Vậy nghiệm duy nhất của hệ phương trình đã cho là

x1 = −10
−26 = 5

13 , x2 = 4
−26 , x3 = −86

−26 = 43
13 .

Bài tập

2.36 [hint] Giải các hệ phương trình tuyến tính sau sử dụng công thức
Cramer.

(a) 3x1 +x2 = 5
7x1 −2x2 = 3

(b)
x −3y +z = 4

2x +2y −3z = −6
4x −y +2z = −1
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2.37 [hint] Cho hệ phương trình tuyến tính

3x −y +z = 4
−x +7y −2z = 2
2x +6y −z = 5

(a) Giải hệ phương trình sử dụng công thức Cramer.
(b) Giải hệ phương trình sử dụng phương pháp khử Gauss.
(c) Trong hai cách giải hệ phương trình trên, cách nào cần ít tính

toán hơn?

Bài tập tổng hợp

2.38 [hint] Cho A là một ma trận vuông cỡ n×n. Tính các định thức sau.

(a) det(2A)
(b) det(A3)
(c) det(4A−1)
(d) det(−A)
(e) det((4A)−1)
(f) det(3AT )

2.39 [hint] Chứng minh rằng ma trận vuông A khả nghịch khi và chỉ khi
ma trận tích AT A cũng khả nghịch.

2.40 [hint] Cho hệ phương trình tuyến tính Ax = b gồm n phương trình và
n ẩn. Giả sử các phần tử của A và b đều là số nguyên và det(A) = 1.Chứng
minh rằng nghiệm x của hệ phương trình trên cũng gồm toàn số
nguyên.

Cho ma trận vuông A cỡ 2 × 2

A =
[

a c
b d

]
Hệ véctơ cột A là v1 = (a, b), v2 = (c, d). Hai vec tơ này sinh ra một hình
bình hành trong R2. Diện tích của hình bình hành này bằng giá trị tuyệt
đối của định thức của ma trận A. Đây là mục tiêu của 2 bài tập bên dưới.
Ký hiệu Area(A) diện tích của hình bình hành này.
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Cho ma trận vuông A cỡ 3 × 3. Ký hiệu Vol(A) thể tích hình hộp sinh
ra từ các véctơ cột của A. Trong các bài tập bên dưới, ta sẽ chứng minh
Vol(A) = | det(A)|.

Bài tập

2.41 [hint] Cho ma trận A =
[

3 1
1 2

]
.

A
− 1

3 C1+C2→C2−−−−−−−−−→ B
− 5

3 C2+C1→C1−−−−−−−−−→ C

(a) Xác định các ma trận B và C.
(b) Vẽ hình trên cùng mặt phẳng R2 các véctơ cột của các ma trận

A, B, C và hình bình hành tương ứng.
(c) Nhận xét về det(A),det(B) và det(C).
(d) Nhận xét về Area(A), Area(B) và Area(C).
(e) So sánh Area(C) và det(C). Từ đó suy ra, Area(A) = det(A).

2.42 [hint] Cho ma trận vuông A =
[

a c
b d

]
. Giả sử det(A) ̸= 0. Chứng

minh rằng diện tích hình bình hành sinh ra từ các véctơ cột của A
bằng giá trị tuyệt đối của định thức của A, tức là

Area(A) = | det(A)|.

2.43 [hint] Chứng minh rằng diện tích tam giác OM1M2 với O(0, 0),
M1(x1, y1), M2(x2, y2) là

1
2

∣∣∣∣∣det
[

x1 x2
y1 y2

]∣∣∣∣∣ .
2.44 [hint] Cho tam giác với ba đỉnh là M1(x1, y1), M2(x2, y2) và M3(x3, y3).

(a) Tính diện tích tam giác M1M2M3 từ diện tích các tam giác
OM1M2, OM2M3, OM1M3.

(b) Chứng minh rằng diện tích tam giác M1M2M3 là

1
2

∣∣∣∣∣det
[

x1 x2
y1 y2

]
− det

[
x1 x3
y1 y3

]
+ det

[
x2 x3
y2 y3

]∣∣∣∣∣ .
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(c) Chứng minh rằng diện tích tam giác M1M2M3 là

1
2

∣∣∣∣∣∣∣det

 1 1 1
x1 x2 x3
y1 y2 y3


∣∣∣∣∣∣∣ .

2.45 [hint] Cho tam giác với ba đỉnh là M1(x1, x2), M2(x2, y2) và M3(x3, y3).

(a) Chứng minh rằng diện tích tam giác M1M2M3 là

1
2

∣∣∣∣∣det
[

x2 − x1 x3 − x1
y2 − y1 y3 − y1

]∣∣∣∣∣ .
(b) Chứng minh rằng diện tích tam giác M1M2M3 là

1
2

∣∣∣∣∣∣∣det

 1 1 1
x1 x2 x3
y1 y2 y3


∣∣∣∣∣∣∣ .

Ôn tập Chương 2

2.46 [hint] Tính định thức 
1 2 3 4
4 3 2 1
2 1 −1 3
1 1 2 7


2.47 [hint] Tính các định thức sau đây

(a)

 1 2 3
4 5 6
7 8 9



(b)


3 1 0 1
1 0 −1 1

−2 3 1 4
0 2 −2 2


2.48 [hint] Cho A ∈ Mn×n là một ma trận phản đối xứng.

(a) Giả sử n lẻ. Chứng minh rằng A không khả nghịch.
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(b) Nếu bỏ giả thiết n lẻ, kết luận A không khả nghịch còn đúng
nữa không?

2.49 [hint] Tìm nghịch đảo của các ma trận sau bằng phương pháp khử
Gauss-Jordan và phương pháp ma trận liên hợp

(a)
[

−4 2
3 3

]

(b)

 −1 5 2
0 2 −1

−3 1 1


2.50 [hint] Sử dụng công thức Cramer, tính x

′và y
′ theo x và y

x = x
′ cos θ + y

′ sin θ

y = x
′ sin θ + y

′ cos θ.

2.51 [hint] Giải biện luận hệ phương trình sau theo các tham số α và β

x + y + αz = 0
x + y + βz = 0

αz + βy + z = 0

2.52 [hint] Cho ma trận A = [aij ]3×3với aij = 0 hoặc 1. Tìm giá trị lớn
nhất của det(A).

2.53 [hint] Cho A = [aij ]n×n với aij = 0 hoặc 1. Tìm giá trị lớn nhất của
det(A).

2.54 [hint] Giả sử tổng các phần tử trong mỗi hàng của ma trận A bằng
không. Chứng minh rằng det(A) = 0.

2.55 [hint] Cho A là một ma trận khả nghịch. Chứng minh rằng adj(A)
cũng khả nghịch và

[adj(A)]−1 = 1
det(A)A = adj(A−1).

2.56 [hint] Cho A là một ma trận vuông cỡ n × n. Chứng minh rằng
det [adj(A)] = [det(A)]n−1 .
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2.57 [hint] Biết rằng các số

21375, 38798, 34162, 40223, 79154

đều chia hết cho 19. Không tính tường minh, chứng minh rằng định
thức ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 3 7 5
3 8 7 9 8
3 4 1 6 2
4 0 2 2 3
7 9 1 5 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
chia hết cho 19.

2.58 [hint] Sáng tạo hai bài toán có nội dung tương tự như bài tập trên.

Gợi ý Giải bài tập Chương 2

2.7. A =
[
a b
c d

]
. Tính tường minh det(A), tr(A), tr(A2) theo a, b, c, d.

2.8. Định thức của ma trận bằng không nếu ma trận có một hàng gồm
toàn không hoặc có một cột gồm toàn không.

2.9. Định thức cua ma trận bẳng không nếu ma trận có một hàng gồm
toàn không hoặc có một cột gồm toàn không.

2.11. Quy nạp theo cỡ của ma trận và sử dụng công thức khai triển Laplace
của định thức.

2.12. Ba điểm A, B, và C thẳng hàng khi và chỉ khi hai vec tơ −−→
AB cùng

phương với nhau.

2.13. Để có phương trình đường thẳng, ta cần tìm điều kiện cần và đủ
cho x và y để ba điểm (x, y), (a1, b1) và (a2, b2) thẳng hàng.
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2.17. Định thức cần tính thu được từ định thức cho trong đề bài sau một
số phép biến đổi sơ cấp theo hàng và cột.

2.21. Vì ma trận có rất nhiều phần tử bằng không nên ta sẽ sử dụng
những phép khai triển Laplace một cách thích hợp.

Ngoài ra, hãy tìm cách tính một cách quy nạp, tính D3 qua D2,tính D4
qua D3,. . .

2.23. Sử dụng các phép biến đổi sơ cấp theo hàng hoặc theo cột để đưa
định thức bên vế trái thành định thức bên vế phải.

(a) Quan sát định thức hai vế, ta thấy nên khử các ait ở phần tử hàng 2
và khử các bit ở các phần tử ở hàng 1 của định thức vế bên trái. Ta
có∣∣∣∣∣∣∣

a1 + b1t a2 + b2t a3 + b3t
a1t + b1 a2t + b2 a3t + b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣
(1)=

∣∣∣∣∣∣∣
a1 + b1t a2 + b2t a3 + b3t

b1 − b1t2 b2 − b2t2 b3 − b3t2

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣
(2)= (1 − t2)

∣∣∣∣∣∣∣
a1 + b1t a2 + b2t a3 + b3t

b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣
(3)= (1 − t2)

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣
Ta có đẳng thức (1) vì thực hiện phép biến đổi −tH1 + H2 → H2,
đẳng thức (2) vì các phần tử ở hàng 2 đều có nhân tử (1 − t2),đẳng
thức (3) vì thực hiện phép biến đổi −tH2 + H1 → H1.
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(b) Quan sát định thức ở hai vế ta thấy nên khử các bi ở các phần tử
của cột 1 và khử các ai ở các phần tử của cột 2 của định thức bên vế
trái. Ta có∣∣∣∣∣∣∣

a1 + b1 a1 − b1 c1
a1 + b2 a2 − b2 c2
a3 + b3 a3 − b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣
(1)=

∣∣∣∣∣∣∣
2a1 a1 − b1 c1
2a2 a2 − b2 c2
2a3 a3 − b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣
= 2

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a1 − b1 c1
a2 a2 − b2 c2
a3 a3 − b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣
(2)= −2

∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣
(3)= −2

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣
Ta có đẳng thức (1) vì thực hiện phép biến đổi C2 + C1 → C1, đẳng
thức (2) vì thực hiện phép biến đổi C1 − C2 → C2,đẳng thức (3) vì
thực hiện chuyển vị.

2.28. Cần chia định thức đã cho thành các khối để nó trở thành định thức
của một ma trận tam giác theo khối.

2.39. Mọi ma trận vuông là khả nghịch khi và chỉ khi định thức của nó
khác không.

2.40. Sử dụng định lý Cramer.

2.47. Sử dụng các phép biến đổi sơ cấp trên các hàng hoặc cột của ma
trận để tạo ra cột hoặc hàng có hầu hết phần tử bằng không. Sau đó, khai
triển Laplace theo cột hoặc theo hàng này.

2.48. Theo định nghĩa, ma trận A là phản đối xứng khi và chỉ khi AT =
−A. Tính định thức hai vế.
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2.51. . Khử Gauss ma trận hệ số mở rộng của hệ phương trình tuyến tính,
sau đó biện luận tùy thuộc vào các hệ số đầu của các hàng của ma trận
bậc thang.

2.55. Với một ma trận vuông A bất kỳ, ta có A [adj(A)] = det(A)I.

2.56. Sử dụng công thức A [adj(A)] = det(A)I.

2.57. Quan sát các số chia hết cho 19 cho trong đề bài và các phần tử
trong mỗi hàng của định thức. Mặt khác, theo phân tích cấu tạo số

21375 = 2 · 104 + 1 · 103 + 3 · 102 + 7 · 10 + 5.





3
Không Gian Véctơ Hình Học Rn

3.1 Không gian véctơ Rn

Véc tơ trong R2 và R3

Một véc tơ hình học được hiểu là một đoạn thẳng có hướng. Các véc tơ
hình học trong mặt phẳng R2 và trong không gian R3 đã được học từ toán
học bậc THPT. Véc tơ hình học có nguồn gốc từ vật lý, kỹ thuật, khi mà
chúng ta muốn nói đến những đại lượng không những có độ lớn mà còn có
cả hướng.

Các phép toán trên véc tơ được định nghĩa một cách hình học. Phép cộng
véc tơ được thực hiện nhờ quy tắc tam giác hoặc quy tắc hình bình hành.
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Các véc tơ có thể được số hóa bằng cách trang bị một hệ trục tọa độ Oxy
trong mặt phẳng R2 hoặc một hệ trục tọa độ Oxyz trong R3. Nếu điểm
P1 có tọa độ là (x1, y1, z1), điểm P2 có tọa độ (x2, y2, z2) thì véc tơ −−−→

P1P2
là một véc tơ ba thành phần

−−−→
P1P2 = (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1) .

Tọa độ hóa véc tơ trong không gian R3

Một cách tổng quát, một véc tơ trong R3 là một bộ ba số thực sắp thứ tự
(x, y, z), một véc tơ trong R2 là một cặp hai số thực sắp thứ tự (x, y). Ta
dễ dàng thực hiện phép toán trên véc tơ ở dạng tọa độ

(x1, y1, z1) + (x2, y2, z2) = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2)
k (x, y, z) = (kx, ky, kz) .

Véc tơ trong Rn

Không dễ để tổng quát hóa khái niệm véc tơ hình học, nhưng lại dễ dàng
tổng quát hóa véc tơ ở dạng tọa độ. Ta cho phép số thành phần của véc
tơ là bất kỳ, thay vì là 2 hoặc 3.
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Định nghĩa 3.1.1. Cho n là một số nguyên dương. Một véc tơ n
thành phần là một bộ sắp thứ tự của n số thực

v = (a1, a2, . . . , an) .

Tập hợp tất cả các véc tơ n thành phần là không gian véc tơ Rn.

Các phép toán trên các véc tơ trong Rn được định nghĩa bằng cách mở
rộng tự nhiên cách tính trong R2 và R3.

Định nghĩa 3.1.2. Hai véc tơ v = (a1, a2, . . . , an) và w =
(b1, b2, . . . , bn) trong Rn được gọi là bằng nhau và ký hiệu là v = w
nếu

a1 = b1, a2 = b2, . . . , an = bn.

Định nghĩa 3.1.3. Cho v = (a1, a2, . . . , an) và w = (b1, b2, . . . , bn)
trong Rn và k ∈ R.

� Véc tơ không là véc tơ 0 = (0, 0, . . . , 0).

� Tổng của v với w là v + w = (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn).

� Tích của số k với véc tơ v là kv = (ka1, ka2, . . . , kan).

� Véc tơ đối của v là −v = (−a1, −a2, . . . , −an).

� Hiệu của v với w là v − w = (a1 − b1, a2 − b2, . . . , an − bn).

Ví dụ 3.1.4. Cho các véctơ u = (1, 2, 3, 4), v = (−1, 5, 2, 1) và w =
(6, −2, 1, 3) trong không gian véctơ R4. Tính

(a) v + w

(b) 2(v − 3w)
(c) 2(u − v) − (3v + w)

Giải. (a) Ta có

v + w = (−1, 5, 2, 1) + (6, −2, 1, 3)
= (−1 + 6, 5 + (−2), 2 + 1, 1 + 3)
= (5, 3, 3, 4).
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(b) Ta có
v − 3w = (−1, 5, 2, 1) − 3(6, −2, 1, 3)

= (−2, 5, 2, 1) − (18, −6, 3, 9)
= (−19, 11, −1, −8)

Suy ra
2(v − 3w) = 2(−19, 11, −1, −8)

= (−38, 22, −2, −16).

(c) Ta có
2(u − v) − (3v + w) = 2u − 2v − 3v − w

= 2u − 5v − w

Do đó, véctơ cần tính là

2(1, 2, 3, 4) − 5(−1, 5, 2, 1) − (6, −2, 1, 3)
= (2, 4, 6, 8) − (−5, 25, 10, 5) − (6, −2, 1, 3)
= (1, −19, −5, 0).

Sau đây là các tính chất cơ bản nhất của phép toán véc tơ.

Định lý 3.1.5. Cho u, v, w là các véc tơ trong Rn và k, m là các số
thực. Khi đó

(a) u + v = v + u

(b) (u + v) + w = u + (v + w)
(c) u + 0 = u = 0 + u

(d) u + (−u) = 0
(e) k (u + v) = ku + kv

(f) (k + m) u = ku + mu

(g) k (mu) = (km) u

(h) 1u = u.

Các tính chất này đã được sử dụng một cách thường xuyên trong R2 và R3.
Ta có thể dự đoán rằng chúng vẫn đúng trong Rn tổng quát. Tuy nhiên,
để chắc chắn, cần phải thực hiện chứng minh.

Mệnh đề sau có thể được chứng minh dựa vào định nghĩa, hoặc dựa vào
các tính chất cơ bản được mô tả trong định lý trên.
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Mê.nh đề 3.1.6. Cho v là một véc tơ trong Rn và k ∈ R. Khi đó

(a) 0v = 0
(b) k0 = 0
(c) (−1) v = −v.

Bài tập

3.1 [hint] Cho các véctơ u = (−1, 3, 7, 2), v = (2, 1, −4, 3) và w =
(−5, −3, 1, 2) trong không gian véctơ R4. Tìm véctơ x ∈ R4 thỏa
mãn

2u − 3v + w = 3(x + v).

3.2 [hint] Tìm a và b để hai véctơ sau cùng phương với nhau

u = (−2, 1, 0, a, 4), v = (6, b, 0, 5, −12).

3.3 [hint] Cho các véctơ u = (−1, 1, 0, 1, 2) và v = (2, 0, 1, 3, −2). Tìm
các số thực a và b trong biểu thị tuyến tính

(7, −1, 3, 8, −8) = au + bv.

3.4 [hint] Trong không gian véctơ R4, véctơ (2, −2, 1, 3) có phải là một
tổ hợp tuyến tính của các véctơ

v1 = (−2, 0, 1, 1), v2 = (1, 0, 1, 0), v3 = (1, 0, 2, 2).

hay không?

3.5 [hint] Xác định khẳng định đúng tỏng các phát biểu, trong đó u,v và
w là các véctơ có cùng số thành phần.

(a) Các véctơ (u + v) + w và u + (v + w) bằng nhau.
(b) Các véctơ (a, b) và (a, b, 0) bằng nhau.
(c) Nếu k là một vô hướng và v là một véctơ thì hai véctơ v và kv

cùng phương với nhau khi và chỉ khi k ≥ 0.

3.6 [hint] Xác định khẳng định đúng trong các phát biểu sau, trong đó
u, v và w là các véctơ có cùng số thành phần.
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(a) Trong các không gian véctơ R2 và R3, các véctơ cùng phương
và cùng độ dài là bằng nhau.

(b) Nếu u + v = u + w thì v = w.
(c) Các tổ hợp tuyến tính au + bv và cu + dv bằng nhau khi và chỉ

khi a = c và b = d.

3.2 Tích vô hướng Euclid

Các khái niệm độ dài của véc tơ, góc giữa hai véc tơ và tích vô hướng của
hai véc tơ có thể dễ dàng được tổng quát hóa từ R2 và R3 đến Rn với n
bất kỳ. Vì độ dài và góc có thể định nghĩa qua tích vô hướng, nên ta bắt
đầu và nhấn mạnh vào tích vô hướng.

Công thức tính vô hướng của hai véc tơ trong R2 và R3 lần lượt là

(a1, a2) · (b1, b2) = a1b1 + a2b2

(a1, a2, a3) · (b1, b2, b3) = a1b1 + a2b2 + a3b3.

Định nghĩa 3.2.1. Tích vô hướng Euclid của hai véc tơ u =
(a1, a2, . . . , an) và v = (b1, b2, . . . , bn) trong Rn là

u · v = a1b1 + a2b2 + · · · + anbn.

Tích vô hướng Euclid trong Rn có các tính chất cơ bản giống như tích vô
hướng quen thuộc trong R2 và R3.

Định lý 3.2.2. Cho u, v, w là các véc tơ trong Rn, và k ∈ R. Khi đó

(a) u · v = v · u

(b) u · (v + w) = u · v + u · w

(c) k (u · v) = (ku) · v

(d) v · v ≥ 0 và v · v = 0 khi khi và chỉ v = 0.

Chứng minh. Đặt u = (a1, a2, . . . , an) , v = (b1, b2, . . . , bn) và w = (c1, c2, . . . , cn).

(a) Sử dụng tính chất giao hoán của phép nhân các số, ta có

u · v = a1b1 + a2b2 + · · · + anbn

= b1a1 + b2a2 + · · · + bnan



3.2. TÍCH VÔ HƯỚNG EUCLID 149

= v · u.

(b) Ta có
v + w = (b1 + c1, b2 + c2, . . . , bn + cn) .

Sử dụng tính chất phân phối giữa hai phép toán cộng và nhân, ta có

u · (v + w) = a1 (b1 + c1) + a2 (b2 + c2) + · · · + an (bn + cn)
= (a1b1 + a1c1) + (a2b2 + a2c2) + · · · + (anbn + ancn)
= (a1b1 + a2b2 + · · · + anbn) + (a1c1 + a2c2 + · · · + ancn)
= u · v + u · w.

(c) Ta có

k (u · v) = k (a1b1 + a2b2 + · · · + anbn)
= ka1b1 + ka2b2 + · · · + kanbn

= (ku) · v

(d) Ta có
v · v = b2

1 + b2
2 + · · · + b2

n.

Suy ra v · v ≥ 0 với mọi v. Hơn nữa, v · v = 0 khi và chỉ khi bi = 0 với mọi
i = 1, 2, . . . , n, tức là v = 0.

Sử dụng kết quả trên, không cần sử dụng định nghĩa của tích vô hướng
Euclid, ta chứng minh được khẳng định sau.

Mê.nh đề 3.2.3. Cho u, v, w là các véc tơ trong Rn và k ∈ R. Khi
đó

(a) 0 · v = 0 = v · 0.
(b) (u + v) · w = u · w + v · w.
(c) u · (v − w) = u · v − u · w.
(d) (u − v) · w = u · w − v · w.
(e) k (u · v) = u · (kv).

Ví dụ 3.2.4. Cho u, v là các véc tơ trong Rn với

u · u = 1, u · v = 2, v · v = 3.

Tính (u − 2v) · (2u + 4v).
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Định nghĩa 3.2.5. Độ dài Euclid của một véc tơ v =
(a1, a2, . . . , an) trong Rn là

|v| =
√

v · v =
√

a2
1 + a2

2 + · · · + a2
n.

Ví dụ 3.2.6. Tính độ dài của véc tơ v = (2, −1, 3, −5) trong R4.

Giải. Ta có

v · v = (2)2 + (−1)2 + (3)2 + (−5)2 = 39.

Suy ra, độ dài của véc tơ v là |v| =
√

v · v =
√

39.

Các tính chất cơ bản của độ dài sau đây được suy ra từ tính chất của tính
vô hướng Euclid.

Định lý 3.2.7. Cho v là một véc tơ trong Rn và v ∈ R. Khi đó

(a) |v| ≥ 0.
(b) |v| = 0 khi và chỉ khi v = 0.
(c) |kv| = |k| |v|

Định lý 3.2.8 (Bất đẳng thức Cauchy-Schwarz). Cho các véc tơ
u = (a1, a2, . . . , an) và v = (b1, b2, . . . , bn) trong Rn. Khi đó

|u · v| ≤ |u| |v| .

Ở dạng tọa độ, ta có

|a1b1 + a2b2 + · · · + anbn| ≤
√

a2
1 + a2

2 + · · · + a2
n

√
b2

1 + b2
2 + · · · + b2

n

Gợi ý Giải bài tập Chương 3



4
Không Gian Véctơ Tổng Quát

4.1 Không gian véctơ tổng quát

Trong mục này, chúng ta định nghĩa khái niệm không gian véc tơ tổng
quát, và trình bày một số ví dụ cơ bản về không gian véc tơ. Nhắc lại rằng
trong chương trình toán học THPT, véc tơ được hiểu một cách hình học là
một đoạn thẳng có hướng. Sau khi tọa độ hóa mặt phẳng và không gian,
véc tơ trở thành một cặp số thực, hoặc một bộ sắp thứ tự của 3 số thực.
Ta có thể mở rộng các véc tơ 2 hoặc 3 thành phần này thành các véc tơ n
thành phần. Các véc tơ n thành phần này có các tính chất cơ bản giống
hệt như véc tơ 2 hoặc 3 thành phần. Sử dụng các tính chất cơ bản này
như là các tiên đề, ta nhận được khái niệm không gian véc tơ tổng quát.

Các tiên đề không gian véc tơ

Định nghĩa 4.1.1. Cho V là một tập hợp không rỗng bất kỳ, trang
bị hai phép toán gọi là phép cộng và phép nhân với vô hướng. Phép
cộng là một quy tắc tạo ra một phần tử u + v với mọi u, v ∈ V ;
phép nhân với vô hướng là một quy tắc tạo ra một phần tử av với
mọi a ∈ R và v ∈ V .
Tập hợp V trang bị hai phép toán này được gọi là một không gian
véc tơ và các phần tử của V được goi là các véc tơ nếu với mọi
u, v, w trong V và với mọi vô hướng k, m, các tiên đề sau đây được
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thỏa mãn.

1. (V1) Nếu u và v là các phần tử của V thì u + v cũng là một
phần tử của V .

2. (V2) u + v = v + u.
3. (V3) u + (v + w) = (u + v) + w.
4. (V4) Tồn tại một phần tử 0, gọi là véc tơ không, trong V , gọi

là véc tơ không, sao cho 0 + u = u = u + 0.
5. (V5) Với mọi phần tử u ∈ V , tồn tại một phần tử −u ∈ V , gọi

là véc tơ đối của u, sao cho u + (−u) = 0 = (−u) + u.
6. (V6) Với mọi vô hướng k và mọi phần tử u ∈ V , tích ku cũng

thuộc V .
7. (V7) k (u + v) = ku + kv

8. (V8) (k + m) u = ku + mu

9. (V9) k (mu) = (km) u

10. (V10) 1u = u.

Theo định nghĩa, mỗi phần tử trong một không gian véc tơ được gọi là
một véc tơ. Như vậy, các đối tượng mà trên đó ta có thể thực hiện các
phép toán cộng, và nhân với vô hướng, sao cho các phép toán này có các
tiên đề bên trên đều gọi là véc tơ.

Phép toán trừ của các véc tơ được định nghĩa sử dụng phép toán cộng và
véc tơ đối:

u − v = u + (−v) .

Trong định nghĩa trên, mỗi vô hướng được hiểu là một số thực, và ta có
khái niệm không gian véc tơ thực.

Bằng cách cho phép mỗi vô hướng là một số phức, ta sẽ có khái niệm
không gian véc tơ phức. Tương tự, nếu lấy vô hướng là các số hữu tỉ, ta sẽ
có khái niệm không gian véc tơ hữu tỉ. Một cách tổng quát, ta có thể định
nghĩa không gian véc tơ mà vô hướng là các phần tử thuộc một trường số
bất kỳ. Ở đây, một trường số là một tập số mà trên đó ta có thể thực hiện
bốn phép toán số học cộng, trừ, nhân, chia giống như với các số thực, số
phức, số hữu tỉ.

Trong giáo trình này, ta chủ yếu xét các không gian véc tơ thực. Không
gian véc tơ phức chỉ được đề cập một cách sơ lược ở một số mục.
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Các bước chứng minh một tập hợp trang bị hai phép toán là một
không gian véc tơ

1. Bước 1. Xác định tập V mà ta muốn chứng minh nó là một
không gian véc tơ.

2. Bước 2. Xác định phép toán cộng và phép toán nhân với vô
hướng trên V .

3. Bước 3. Kiểm tra hai tiền đề (V1) và (V6). Tiên đề (V1) được
gọi là đóng với phép cộng, tiên đề (V6) được gọi là đóng
với phép nhân với vô hướng.

4. Bước 4. Kiểm tra 8 tiên đề còn lại.

Lưu ý rằng cần phải kiểm tra đầy đủ cả 10 tiên đề. Chỉ cần một tiên đề
không thỏa mãn, thì tập hợp V trang bị hai phép toán cộng và nhân với vô
hướng không phải là một không gian véc tơ. Trong trường hợp này, trong
phần chứng minh, ta chỉ cần chỉ rõ tiên đề không thỏa mãn.

Việc kiểm tra cả 10 tiên đề thường khá dài, mặc dù không khó.

Ví dụ cơ bản và quan trọng nhất về các không gian véc tơ, là các không
gian véc tơ Rn sau đây. Các không gian véc tơ R2 và R3 đã được học chi
tiết trong chương trình toán học THPT. Các không gian véc tơ Rn là sự
tổng quát hóa trực tiếp của R2 và R3 khi mà chúng ta không giới hạn số
thành phần trong một véc tơ là 2 hoặc 3.

Ví dụ 4.1.2. Với mỗi số nguyên dương n, tập hợp

Rn = {(a1, a2, . . . , an) : các ai thuộc R với mọi i = 1, 2, . . . , n}

là một không gian véc tơ với hai phép toán cộng và nhân với vô
hướng cho bởi

(a1, a2, . . . , an) + (b1, b2, . . . , bn) = (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn)
k (a1, a2, . . . , an) = (ka1, ka2, . . . , kan) .

Trong không gian véc tơ Rn, mỗi véc tơ là một bộ sắp thứ tự của n
số thực.

Giải. Vì tổng của hai số thực và tích của hai số thực lại là số thực, nên
tổng u + v và tích ku thuộc Rn với mọi u, v ∈ Rn và k ∈ R. Như vậy, hai
tiên đề (V1) và (V6) thỏa mãn.
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Ta kiểm tra 8 tiên đề còn lại như sau. Cho k, m ∈ R và

u = (a1, a2, . . . , an) , v = (b1, b2, . . . , bn) , w = (c1, c2, . . . , cn)

trong Rn bấy kỳ.

▷ Chứng minh tiên đề (V2): u + v = v + u. Ta có

u + v = (a1, a2, . . . , an) + (b1, b2, . . . , bn)
= (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn)
= (b1 + a1, b2 + a2, . . . , bn + an)
= (b1, b2, . . . , bn) + (a1, a2, . . . , an)
= v + u.

Ta đã sử dụng tính chất giao hoán của phép cộng trong đẳng thức thứ ba.

▷ Chứng minh tiên đề (V3): u + (v + w) = (v + u) + w. Ta có

u + (v + w) = (a1, a2, . . . , an) + ((b1, b2, . . . , bn) + (c1, c2, . . . , cn))
= (a1, a2, . . . , an) + (b1 + c1, b2 + c2, . . . , bn + cn)
= (a1 + (b1 + c1) , a2 + (b2 + c2) , . . . , an + (bn + cn))
= ((a1 + b1) + c1, (a2 + b2) + c2, . . . , (an + bn) + cn)
= (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn) + (c1, c2, . . . , cn)
= ((a1, a2, . . . , an) + (b1, b2, . . . , bn)) + (c1, c2, . . . , cn)
= (u + v) + w.

Ta đã sử dụng tính chất kết hợp của phép toán cộng số thực trong đẳng
thức thứ tư.

▷ Chứng minh tiên đề (V4): tồn tại véc tơ không 0. Đặt 0 = (0, 0, . . . , 0).
Ta có

u + 0 = (a1, a2, . . . , an) + (0, 0, . . . , 0)
= (a1 + 0, a2 + 0, . . . , an + 0)
= (a1, a2, . . . , an)
= u,

0 + u = u + 0
= u.

Do đó, véc tơ không là 0 = (0, 0, . . . , 0).

▷ Chứng minh tiên đề (V5): tồn tại véc tơ đối. Đặt

−u = − (a1, a2, . . . , an) = (−a1, −a2, . . . , −an) .
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Ta có

u + (−u) = (a1, a2, . . . , an) + (−a1, −a2, . . . , −an)
= (a1 + (−a1) , a2 + (−a2) , . . . , an + (−an))
= (0, 0, . . . , 0)
= 0,

(−u) + u = u + (−u)
= 0.

Do đó, véc tơ đối của véc tơ u = (a1, a2, . . . , an) là −u = (−a1, −a2, . . . , −an).

▷ Chứng minh tiên đề (V7): k (u + v) = ku + kv. Ta có

k (u + v) = k ((a1, a2, . . . , an) + (b1, b2, . . . , bn))
= k (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn)
= (k (a1 + b1) , k (a2 + b2) , . . . , k (an + bn))
= (ka1 + kb1, ka2 + kb2, . . . , kan + kbn)
= (ka1, ka2, . . . , kan) + (kb1, kb2, . . . , kbn)
= k (a1, a2, . . . , an) + k (b1, b2, . . . , bn)
= ku + kv

▷ Chứng minh tiên đề (V8): k (u + v) = ku + kv. Ta có

(k + m) u = (k + m) (a1, a2, . . . , an)
= ((k + m) a1, (k + m) a2, . . . , (k + m) an)
= (ka1 + ma1, ka2 + ma2, . . . , kan + man)
= (ka1, ka2, . . . , kan) + (ma1, ma2, . . . , man)
= k (a1, a2, . . . , an) + m (b1, b2, . . . , bn)
= ku + mu

▷ Chứng minh tiên đề (V8): k (mu) = (km) u. Ta có

k (mu) = k (m (a1, a2, . . . , an))
= k (ma1, ma2, . . . , man)
= (k (ma1) , k (ma2) , . . . , k (man))
= ((km) a1, (km) a2, . . . , (km) an)
= (km) (a1, a2, . . . , an)
= (km) u

▷ Chứng minh tiên đề (V10): 1u = u. Ta có
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1u = 1 (a1, a2, . . . , an)
= (1a1, 1a2, . . . , 1an)
= (a1, a2, . . . , an)
= u.

Vì cả 10 tiên đề không gian véc tơ đều thỏa mãn, nên Rn với hai phép
toán cộng và nhân với vô hướng như trên là một không gian véc tơ.

Trong ví dụ trên, chứng minh là không khó, nhưng dài và phải làm cẩn
thận, sử dụng chính xác định nghĩa.

Ta mong muốn có cách làm nào đó tổng quát và hiệu quả hơn để chứng
minh một tập hợp trang bị hai phép toán cộng và nhân với vô hướng lập
thành một không gian véc tơ, thay vì phải lặp đi lặp lại việc kiểm tra đầy
đủ cả 10 tiên đề không gian véc tơ.

Ví dụ 4.1.3. Cho R∞ là tập hợp các dãy vô hạn các số thực

(a1, a2, . . . , an, . . .) .

Trên tập hợp này, tran bị hai phép toán cộng và nhân với vô hướng
như sau

(a1, a2, . . . , an, . . .) + (b1, b2, . . . , bn, . . .) = (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn, . . .)
k (a1, a2, . . . , an, . . .) = (ka1, ka2, . . . , kan, . . .) .

Khi đó, R∞ là một không gian véc tơ. Trong không gian véc tơ R∞,
mỗi véc tơ là một dãy số thực.

Ví dụ 4.1.4. Cho {0} là một tập hợp có đúng một phần tử. Ta định
nghĩa hai phép toán cộng và nhân với vô hướng trên {0} bởi công
thức

0 + 0 = 0, k0 = 0

với mọi k ∈ R. Khi đó {0} trở thành một không gian véc tơ, gọi là
không gian véc tơ không. Đây là không gian véc tơ có ít phần tử
nhất có thể.
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Ví dụ 4.1.5. Tập hợp M2×2 của các ma trận vuông cỡ 2 × 2 với hệ
số thực là một không gian véc tơ với hai phép toán cộng ma trận
và nhân số với ma trận quen thuộc[

a11 a12
a21 a22

]
+
[
b11 b12
b21 b22

]
=
[
a11 + b11 a12 + b12
a21 + b21 a22 + b22

]

k

[
a11 a12
a21 a22

]
=
[
ka11 ka12
ka21 ka22

]

Véc tơ không trong M2×2 chính là ma trận không

0 =
[
0 0
0 0

]
.

Véc tơ đối cho bởi công thức

−
[
a11 a12
a21 a22

]
=
[
−a11 −a12
−a21 −a22

]
.

Trong không gian véc tơ M2×2, mỗi véc tơ là một ma trận vuông cỡ
2 × 2.

Ví dụ 4.1.6. Tập hợp Mm×n các ma trận cỡ m × n với hệ số thực
là một không gian véc tơ vơí hai phép toán cộng ma trận và nhân
số với ma trận quen thuộc.

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . .
. . . . . .

am1 am2 . . . amn

+


b11 b12 . . . b1n

b21 b22 . . . b2n

. . . . . .
. . . . . .

bm1 bm2 . . . bmn

 =


a11 + b11 a12 + b12 . . . a1n + b1n

a21 + b21 a22 + b22 . . . a2n + b2n

. . . . . .
. . . . . .

am1 + bm1 am2 + bm2 . . . amn + bmn



k


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . .
. . . . . .

am1 am2 . . . amn

 =


ka11 ka12 . . . ka1n

ka21 ka22 . . . ka2n

. . . . . .
. . . . . .

kam1 kam2 . . . kamn

 .

Trong không gian véc tơ Mm×n, mỗi véc tơ là một ma trận cỡ m×n.
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Ví dụ 4.1.7. Kí hiệu F (−∞, ∞) là tập hợp các hàm số nhận giá
trị thực xác định trên (−∞, ∞). Ta định nghĩa phép toán cộng
hai hàm số và phép toán nhân số với một hàm số như sau. Cho
f, g∈F (−∞, ∞) và k ∈ R. Hai hàm f + g và kf cho bởi

(f + g) (x) = f(x) + g(x), (kf) (x) = kf (x)

với mọi x.
Trang bị hai phép toán này, tập hợp F (−∞, ∞) trở thành một
không gian véc tơ.
Trong không gian véc tơ F (−∞, ∞), mỗi véc tơ là một hàm số.

Ví dụ 4.1.8. Trên tập hợp R2, định nghĩa hai phép toán cộng và
nhân với vô hướng như sau

(a1, a2) + (b1, b2) = (a1 + b1, a2 + b2) , k (a1, a2) = (ka1, 0) .

Như vậy, phép toán cộng vẫn được thực hiện trên các thành phần
tương ứng như thông thường, nhưng phép toán nhân thì hơi bất
thường, vô hướng k chỉ được nhân vào thành phần thứ nhất, còn
thành phần thứ hai của tích lại luôn là số không.

1. Cho u = (2, 4) , v = (−3, 5) và k = 7. Tính u + v và ku.
2. Chứng minh rằng R2 trang bị hai phép toán như trên không

phải là một không gian véc tơ.

Giải. (a) Theo đúng định nghĩa, ta có

u + v = (2, 4) + (−3, 5) = (2 + (−3) , 4 + 5) = (−1, 9)

và
ku = 7 (−3, 5) = (7 (−3) , 0) = (−21, 0) .

(b) Ta sẽ chỉ ra rằng tiên đề (V10) không thỏa mãn. Thật vậy, với u =
(a1, a2), ta có

1u = 1 (a1, a2) = (1a1, 0) = (a1, 0) .

Do đó 1u ̸= u với mọi véc tơ u có a2 ̸= 0. Ví dụ 1(2, 3) = (2, 0) ̸= (2, 3).

Ta có thể kiểm chứng rằng tập hợp R2 trang bị hai phép toán cộng và
nhân với vô hướng như trên thỏa mãn cả 9 tiên đề không gian véc tơ còn
lại.
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Ví dụ 4.1.9. Trên tập hợp R+ của các số thực dương, định nghĩa
hai phép toán cộng và nhân với vô hướng như sau

u ⊕ v = uv, k ⊙ u = uk.

Ta không sử dụng cách ký hiệu u + v và ku thông thường vì chúng
sẽ gây hiểu nhầm với hai phép toán cộng và nhân thông trường.
Trang bị hai phép toán này, R+ trở thành một không gian véc tơ
với:

� véc tơ không là số 1,

� véc tơ đối của u là 1
u .

Trong không gian véc tơ R+ này, mỗi số thực là một không gian véc
tơ.

Giải. Cho u, v, w ∈ R+ và k, m ∈ R.

Khi đó
u ⊕ v = uv ∈ R+, k ⊙ u = uk ∈ R+.

Suy ra, hai tiên đề (V1) và (V6) thỏa mãn. Tiếp theo, ta kiểm tra 8 tiên
đề còn lại.

▷ Chứng minh tiên đề (V2): u ⊕ v = v ⊕ u. Ta có

u ⊕ v = uv = vu = v ⊕ u.

▷ Chứng minh tiên đề (V3): u ⊕ (v ⊕ w) = (u ⊕ v) ⊕ w. Ta có

u ⊕ (v ⊕ w) = u ⊕ (vw) = u (vw) = (uv) w = (u ⊕ v) w = (u ⊕ v) ⊕ w.

▷ Chứng minh tiên đề (V4): tồn tại véc tơ không. Ta sẽ chứng minh số
thực 1 chính là véc tơ không. Ta có

u ⊕ 1 = u1 = u, 1 ⊕ u = 1u = u.

▷ Chứng minh tiên đề (V5): tồn tại véc tơ đối. Véc tơ đối của u là 1
u . Thật

vậy
u ⊕ 1

u
= u · 1

u
= 1,

1
u

⊕ u = 1
u

· u = 1.

Vì 1 là véc tơ không, nên 1
u là véc tơ đối của u.
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▷ Chứng minh tiên đề (V7): k ⊙ (u ⊕ v) = k ⊙ u ⊕ k ⊙ v. Ta có

k ⊙ (u ⊕ v) = k ⊙ (uv) = (uv)k = ukvk = uk ⊕ vk = k ⊙ u ⊕ k ⊙ v.

▷ Chứng minh tiên đề (V8): (k + m) ⊙ u = k ⊙ u ⊕ m ⊙ u. Ta có

(k + m) ⊙ u = uk+m = ukum = uk ⊕ um = k ⊙ u ⊕ m ⊙ u.

▷ Chứng minh tiên đề (V9): k ⊙ (m ⊙ u) = (km) ⊙ u. Ta có

k ⊙ (m ⊙ u) = k ⊙ (um) = (um)k = ukm = (km) ⊙ u.

▷ Chứng minh tiên đề (V10): 1 · u = u. Ta có

1 ⊙ u = u1 = u.

Vì cả 10 tiên đề không gian vé tơ đều thỏa mãn, nên tập hợp R+ các số
thực dương trang bị hai phép toán như trên là một không gian véc tơ.

Ví dụ này cho thấy rằng véc tơ không của không gian véc tơ có thể không
liên quan gì đến số không. Véc tơ không và véc tơ đối phụ thuộc vào cách
định nghĩa phép toán cộng của không gian véc tơ.

Một số tính chất của véc tơ

Tất cả các khẳng định liên quan đến véc tơ mà không phải là tiên đề thì
đều cần phải chứng minh. Chứng minh cần dựa vào các tiên đề, và các lập
luận logic.

Mê.nh đề 4.1.10. Cho V là một không gian véc tơ, u, v, w ∈ V . Khi
đó

(a) Nếu u + v = u + w thì v = w.
(b) Nếu u + v = w thì u = w − v.

Chứng minh. (a) Cộng −u vào hai vế của đẳng thức u + v = u + w, ta
được

−u + (u + v) = −u + (u + w) .
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Sử các tiên đề véc tơ, ta được

−u + (u + v) = ((−u) + u) + v = 0 + v = v,

−u + (u + w) = ((−u) + u) + w = 0 + w = w.

Suy ra v = w.
(b) Cộng −v vào hai vế của đẳng thức u + v = w, ta được

(u + v) + (−v) = w + (−v) .

Sử dụng các tiên đề véc tơ, ta được

(u + v) + (−v) = u + (v + (−v)) = u + 0 = u.

Mặt khác, theo định nghĩa phép trừ véc tơ w − v = w + (−v). Suy ra
u = w − v.

Mê.nh đề 4.1.11. Cho V là một không gian véc tơ, u ∈ V và k là
một vô hướng. Khi đó:

(a) 0u = 0
(b) k0 = 0
(c) Nếu ku = 0 thì k = 0 hoặc u = 0.
(d) (−1) u = −u

Chứng minh. (a) Ta có

0u + 0u = (0 + 0) u = 0u.

Đẳng thức 0u + 0u = 0u kéo theo 0u = 0.
(b) Ta có

k0 + k0 = k (0 + 0) = k0.

Đẳng thức k0 + k0 = k0 kéo theo k0 = 0.
(c) Giả sử ku = 0 và k ̸= 0. Ta sẽ chứng minh u = 0. Ta có

u = 1u =
(1

k
· k

)
u = 1

k
(ku) = 1

k
0 = 0.

(d) Đẳng thức (−1) u = −u có nghĩa là (−1) u là véc tơ đối của véc tơ u.
Ta có

u + (−1) u = 1u + (−1) u = (1 + (−1)) u = 0u = 0.

Do đó (−1) u là véc tơ đối của u.
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Bài tập

4.1 [hint] Trên tập hợp V = R2 = {(a, b) : a, b ∈ R}, định nghĩa hai phép
toán

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2) , k(a, b) = (ka, 0).

(a) Tính u + v và ku với u = (1, 2), v = (−1, 4) và k = 5.
(b) Trang bị hai phép toán trên, V có là một không gian véctơ

không? Vì sao?

4.2 [hint] Trên tập hợp V = R2 = {(a, b) : a, b ∈ R}, định nghĩa hai phép
toán

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2 + 1, b1 + b2 + 1) , k(a, b) = (ka, kb).

(a) Tính u + v và ku với u = (1, 2), v = (−3, 4) và k = 2.
(b) Trang bị hai phép toán trên, V có là một không gian véctơ

không? Vì sao?

4.3 [hint] Trên tập hợp V = R2, định nghĩa hai phép toán

(a1, b1)+(a2, b2) = (a1 + a2 + 1, b1 + b2 + 1) , k(a, b) = (ka+k−1, kb+k−1).

Ta chứng minh được rằng V cùng với hai phép toán này là một không
gian véctơ.

(a) Chứng minh rằng phần tử (0, 0) không phải véctơ không của
không gian véctơ V .

(b) Tìm véctơ không của không gian V .
(c) Một sinh viên khẳng định rằng véctơ đối của véctơ (a, b) trong

V là (−a − 1, −b − 1) vì

(a, b)+(−a−1, −b−1) = (a + (−a − 1) + 1, b + (−b − 1) + 1) = (0, 0).

Khẳng định này có đúng hay không? Nếu không, tìm véctơ đối
của véctơ (a, b) trong V .

4.4 [hint] Trên tập hợp V các cặp số thực (a, b) với b > 0, định nghĩa hai
phép toán

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1b2) , k(a, b) = (ka, bk).

Chứng minh rằng V là một không gian véctơ với véctơ không là
(0, 1).
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Bài tập tổng hợp

4.5 [hint] Cho V là một không gian véctơ.

(a) Tính duy nhất của véctơ không của V được chứng minh như
sau. Giả sử 0 và 0̃ là hai véctơ không của V . Khi đó

0 (1)= 0 + 0̃ (2)= 0̃.

Giải thích các đẳng thức (1) và (2).
(b) Phương trình x + u = v trong V được giải như sau.

x + u = v
(3)⇐⇒ x = v + (−u) (4)⇐⇒ x = v − u.

Giải thích các biến đổi tương đương (3) và (4).
(c) Phép cộng véctơ thỏa mãn luật giản ước, tức là u + w = v + w

kéo theo u = v. Điều này được chứng minh như sau

u + w = v + w
(5)=⇒ u + w + (−w) = v + w + (−w)
(6)=⇒ u = v

Giải thích biến đổi suy ra (5) và (6).

4.6 [hint] Cho V là một không gian véctơ. Cho v ∈ V và k ∈ R.

(a) Một chứng minh của đẳng thức 0v = 0 được thực hiện như sau

0v
(1)= (0 + 0)v (2)= 0v + 0v

(3)⇒ 0v = 0

Giải thích các đẳng thức (1), (2) và phép suy ra (3).
(b) Chứng minh rằng k0 = 0 trong đó 0 là véctơ không của V .
(c) Giả sử k ̸= 0 và kv = 0. Chứng minh rằng v = 0.

Cho V và W là các không gian véctơ. Trên tập hợp

V × W = {(v, w) | v ∈ V, w ∈ W}

định nghĩa các phép toán

(v1, w1) + (v2, w2) = (v1 + v2, w1 + w2) , k(v, w) = (kv, kw).

Ta thấy rằng các phép toán cộng và nhân này được thực hiện trên từng
thành phần của mỗi phần tử của V × W . Trang bị hai phép toán này,
V × W trở thành một không gian véctơ. Không gian véctơ V × W được
gọi là tích trực tiếp của V và W .
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4.7 [hint] Cho V và W là các không gian véctơ và V × W là tích trực
tiếp của V và W . Chứng minh các khẳng định sau.

(a) véctơ không của V ×W là (0V , 0W ) trong đó 0V là véctơ không
của V và 0W là véctơ không của W .

(b) véctơ đối của một véctơ (v, w) trong V × W là (−v, −w).

4.8 [hint] Cho V và W là các không gian véctơ. Chứng minh rằng tích
phân phối của phép nhân với phép cộng véctơ được thực hiện như
sau

k [(v1, w1) + (v2, w2)] (a)= k (v1 + v2, w1 + w2)
(b)= (k(v1 + v2), k(w1 + w2))
(c)= (kv1 + kv2, kw1 + kw2)
(d)= (kv1, kw1) + (kv2, kw2)
(e)= k (v1, w1) + k (v2, w2)

Hãy giải thích các đẳng thức (a), (b), ..., (e).

Tích trực tiếp là một kĩ thuật quan trọng để xây dựng các không gian
véctơ mới. Ví dụ, tích trực tiếp của R2 với P2 là R2 × P2. Mỗi véctơ của
R2 × P2 là một cặp (v, p) với v ∈ R2 là một cặp số thực và p ∈ P2 là một
đa thức có bậc không quá 2. Cụ thể hơn, mỗi véctơ của R2 × P2 đều có
dạng (

(a, b), c + dx + ex2
)

trong đó a, b, c, d, e là các số thực bất kì.
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4.2 Không gian véctơ con

Trong lý thuyết các không gian véc tơ, với mỗi không gian véc tơ, ta quan
tâm đến một số tập con đặc biệt, gọi là không gian con.

Định nghĩa 4.2.1. Cho V là một không gian véc tơ. Một tập con
W của V được gọi là một không gian con nếu W là một không
gian véc tơ với hai phép toán cộng và nhân với vô hướng xác định
trên V .

Ví dụ 4.2.2. Cho V là một không gian véc tơ.

� Tập con {0} của V bao gồm đúng véc tơ không là một không
gian con của V . Đây là không gian con nhỏ nhất của V . Ta
gọi {0} là không gian con không của V .

� Không gian con lớn nhất của V chính là V .

Theo đúng định nghĩa này, để chứng minh một tập con là một không gian
con, ta phải chứng minh nó là một không gian véc tơ, và do đó, phải kiểm
tra 10 tiên đề. Tuy nhiên, hầu hết các tiên đề đó tự động thỏa mãn, vì
chúng đã thỏa mãn trên không gian véc tơ ban đầu. Mệnh đề sau cho biết
các tiên đề mà ta phải thực sự kiểm tra.

Mê.nh đề 4.2.3 (Tiêu chuẩn không gian con). Cho V là một không
gian véc tơ và W là một tập con của V . Khi đó, W là một không
gian con nếu và chỉ nếu nó thỏa mãn các điều kiện sau:

1. W chứa véc tơ không của V , tức là 0 ∈ W .
2. W đóng đối với phép toán cộng, tức là u + v ∈ W với mọi

u, v ∈ W .
3. W đóng đối với phép nhân với vô hướng, tức là ku ∈ W với

mọi u ∈ W và k ∈ R.

Nhắc lại rằng theo định nghĩa mọi không gian con của một không gian
véc tơ cũng là một không gian véc tơ. Hầu hết các không gian véc tơ mà
chúng ta gặp sẽ là không gian con của một không gian véc tơ quen thuộc.
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Ví dụ 4.2.4. Trong các không gian véc tơ R2 và R3, một đường
thẳng là một không gian con nếu và chỉ nếu đường thẳng này đi
qua gốc tọa độ.

Từ các ví dụ trên, ta thấy rằng. Các tập con sau là các không gian con
của R2

� {0}

� R2

� các đường thẳng đi qua gốc tọa độ.

Các tập con sau là các không gian con của R3.

� {0}

� R3

� các đường thẳng đi qua gốc tọa độ

� các mặt phẳng đi qua gốc tọa độ.

Sau này, ta sẽ chứng minh được rằng các trường hợp bên trên là tất cả
các không gian con của R2 và R3.

Ví dụ 4.2.5. Trong không gian véc tơ R2, góc phần tư thứ nhất, tức
là tập con

W =
{

(a1, a2) ∈ R2 : a1 ≥ 0 và a2 ≥ 0
}

không phải là một không gian con.

Giải. Tập W này không đóng kín đối với phép toán nhân với vô hướng.

Ví dụ 4.2.6. Xác định các không gian véctơ con trong các tập con
sau đây của không gian véctơ R3.

(a) Tập V1 các véctơ có dạng (0, b, 0).
(b) Tập V2 các véctơ có dạng (1, 2, c).
(c) Tập V3 các véctơ có dạng (a, b, c) trong đó a + 2b = 3c.
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(d) Tập V4 các véctơ có dạng (a, b, c) trong đó b = a + c + 1.

Giải. (a) véctơ không của R3 thuộc V1 vì nó là (0, b, 0) với b = 0. Cho
u, v ∈ V1,k ∈ R. Khi đó u = (0, b1, 0), v = (0, b2, 0). Ta có

u + v = (0, b1 + b2, 0) , ku = (0, kb1, 0) .

Suy ra u + v và ku thuộc V1. Vậy V1 là một không gian con của R3.

(b) véctơ không của R3 là (0, 0, 0), không có dạng (1, 2, c), c ∈ R. Do đó,
tập con V2 của R3 không là một không gian con.

(c) véctơ không của R3 thuộc V3 vì nó là (a, b, c) với a = b = c = 0
và a + 2b = 0 = 3c. Cho u = (a1, b1, c1), v = (a2, b2, c2) thuộc V3và
k ∈ R. Khi đó a1 + 2b1 = 3c1 và a2 + 2b2 = 3c2. Ta có

u + v = (a1 + a2, b1 + b2, c1 + c2), ku = (ka1, kb1, kc1).

Vì

(a1 + a2) + 2(b1 + b2) = (a1 + 2b1) + (a2 + 2b2) = c1 + c2

ka1 + 2(kb1) = k(a1 + 2b1) = kc1

nên u + v và ku đều thuộc V3. Vậy V3 là một không gian con của R3.

(d) véctơ không của R3 không thuộc V4 vì nó là (a, b, c) với a = b = c = 0
và a + c + 1 = 1 ̸= b. Do đó, tập con V4của R3 không là một không
gian con.

Ví dụ 4.2.7. Trong không gian véc tơ Mn×n:

(a) Tập con bao gồm các ma trận đối xứng là một không gian con.
(b) Tập con bao gồm các ma trận tam giác trên là một không gian

con.

Giải. (a) Ma trận không 0n×n là một ma trận đối xứng. Cho A = [aij ]n×n

và B = [bij ]n×n là các ma trận đối xứng, cho k ∈ R. Ta cần chứng minh
A + B và kA là các ma trận đối xứng.

Ta có
(A + B)ij = aij + bij = aji + bji = (A + B)ji
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và
(kA)ij = kaij = kaji = (kA)ji .

Suy ra, các ma trận A + B và kA đối xứng. Vậy, tập các ma trận đối xứng
cỡ n × n là một không gian con của Mn×n.

(b) Ma trận không 0n×n là một ma trận tam giác trên. Cho A = [aij ]n×n
và B = [bij ]n×n là các ma trận tam giác trên, cho k ∈ R. Ta cần chứng
minh A + B và kA là các ma trận tam giác trên.

Với mọi i > j, ta có

(A + B)ij = aij + bij = 0 + 0 = 0

và
(kA)ij = kaij = k0 = 0.

Suy ra, các ma trận A + B và kA là các ma trận tam giác trên. Vậy, tập
các ma trận tam giác trên cỡ n × n là một không gian con của Mn×n.

Ví dụ 4.2.8. Trong không gian véc tơ Mn×n, tập con bao gồm các
ma trận khả nghịch không phải là một không gian con.

Giải. Véc tơ không của không gian véc tơ Mn×n là ma trận không. Ma
trận không là một ma trận không khả nghịch. Do đó, tập con của Mn×n

bao gồm các ma trận khả nghịch không phải là một không gian con.

Ta cũng có thể chỉ ra rằng tập con các ma trận không khả nghịch này
không đóng đối với phép toán cộng và không đóng đối với phép toán nhân
với vô hướng.

Ví dụ 4.2.9. Trong không gian véc tơ F (−∞, ∞), tập con
C (−∞, ∞) bao gồm các hàm liên tục là một không gian con.

Ví dụ 4.2.10. Trong không gian véc tơ F (−∞, ∞), tập con P∞ bao
gồm các đa thức là một không gian con.
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Phép toán trên các không gian con

Mê.nh đề 4.2.11. Cho V là một không gian véc tơ. Cho V1 và V2 là
các không gian con của V . Khi đó, giao V1 ∩ V2 cũng là một không
gian con của V .

Chứng minh. Để chứng minh V1 ∩ V2 là một không gian con của V , ta
sẽ chứng minh tập con này của V chứa véc tơ không và đóng với các phép
toán. Trước tiên, nhắc lại rằng, một véc tơ v ∈ V thuộc vào giao V1 ∩ V2
khi và chỉ khi véc tơ v thuộc đồng thời V1 và V2.

(a) Chứng minh 0 ∈ V1 ∩ V2. Vì V1 và V2 là các không gian con của V nên
0 ∈ V1và 0 ∈ V2. Do đó 0 ∈ V1 ∩ V2.

(b) Chứng minh V1 ∩ V2 đóng đối với phép toán cộng véc tơ. Cho hai véc
tơ u, v thuộc V1 ∩ V2. Khi đó, u, v thuộc đồng thời V1 và V2.

� Vì u, v đều thuộc V1 và V1là một không gian con của V nên u + v
thuộc V1.

� Tương tự, vì u, v đều thuộc V2 và V2là một không gian con của V
nên u + v thuộc V2.

Do đó, tổng u + v thuộc đồng thời V1 và V2. Suy ra u + v ∈ V1 ∩ V2.

(c) Chứng minh V1 ∩ V2 đóng đối với phép toán nhân với vô hướng. Cho
hai véc tơ u thuộc V1 ∩ V2 và k ∈ R. Khi đó, u thuộc đồng thời V1 và V2.

� Vì u thuộc V1 và V1là một không gian con của V nên ku thuộc V1.

� Tương tự, vì u thuộc V2 và V2là một không gian con của V nên ku
thuộc V2.

Do đó, tích ku thuộc đồng thời V1 và V2.Suy ra ku ∈ V1 ∩ V2.

Vậy, V1 ∩ V2 là một không gian con của V .

Trong mệnh đề trên, ta có thể lấy giao của một họ bất kỳ các không gian
con, thay vì chỉ lấy giao của hai không gian con.

Mê.nh đề 4.2.12. Cho V là một không gian véc tơ. Cho Vi với i ∈ I
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là các không gian con của V . Khi đó, giao
⋂
i∈I

Vi cũng là một không

gian con của V .

Chứng minh. Để chứng minh
⋂
i∈I

Vi là một không gian con của V , ta sẽ

chứng minh tập con này của V chứa véc tơ không và đóng với các phép
toán. Trước tiên, nhắc lại rằng, một véc tơ v ∈ V thuộc vào giao

⋂
i∈I

Vi khi

và chỉ khi véc tơ v thuộc đồng thời Vi với mọi i ∈ I.

(a) Chứng minh 0 ∈
⋂
i∈I

Vi. Vì Vi với i ∈ I là các không gian con của V

nên 0 ∈ Vi với mọi i. Do đó 0 ∈
⋂
i∈I

Vi.

(b) Chứng minh
⋂
i∈I

Vi đóng đối với phép toán cộng véc tơ. Cho hai véc tơ

u, v thuộc
⋂
i∈I

Vi. Khi đó, u, v thuộc đồng thời Vi với mọi i ∈ I.

� Với mỗi i, vì u, v đều thuộc Vi và Vilà một không gian con của V nên
u + v thuộc Vi.

Suy ra u + v ∈
⋂
i∈I

Vi.

(c) Chứng minh
⋂
i∈I

Vi đóng đối với phép toán nhân với vô hướng. Cho hai

véc tơ u thuộc
⋂
i∈I

Vi và k ∈ R. Khi đó, u thuộc đồng thời Vi với mọi i ∈ I.

� Với mỗi i, vì u thuộc Vi và Vilà một không gian con của V nên ku
thuộc Vi.

Suy ra ku ∈
⋂
i∈I

Vi.

Vậy,
⋂
i∈I

Vi là một không gian con của V .

Mê.nh đề 4.2.13. Tập nghiệm của một hệ phương trình tuyến tính
thuần nhất

Ax = 0
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bao gồm m phương trình đối với n ẩn, là một không gian con của
Rn.

Bài tập

4.9 [hint] Xác định các không gian véctơ con trong các tập con sau của
không gian véctơ Mn×n.

(a) Tập hợp các ma trận chéo.
(b) Tập hợp các ma trận có định thức bằng không.
(c) Tập hợp các ma trận có vết bằng không.

4.10 [hint] Xác định các không gian véctơ con trong các tập con sau của
không gian véctơ Mn×n.

(a) Tập hợp các ma trận đối xứng.
(b) Tập hợp các ma trận khả nghịch.
(c) Tập hợp các ma trận giao hoán với một ma trận A cho trước.

4.11 [hint] Xác định các không gian véctơ con trong các tập con sau của
không gian véctơ P∞.

(a) Các đa thức a0 + a1x + a2x2 trong đó a0 + a1 + a2 = 0.
(b) Các đa thức a0 + a1x trong đó a0 và a1 là các số hữu tỉ.

Tập hợp các tập con của một tập cho trước đóng đối với các phép toán
giao và hợp của các tập hợp. Cụ thể hơn, nếu A và B là các tập con của
một tập S thì A ∩ B và A ∪ B hiển nhiên cũng là các tập con của S. Ta
xem xét bài toán tương tự cho không gian con của một không gian véctơ
cho trước.

4.12 [hint] Cho V là một không gian véctơ. Cho V1 và V2 là các không
gian con của V . Chứng minh rằng

V1 ∩ V2 = {v ∈ V : v ∈ V1, v ∈ V2}

là một không gian con của V .

Bài tập tiếp theo là sự tổng quát hóa tự nhiên của bài tập trên khi ta thay
giao của hai không gian con bởi giao của một họ tùy ý các không gian con.
Chứng minh của hai kết quả này giống hệt nhau.
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4.13 [hint] Cho V là một không gian véctơ. Cho Vi, i ∈ I là các không
gian con của V . Chứng minh rằng⋂

i∈I

Vi = {v ∈ V : v ∈ Vi với mọi i ∈ I}

cũng là một không gian con của V.

4.14 [hint] Cho ví dụ về hai không gian con V1 và V2 của R2 sao cho V1∪V2
không là một không gian con của R2.

Theo bài tập trên, hợp của hai không gian con có thể không là một không
gian con. Ta muốn tìm phép toán thay thế một cách thích hợp.

4.15 [hint] Cho V là một không gian véctơ. Cho V1 và V2 là các không
gian con của V . Tổng của V1 và V2 là

V1 + V2 = {v ∈ V : tồn tại v1 ∈ V1, v2 ∈ V2 sao cho v = v1 + v2}

Chứng minh rằng V1 + V2 là một không gian con của V .

4.16 [hint] Cho V là một không gian véctơ và V1, V2, U là các không gian
con của V . Bên dưới là một chứng minh của khẳng định:

V1 ⊂ U và V2 ⊂ U khi và chỉ khi V1 + V2 ⊂ U.

Hãy giải thích các bước lập luận (a), (b),...,(g).
Chứng minh điều kiện cần. Giả sử V1 ⊂ U và V2 ⊂ U . Lấy
v ∈ V1 + V2 bất kì.

(a) Tồn tại v1 ∈ V1, v2 ∈ V2 sao cho v = v1 + v2.

(b) v1 ∈ U và v2 ∈ U .
(c) v = v1 + v2 ∈ U .
(d) V1 + V2 ⊂ U.

Chứng minh điều kiện đủ. Giả sử V1 + V2 ⊂ U. Lấy v1 ∈ V1,
v2 ∈ V2 bất kì.

(a) v1 ∈ V1 + V2 và v2 ∈ V1 + V2.
(b) v1 ∈ U và v2 ∈ U .
(c) V1 ⊂ U và V2 ⊂ U .
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Từ hai bài tập trên ta thấy rằng tổng V1 + V2 của hai không gian con V1
và V2 của V cũng là một không gian con của V . Hơn nữa, V1 + V2 còn là
không gian con nhỏ nhất của V chứa đồng thời cả V1 và V2. Tương tự như
thế, V1 ∩V2 là một không gian con của V và nó là không gian con lớn nhất
chứa đồng thời cả V1 và V2.

Mặt khác, tương tự như phép giao tùy ý các không gian con, ta cũng định
nghĩa được phép tổng tùy ý các không gian con như sau. Cho Vi, i ∈ I là
một họ các không gian con của một không gian véctơ V . Định nghĩa

∑
i∈I

Vi =
{

v ∈ V : tồn tại các vi∈ Vi, hầu hết vi = 0, v =
∑
i∈I

vi

}
.

Điều kiện hầu hết vi = 0 có nghĩa là tập {i ∈ I : vi ̸= 0} là hữu hạn. Khi
đó, tổng

∑
i∈I

vi xác định vì nó chỉ có hữu hạn số hạng khác không.

Với cách làm giống như đối với hai bài tập trên, ta chứng minh được rằng
tổng

∑
i∈I

Vi là một không gian con của V . Hơn nữa,
∑
i∈I

Vi là không gian con

nhỏ nhất của V chứa đồng thời các không gian con Vi.

4.17 [hint] Cho V là một không gian véctơ và V1, V2 là các không gian con
của V . Chứng minh rằng hiệu

V1 − V2 = {v ∈ V : tồn tại v1 ∈ V1, v2 ∈ V2 sao cho v = v1 − v2}

là một không gian con của V .

Bài tập tổng hợp

Nhắc lại rằng F (−∞, ∞) là không gian véctơ các hàm R → R. Một hàm
f ∈ F (−∞, ∞) được gọi là hàm chẵn (tương ứng, hàm lẻ) nếu f(−x) =
f(x) với mọi x (tương ứng, (f(−x) = −f(x) với mọi x).

4.18 [hint] Chứng minh các khẳng định sau.

(a) Với các số nguyên dương n, hàm xn là một hàm chẵn (tương
ứng, hàm lẻ) khi và chỉ khi n là một số chẵn (tương ứng, số lẻ).

(b) Tập hợp các hàm chẵn là một không gian con của F (−∞, ∞).
(c) Tập hợp các hàm lẻ là một không gian con của F (−∞, ∞).

4.19 [hint] Gọi V+(tương ứng, V−) là không gian con của F (−∞, ∞) bao
gồm các hàm chẵn (tương ứng, hàm lẻ).
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(a) Chứng minh V+ ∩ V− = {0}.
(b) Cho f ∈ F (−∞, ∞).Giả sử f+ ∈ V+ và f− ∈ V− thỏa mãn

f = f+ = f−. Chứng minh rằng

f+(x) = 1
2 [f(x) + f(−x)] , f−(x) = 1

2 [f(x) − f(−x)] .

(c) Chứng minh V+ + V− = F (−∞, ∞).

4.20 [hint] Xét không gian véctơ Mn×n của các ma trận vuông cỡ n × n.
Chứng minh của các khẳng định sau

(a) Tập con của Mn×n gồm các ma trận đối xứng là một không
gian con.

(b) Tập con của Mn×n gồm các ma trận phản đối xứng là một
không gian con.

4.21 [hint] Gọi Vs (tương Va) là không gian con của Mn×n gồm các ma
trận đối xứng (tương ứng, phản đối xứng).

(a) Chứng minh Vs ∩ Va = {0}.
(b) Cho A ∈ Mn×n. Giả sử các ma trận As ∈ Vs và Aa ∈ Va thỏa

mãn A = As + Aa. Chứng minh rằng

As = 1
2
[
A + AT

]
. As = 1

2
[
A − AT

]
.

(c) Chứng minh Vs + Va = Mn×n.

4.22 [hint] Xét không gian véctơ R∞của các dãy số thực. Chứng minh
rằng tập hợp các dãy số (xn)∞

n=1 ∈ R∞ thỏa mãn công thức truy hồi
tuyến tính

xn = axn−1 + bxn−2, với mọi n ≥ 3

với a, b ∈ R cố định, là một không gian véctơ con của R∞.

4.23 [hint] Xét không gian véctơ C∞(−∞, ∞) của các hàm khả vi vô hạn
f : R → R. Chứng minh rằng tập con của C∞(−∞, ∞) gồm các hàm
f thỏa mãn phương trình

f ′′ = af ′ + bf

với a, b ∈ R,là một không gian véctơ con.
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4.3 Hệ sinh

Tổ hợp tuyến tính

Định nghĩa 4.3.1. Trong không gian véc tơ V , véc tơ w được gọi
là một tổ hợp tuyến tính của hệ véc tơ v1, v2, . . . , vr nếu phương
trình véc tơ

x1v1 + x2v2 + · · · + xrvr = w

có nghiệm. Mỗi nghiệm (k1, k2, . . . , kr) của phương trình véc tơ này
cho ta một cách biểu thị tuyến tính véc tơ w qua hệ véc tơ
v1, v2, . . . , vr:

w = k1v1 + k2v2 + · · · + krvr.

Các vô hướng ki được gọi là các hệ số của biểu thị tuyến tính.

Ví dụ 4.3.2. Trong không gian véc tơ R3, cho các véc tơ

u = (1, 2, −1) , v = (6, 4, 2) .

1. Chứng minh rằng véc tơ w = (9, 2, 7) là một tổ hợp tuyến tính
của hệ véc tơ u, v.

2. Chứng minh rằng véc tơ w′ = (4, −1, 8) không phải là một tổ
hợp tuyến tính của hệ véc tơ u, v.

Chứng minh. (a) Véc tơ w là một tổ hợp tuyến tính của hệ véc tơ u, v
khi và chỉ khi phương trình véc tơ

x1u + x2v = w

có nghiệm. Ta có

x1u + x2v = w ⇔ x1 (1, 2, −1) + x2 (6, 4, 2) = (9, 2, 7)
(x1 + 6x2, 2x1 + 4x2, −x1 + 2x2) = (9, 2, 7)

Phương trình véc tơ này tương đương với hệ phương trình tuyến tính

x1 + 6x2 = 9
2x1 + 4x2 = 2
−x1 + 2x2 = 7
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Khử Gauss ma trận hệ số mở rộng của hệ phương trình tuyến tính:

 1 6 9
2 4 2

−1 2 7

 → · · · →

 1 6 9
0 1 2
0 0 0

 .

Suy ra, phương trình véc tơ đã cho có nghiệm. Vậy w là một tổ hơp tuyến
tính của hệ véc tơ u, v.

Hơn nữa, ta thấy rằng phương trình véc tơ x1u + x2v = w có nghiệm duy
nhất x1 = −3, x2 = 2. Nghiệm này cho ta biểu thị tuyến tính

w = −3u + 2v.

(b) Véc tơ w′ không phải là một tổ hợp tuyến tính của hệ véc tơ u, v khi
và chỉ khi phương trình véc tơ

x1u + x2v = w′

vô nghiệm nghiệm. Ta có

x1u + x2v = w′ ⇔ x1 (1, 2, −1) + x2 (6, 4, 2) = (4, −1, 8)
(x1 + 6x2, 2x1 + 4x2, −x1 + 2x2) = (4, −1, 8)

Phương trình véc tơ này tương đương với hệ phương trình tuyến tính

x1 + 6x2 = 4
2x1 + 4x2 = −1
−x1 + 2x2 = 8

Khử Gauss ma trận hệ số mở rộng của hệ phương trình tuyến tính:

 1 6 4
2 4 −1

−1 2 8

 → · · · →

 1 6 9
0 8 9
0 0 3

 .

Suy ra, phương trình véc tơ đã cho vô nghiệm. Vậy w′ không phải là một
tổ hơp tuyến tính của hệ véc tơ u, v.

Ví dụ này cho thấy rằng bài toán xét xem một véc tơ có phải là một biểu
thị tuyến tính của một hệ véc tơ cho trước hay không được quy về bài toán
quen thuộc về sự tồn tại nghiệm của một hệ phương trình tuyến tính.
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Ví dụ 4.3.3. Trong không gian véctơ P2 cho các đa thức

p1 = 1 + 2x − x2, p2 = 6 + 4x + 2x2.

Tìm a để đa thức p = 9 + ax + 7x2 là một tổ hợp tuyến tính của
p1và p2.

Giải. Đa thức p là một tổ hợp tuyến tính của p1và p2 khi và chỉ khi
phương trình véctơ

x1p1 + x2p2 = p (1)
có nghiệm. Ta có

(1) ⇔ x1
(
1 + 2x − x2)+ x2

(
6 + 4x + 2x2) = 9 + 4x + 7x2

⇔ (x1 + 6x2) + (2x1 + 4x2) x + (−x1 + 2x2) x2 = 9 + 4x + 7x2

⇔


x1 + 6x2 = 9
2x1 + 4x2 = a
−x1 + 2x2 = 7

(2)
Do đó p là một tổ hợp tuyến tính của p1và p2khi và chỉ khi hệ phương
trình tuyến tính (2) có nghiệm. Khử Gauss ma trận hệ số mở rộng của hệ
(2)  1 6 9

2 4 a
−1 2 7

 −→

 1 6 9
0 −8 a − 18
0 8 16

 −→

 1 6 9
0 −8 a − 18
0 0 a − 2

 .

Hệ (2) có nghiệm khi và chỉ khi a − 2 = 0, tức là a = 2. Vậy giá trị cần
tìm của a là 2.

Bài tập

4.24 [hint] véctơ nào sau đây là một tổ hợp tuyến tính của

u = (0, −1, 1), v = (1, 3, −1)

a. (2, 2, 2)
b. (0, 4, 5)

c. (0, 0, 0)
d. (1, 2, 3)

4.25 [hint] Biểu thị mỗi véctơ sau như một tổ hợp tuyến tính của

A =
[

1 −1
0 2

]
, B =

[
0 1
0 1

]
, C =

[
2 0
1 1

]
, D =

[
0 1
0 0

]
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a.
[

1 2
2 4

]
b.
[

3 1
1 2

]

4.26 [hint] Biểu thị mỗi véctơ sau đây như là một tổ hợp tuyến tính của

p1 = 2 + x + 4x2, p2 = −1 + x − 3x2, p3 = 3 + 2x + 5x2.

a. 6 + 11x + 6x2

b. 0
c. 7 + 8x + 9x2

Hệ sinh

Mê.nh đề 4.3.4. Cho v1, v2, . . . , vr là một hệ véc tơ trong một không
gian véc tơ V .

1. Tập hợp W tất cả các tổ hợp tuyến tính của hệ véc tơ
v1, v2, . . . , vr là một không gian con của V .

2. Không gian con W là không gian con nhỏ nhất của V (đối với
quan hệ bao hàm) mà chứa tất cả các véc tơ v1, v2, . . . , vr.

Định nghĩa 4.3.5. Cho V là một không gian véc tơ và v1, v2, . . . , vr

là một hệ véc tơ trong V . Không gian con của V bao gồm tất cả các
tổ hợp tuyến tính của hệ véc tơ v1, v2, . . . , vr được gọi là bao tuyến
tính của hệ véc tơ v1, v2, . . . , vr, và ký hiệu là L (v1, v2, . . . , vr).
Ta cũng nói L (v1, v2, . . . , vr) là không gian con của V sinh ra từ
hệ véc tơ v1, v2, . . . , vr.

Định nghĩa 4.3.6. Cho V là một không gian véc tơ. Một hệ véc
tơ v1, v2, . . . , vr được gọi là một hệ sinh của V nếu bao tuyến tính
của hệ véc tơ này chính là V :

L (v1, v2, . . . , vr) = V.

Từ định nghĩa, ta thấy rằng hệ véc tơ v1, v2, . . . , vr là một hệ sinh của
không gian véc tơ V khi và chỉ khi phương trình véc tơ

x1v1 + x2v2 + · · · + xrvr = v

có nghiệm với mọi véc tơ v ∈ V .
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Một hệ véc tơ cho trước có phải là một hệ sinh hay không

Để biết một hệ véc tơ v1, v2, . . . , vr trong một không gian véc tơ V
có phải là một hệ sinh hay không, ta tiến hành như sau.

1. Cho v ∈ V là một véc tơ bất kỳ. Xét phương trình véc tơ

x1v1 + x2v2 + · · · + xrvr = v

rồi biến đổi tương đương nó thành một hệ phương trình tuyến
tính.

2. Sử dụng các kỹ thuật giải hệ phương trình tuyến tính, để xét
xem hệ phương trình tuyến tính trên có nghiệm hay không. Ở
bước này, ta thường khử Gauss ma trận hệ số mở rộng của hệ
phương trình tuyến tính.

� Nếu phương trình véc tơ có nghiệm với mọi véc tơ v ∈ V
thì ta kết luận hệ véc tơ v1, v2, . . . , vr là một hệ sinh của
V .

� Nếu phương trình véc tơ vô nghiệm với một véc tơ v ∈ V
nào đó thì ta kết luận hệ véc tơ v1, v2, . . . , vr không phải
là một hệ sinh của V .

Ví dụ 4.3.7. Các véc tơ đơn vị chính tắc

e1 = (1, 0, 0) , e2 = (0, 1, 0) , e3 = (0, 0, 1)

là một hệ sinh của R3.

Chứng minh. Cho v = (a, b, c) là một véc tơ bất kỳ trong R3. Phương
trình véc tơ

x1e1 + x2e2 + x3e3 = v

có nghiệm x1 = a, x2 = b, x3 = c. Nói cách khác, ta có biểu thị tuyến tính

v = (a, b, c) = ae1 + be2 + ce3.

Do đó, hệ véc tơ e1, e2, e3 là một hệ sinh của R3.

Tổng quát hơn, ta có ví dụ sau.
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Ví dụ 4.3.8. Với mọi số nguyên dương n, các véc tơ đơn vị chính
tắc

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0) , e2 = (0, 1, 0, . . . , 0) , en = (0, 0, 0, . . . , 1)

là một hệ sinh của Rn.

Giải. Cho v = (a1, a2, . . . , an) là một véc tơ bất kỳ trong Rn. Ta có

v = a1e1 + a2e2 + · · · + anen.

Suy ra, mọi véc tơ của Rn đều có thể biểu thị tuyến tính qua hệ véc tơ
e1, e2, . . . , en. Như vậy, hệ véc tơ e1, e2, . . . , en là một hệ sinh của Rn.

Ví dụ 4.3.9. Các đa thức 1, x, x2, . . . , xn là một hệ sinh của không
gian véc tơ Pn.

Chứng minh. Cho p ∈ Pn là một véc tơ bất kỳ. Theo định nghĩa của Pn,
p là một đa thức bậc nhỏ hơn hoặc bằng n, tức là p có dạng

p = a0 + a1x + a2x2 + · · · + anxn.

Đẳng thức này chính là một biểu thị tuyến tính của p qua hệ véc tơ
1, x, x2, . . . , xn với các hệ số lần lượt là a0, a1, a2, . . . , an. Vậy, hệ đa thức
1, x, x2, . . . , xn là một hệ sinh của Pn.

Ví dụ 4.3.10. Hệ véc tơ

v1 = (1, 1, 2) , v2 = (1, 0, 1) , v3 = (2, 1, 3)

có phải là một hệ sinh của không gian véc tơ R3 hay không?

Giải. Cho v = (a, b, c) là một véc tơ bất kỳ trong R3. Hệ véc tơ v1, v2, v3
là một hệ sinh của R3 khi và chỉ khi phương trình véc tơ

x1v1 + x2v2 + x3v3 = v

luông có nghiệm.
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Phương trình véc tơ này tương đương với hệ phương trình tuyến tính

x1 + x2 + 2x3 = a
x1 + + x3 = b

2x1 + x2 + 3x3 = c
(1)

Khử Gauss ma trận hệ số mở rộng của hệ phương trình tuyến tính này 1 1 2 a
1 0 1 b
2 1 3 c

 → · · · →

 1 1 2 a
0 1 1 a − b
0 0 0 a + b − c

 .

Từ đây, ta thấy rằng phương trình véc tơ đã cho vô nghiệm nếu a+b−c ̸= 0,
ví dụ a = 1, b = 1, c = 0.

Vậy hệ véc tơ v1, v2, v3 đã cho không phải là một hệ sinh của R3.

Trong lời giải trên, khi xét hệ phương trình tuyến tính (1), vì hệ này có số
phương trình bằng số ẩn, nên ta có thể sử dụng định thức.

Cụ thể hơn: hệ phương trình (1) có nghiệm với mọi vô hướng a, b, c khi và
chỉ khi định thức của ma trận hệ số khác không. Tính định thức, ta được

det

 1 1 2
1 0 1
2 1 3

 = −1
∣∣∣∣∣ 1 2

1 3

∣∣∣∣∣− 1
∣∣∣∣∣ 1 1

2 1

∣∣∣∣∣ = −1 + 1 = 0.

Do đó, hệ phương trình (1) vô nghiệm với a, b, c nào đó. Vậy hệ véc tơ
v1, v2, v3 đã cho không phải là một hệ sinh của R3.

Ta có thể sử dụng cách làm bằng định thức như thế này trong trường hợp
hệ phương trình cần xem xét có số phương trình bằng đúng số ẩn.

Ví dụ 4.3.11. Hệ véc tơ

p1 = 1 + x + x2, p2 = −1 − x, p3 = 2 + 2x + x2

có phải là hệ sinh của không gian véc tơ P2 hay không?

Giải. Cho p = a + bx + cx2 là một phần tử bất kỳ của P2. Hệ véc tơ
p1, p2, p3 là một hệ sinh của P2 khi và chỉ khi phương trình véc tơ

x1p1 + x2p2 + x3p3 = 0
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luôn có nghiệm. Phương trình này tương đương với

x1
(
1 + x + x2

)
+ x2 (−1 − x) + x3

(
2 + 2x + x2

)
= a + bx + cx2.

So sánh hệ số của các lũy thừa của x, ta được hệ phương trình tuyến tính

x1 − x2 + 2x3 = a
x1 − x2 + 2x3 = b
x1 + + x3 = c.

Vì hệ phương trình này có số phương trình bằng số ẩn nên ta xét định
thức của ma trận hệ số của nó. Ta có

det

 1 −1 2
1 −1 2
1 0 1

 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 1
1 −1 1
1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 1
∣∣∣∣∣ −1 1

−1 1

∣∣∣∣∣ = 0.

Do đó, hệ phương trình tuyến tính trên vô nghiệm với a, b, c nào đó. Vậy,
hệ đa thức p1, p2, p3 không phải là một hệ sinh của P2.

Ví dụ 4.3.12. Hệ véc tơ

q1 = x + x2, q2 = x − x2, q3 = 1 + x, q4 = 1 − x

có phải là hệ sinh của không gian véc tơ P2 hay không?

Giải. Cho p = a + bx + cx2 là một phần tử bất kỳ của P2. Hệ véc tơ
q1, q2, q3, q4 là một hệ sinh của P2 khi và chỉ khi phương trình véc tơ

x1q1 + x2q2 + x3q3 + x4q4 = 0

luôn có nghiệm. Phương trình này tương đương với

x1
(
x + x2

)
+ x2

(
x − x2

)
+ x3 (1 + x) + x4 (1 − x) = a + bx + cx2.

So sánh hệ số của các lũy thừa của x, ta được hệ phương trình tuyến tính
với ma trận hệ số mở rộng là 0 0 1 1 a

1 1 1 −1 b
1 −1 0 0 c

 .
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Ta không thể sử dụng định thức trong trường hợp này vì ma trận hệ số
không phải là một ma trận vuông. Khử Gauss ma trận hệ số mở rộng, ta
được ma trận bậc thang 1 1 1 −1 b

0 2 1 −1 b − c
0 0 1 1 a

 .

Suy ra, phương trình véc tơ trên có nghiệm với mọi vô hướng a, b, c. Vậy
hệ véc tơ q1, q2, q3, q4 là một hệ sinh của P2.

Ví dụ 4.3.13. Hệ ma trận

A1 =
[

1 2
0 1

]
, A2 =

[
1 0
0 1

]
, A3 =

[
1 2
1 0

]
, A4 =

[
1 1
1 1

]
.

có phải là một hệ sinh của không gian véc tơ M2×2 hay không?

Giải. Cho A ∈ M2×2 là một ma trận bất kỳ, A =
[

a b
c d

]
. Hệ ma trận

A1, A2, A3, A4 là một hệ sinh của M2×2 khi và chỉ khi phương trình véc tơ

x1A1 + x2A2 + x3A3 + x4A4 = A

luôn có nghiệm. Phương trình này tương đương với

x1

[
1 2
0 1

]
+ x2

[
1 0
0 1

]
+ x3

[
1 2
1 0

]
+ x4

[
1 1
1 1

]
=
[

a b
c d

]
.

So sánh các phần tử của các ma trận lần lượt ở các vị trí (1, 1), (1, 2), (2, 1)
và (2, 2), ta nhận được hệ phương trình tuyến tính với ma trận hệ số mở
rộng là 

1 1 1 1 a
2 0 2 1 b
0 0 1 1 c
1 1 0 1 d


Khử Gauss ma trận này, ta được ma trận bậc thang

1 1 1 1 a
0 2 0 1 2a − b
0 0 1 1 c
0 0 0 1 −a + c + d

 .

Từ đó, ta thấy rằng phương trình véc tơ trên có nghiệm với mọi vô hướng
a, b, c, d. Do đó, hệ ma trận A1, A2, A3, A4 là một hệ sinh của M2×2.
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Ví dụ 4.3.14. Hệ ma trận

A =
[

1 −1
0 1

]
, B =

[
0 1
0 0

]
, C =

[
1 1
1 0

]
, D =

[
1 0
0 1

]

có là một hệ sinh của M2×2 hay không?

Giải. Hệ ma trận A, B, C, D là một hệ sinh của M2×2 khi và chỉ khi
phương trình

x1A + x2B + x3C + x4D =
[

a b
c d

]

có nghiệm với mọi
[

a b
c d

]
∈ M2×2. Phương trình trên tương đương với

hệ phương trình tuyến tính

1x1 + 0x2 + 1x3 + 1x4 = a
−1x1 + 1x2 + 1x3 + 0x4 = b

0x1 + 0x2 + 1x3 + 0x4 = c
1x1 + 0x2 + 0x3 + 1x4 = d

Khử Gauss ma trận hệ số mở rộng của hệ phương trình trên:
1 0 1 1 a

−1 1 1 0 b
0 0 1 0 c
1 0 0 1 d

 −→


1 0 1 1 a
0 1 2 1 a + b
0 0 1 0 c
0 0 1 0 a − d



−→


1 0 1 1 a
0 1 2 1 a + b
0 0 1 0 c
0 0 0 0 a − c − d


Ta thấy rằng hệ phương trình tuyến tính vô nghiệm nếu a − c − d ̸= 0,
chẳng hạn a = 1, c = d = 0. Vậy hệ ma trận đã cho không là hệ sinh của
M2×2.

Bài tập

4.27 [hint] Hệ véctơ sau có phải một hệ sinh của R3.

a. v1 = (1, 1, 1), v2 = (0, 1, 1), v3 = (0, 0, 3)
b. v1 = (2, −1, 3), v2 = (4, 1, 2), v3 = (8, −1, 8).
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4.28 [hint] Cho các đa thức

p1 = 1 − x + 2x2, p2 = 5 − x + 4x2, p3 = 3 + x, p4 = 1 − x + x2.

a. Hệ đa thức p1, p2, p3, p4 có là một hệ sinh của P2 hay không?
b. Hệ đa thức p1, p2, p3 có là một hệ sinh của P2 hay không?

Bài tập tổn hợp

4.29 [hint] Trong không gian véctơ F (−∞, ∞), L
(
cos2 x, sin2 x

)
chứa

véctơ nào trong các véctơ

a. cos 2x

b. sin 2x

4.30 [hint] Trong không gian véctơ F (−∞, ∞), L
(
cos2 x, sin2 x

)
chứa

véctơ nào trong các véctơ

a. 3 + x2 b. π

a. 3 + x2 /∈ L
(
cos2 x, sin2 x

)
.

b. π ∈ L
(
cos2 x, sin2 x

)
.

4.31 [hint] Trong không gian P2, cho

p1 = 1 + x2, p2 = 1 + x + x2, q1 = (1 + x)2 , q2 = 2x

Chứng minh rằngL(p1, p2) = L(q1, q2).

4.32 [hint] Cho W là không gian nghiệm của phương trình thuần nhất
Ax = 0 trong đó  1 1 1 1

1 0 1 0
2 1 2 1


Hệ véctơ sau có là một hệ sinh của W?

a. u = (1, 0, −1, 0), v = (0, 1, 0, −1)
b. u = (1, 0, −1, 0), v = (1, 1, −1, −1)

4.33 [hint] Cho V là một không gian véctơ và v1, v2, v3 ∈ V . Chứng minh
rằng

L(v1, v2, v3) = L(v1 + v2, v1 − v2, v2 + v3).
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4.4 Độc lập tuyến tính và phụ thuộc tuyến
tính

Định nghĩa 4.4.1. Một hệ véc tơ v1, v2, . . . , vr trong không gian véc
tơ V được gọi là

� độc lập tuyến tính nếu phương trình véc tơ

x1v1 + x2v2 + · · · + xrvr = 0

chỉ có nghiệm tầm thường x1 = x2 = . . . = xr = 0.

� phụ thuộc tuyến tính nếu nó không độc lập tuyến tính, tức
là nếu phương trình véc tơ

x1v1 + x2v2 + · · · + xrvr = 0

có nghiệm không tầm thường.

Mỗi nghiệm (k1, k2, . . . , kr) của phương trình véc tơ x1v1 + x2v2 +
· · · + xrvr = 0 cho ta một ràng buộc tuyến tính

k1v1 + k2v2 + · · · + krvr = 0

của hệ véc tơ v1, v2, . . . , vn. Ràng buộc tuyến tính này được gọi là
tầm thường nếu k1 = k2 = · · · = kr = 0.

Ví dụ 4.4.2. Hệ véc tơ đơn vị chính tắc

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0) , e2 = (0, 1, 0, . . . , 0) , en = (0, 0, 0, . . . , 1)

của Rn là một hệ độc lập tuyến tính.

Giải. Hệ véc tơ e1, e2, . . . , en độc lập tuyến tính khi và chỉ khi phương
trình véc tơ

x1e1 + x2e2 + · · · + xnen = 0

chỉ có nghiệm tầm thường. Phương trình này tương đương với

(x1, x2, . . . , xn) = 0.



4.4. ĐỘC LẬP TUYẾN TÍNH VÀ PHỤ THUỘC TUYẾN TÍNH 187

Do đó, phương trình chỉ có nghiệm tầm thường x1 = x2 = . . . = xn = 0
như mong muốn. Vậy hệ véc tơ đơn vị chính tắc e1, e2, . . . , en là một hệ
độc lập tuyến tính.

Ví dụ 4.4.3. Hệ véc tơ

v1 = (1, −2, 3) , v2 = (5, 6, −1) , v3 = (3, 2, 1)

của R3 là độc lập tuyến tính hay phụ thuộc tuyến tính? Trong trường
hợp hệ véc tơ này phụ thuộc tuyến tính, tìm một ràng buộc tuyến
tính không tầm thường của nó.

Giải. Hệ véc tơ v1, v2, v3 độc lập tuyến tính khi và chỉ khi phương trình
véc tơ

x1v1 + x2v2 + x3v3 = 0
chỉ có nghiệm tầm thường. Phương trình này tương đương với

x1 (1, −2, 3) + x2 (5, 6, −1) + x3 (3, 2, 1) = 0.

So sánh các thành phần của các véc tơ này ta nhận được một hệ phương
trình tuyến tính với ma trận hệ số mở rộng là 1 5 3 0

−2 6 2 0
3 −1 1 0

 . (2)

Khử Gauss ma trận hệ số mở rộng này, ta được ma trận bậc thang 1 5 3 0
0 2 1 0
0 0 0 0

 .

Từ đây ta thấy rằng phương trình véc tơ trên có nghiệm không tầm thường.
Như vậy, hệ véc tơ v1, v2, v3 phụ thuộc tuyến tính.
Để có một ràng buộc tuyến tính không tầm thường, từ ma trận bậc thang
trên, ta thấy rằng các nghiệm của phương trình véc tơ trên là

x1 = −t, x2 = −t, x3 = 2t

với t ∈ R bất kỳ. Cho t = 1, ta được nghiệm (−1, −1, 2). Do đó, một ràng
buộc tuyến tính không tầm thường của hệ véc tơ v1, v2, v3 là

−v1 − v2 + 2v3 = 0.
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Trong lời giải trên, để xét xem hệ phương trình với ma trận hệ số mở rộng
(2) có nghiệm không thầm thường hay không, vì ma trận hệ số là một ma
trận vuông, nên ta có tính định thức của ma trận hệ số. Hệ phương trình
chỉ có nghiệm tầm thường khi và chỉ khi định thức này khác không. Ta có

det

 1 5 3
−2 6 2

3 −1 1

 = 1
−1

∣∣∣∣∣∣∣
1 5 3
0 16 8
0 16 8

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ở đẳng thức thứ hai, ta đã thực hiện các phép biến đổi sơ cấp 2H1 +H2 →
H2 và 3H1 − H3 → H3. Khi đó, hệ phương trình tuyến tính có nghiệm
không tầm thường.

Một hệ véc tơ cho trước độc lập tuyến tính hay phụ thuộc tuyến
tính

Để biết một hệ véc tơ v1, v2, . . . , vr trong một không gian véc tơ V
là độc lập tuyến tính hay phụ thuộc tuyến tính, ta tiến hành như
sau.

1. Xét phương trình véc tơ

x1v1 + x2v2 + · · · + xrvr = 0

rồi biến đổi tương đương nó thành một hệ phương trình tuyến
tính. Hệ phương trình tuyến tính này là thuần nhất, do đó, nó
luôn có nghiệm tầm thường x1 = x2 = · · · = xr = 0.

2. Sử dụng các kỹ thuật giải hệ phương trình tuyến tính, để xét
xem hệ phương trình tuyến tính trên có nghiệm không tầm
thường hay không. Ở bước này, ta thường khử Gauss ma trận
hệ số mở rộng của hệ phương trình tuyến tính.

� Nếu phương trình véc tơ có nghiệm không tầm thường thì
ta kết luận hệ véc tơ v1, v2, . . . , vr là một hệ phụ thuộc
tuyến tính.

� Nếu phương trình véc tơ chỉ có nghiệm tầm thường thì ta
kết luận hệ véc tơ v1, v2, . . . , vr là một hệ độc lập tuyến
tính.

Ví dụ 4.4.4. Hệ véc tơ

v1 = (1, 2, 2, −1) , v2 = (4, 9, 9, −4) , v3 = (5, 8, 9, −5)
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trong R4 là độc lập tuyến tính hay phụ thuộc tuyến tính?

Giải. Hệ véc tơ v1, v2, v3 độc lập tuyến tính khi và chỉ khi phương trình
véc tơ

x1v1 + x2v2 + x3v3 = 0
chỉ có nghiệm tầm thường. Phương trình này tương đương với

x1 (1, 2, 2, −1) + x2 (4, 9, 9, −4) + x3 (5, 8, 9, −5) = 0.

So sánh các thành phần của các véc tơ này, ta nhận được một hệ phương
trình tuyến tính thuần nhất với ma trận hệ số mở rộng là

1 4 5 0
2 9 8 0
2 9 9 0

−1 −4 −5 0

 .

Khử Gauss ma trận này, ta được ma trận bậc thang
1 4 5 0
0 1 −2 0
0 0 1 0
0 0 0 0

 .

Từ đây, ta thấy rằng phương trình véc tơ trên chỉ có nghiệm tầm thường
x1 = x2 = x3 = 0. Vậy hệ véc tơ v1, v2, v3 độc lập tuyến tính.

Ví dụ 4.4.5. Hệ đa thức

1, x, x2, . . . , xn

của Pn độc lập tuyến tính.

Giải. Xét phương trình véc tơ

x1 · 1 + x2x + x3x2 + · · · + xn+1xn = 0.

Vì hai đa thức bằng nhau khi và chỉ khi các hệ số tương ứng với các lũy
thừa của x của hai đa thức bằng nhau, nên phương trình véc tơ trên chỉ
có nghiệm tầm thường

x1 = x2 = . . . = xn+1 = 0.

Vậy hệ véc tơ 1, x, x2, . . . , xn của Pn là độc lập tuyến tính.
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Ví dụ 4.4.6. Hệ đa thức

p1 = 1 − x, p2 = 5 + 3x − 2x2, p3 = 1 + 3x − x2

của P2 là độc lập tuyến tính.

Giải. Hệ đa thức p1, p2, p3 độc lập tuyến tính khi và chỉ khi phương trình
véc tơ

x1p1 + x2p2 + x3p3 = 0

chỉ có nghiệm tầm thường. Phương trình này tương đương với

x1 (1 − x) + x2
(
5 + 3x − 2x2

)
+ x3

(
1 + 3x − x2

)
= 0.

So sánh hệ số của các lũy thừa của x, ta nhận được hệ phương trình tuyến
tính thuần nhất với ma trận hệ số mở rộng là 1 5 1 0

−1 3 3 0
0 −2 −1 0

 .

Khử Gauss ma trận này, ta thu được ma trận bậc thang 1 5 1 0
0 2 1 0
0 0 0 0

 .

Từ đó suy ra phương trình véc tơ trên có nghiệm không tầm thường. Vậy,
hệ véc tơ p1, p2, p3 phụ thuộc tuyến tính.

Vì ma trận hệ số của hệ phương trình tuyến tính bên trên là một ma trận
vuông nên ta cũng có thể tính định thức của nó để biết hệ phương trình
tuyến tính thuần nhất có nghiệm không tầm thường hay không.

Ví dụ 4.4.7. Hệ đa thức

p1 = 2 + x + 3x2, p2 = 6 − x + 5x2, p3 = 2 − 3x − x2

trong không gian véctơ P2 là độc lập tuyến tính hay phụ thuộc
tuyến tính.
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Giải. Theo định nghĩa, hệ p1, p2, p3 là độc lập tuyến tính khi và chỉ khi
phương trình véctơ

x1p1 + x2p2 + x3p3 = 0

chỉ có nghiệm tầm thường x1 = x2 = x3 = 0.

Phương trình véctơ trên tương đương với hệ phương trình tuyến tính

2x1 + 6x2 + 2x3 = 0
1x1 − 1x2 − 3x3 = 0
3x1 + 5x3 − 1x3 = 0

Khử Gauss ma trận hệ số mở rộng của hệ phương trình tuyến tính này 2 6 2 0
1 −1 −3 0
3 5 −1 0

 −→

 1 3 1 0
1 −1 −3 0
3 5 −1 0


−→

 1 3 1 0
0 4 4 0
0 4 4 0


−→

 1 3 1 0
0 4 4 0
0 0 0 0


Hệ phương trình có nghiệm không tầm thường vì x3là một ẩn tự do. Vậy
hệ đa thức p1, p2, p3 phụ thuộc tuyến tính.

Mê.nh đề 4.4.8. 1. Mọi hệ véc tơ chứa véc tơ không đều phụ thuộc
tuyến tính.

2. Hệ hai véc tơ v1, v2 là phụ thuộc tuyến tính khi và chỉ khi v1 là
một bội vô hướng của v2 hoặc v2 là một bội vô hướng của v1.

Chứng minh. (a) Giả sử hệ véc tơ v1, v2, . . . , vr trong một không gian véc
tơ V có vi = 0. Xét phương trình véc tơ

x1v1 + x2v2 + · · · + xrvr = 0.

Vì vi = 0 nên phương trình này có một nghiệm là

x1 = 0, . . . , xi−1 = 0, xi = 1, xi+1 = 0, . . . , xr = 0.

Đây là một nghiệm không tầm thường. Do đó, hệ véc tơ v1, v2, . . . , vr phụ
thộc tuyến tính.
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(b) Hệ hai véc tơ v1, v2 phụ thuộc tuyến tính khi và chỉ khi phương trình
véc tơ

x1v1 + x2v2 = 0 (3)

có nghiệm không tầm thường.

Giả sử hệ v1, v2 phụ thuộc tuyến tính. Gọi x1 = a1, x2 = a2 là một nghiệm
không tầm thường của phương trình (3). Vì nghiệm là không tầm thường
nên a1 ̸= 0 hoặc a2 ̸= 0.

� Nếu a1 ̸= 0 thì đẳng thức a1v1 + a2v2 = 0 kéo theo v1 = −a2
a1

v2. Do
đó, v1 là một bội của v2.

� Nếu a2 ̸= 0 thì đẳng thức a1v1 + a2v2 = 0 kéo theo v2 = −a1
a2

v1. Do
đó, v2 là một bội của v1.

Bây giờ, giả sử v1 là một bội vô hướng của v2 hoặc v2 là một bội vô hướng
của v1.

� Nếu v1 là một bội của v2 thì tồn tại vô hướng k sao cho v1 = kv2.
Do đó, phương trình (3) có một nghiệm là x1 = 1, x2 = −k.

� Nếu v2 là một bội của v1 thì tồn tại vô hướng k sao cho v2 = kv1.
Do đó, phương trình (3) có một nghiệm là x1 = k, x2 = −1.

Trong cả hai trường hợp, ta thấy rằng phương trình véc tơ (3) luôn có
nghiệm không tầm thường. Do đó, hệ véc tơ v1, v2 phụ thuộc tuyến tính.

Ví dụ 4.4.9. Chứng minh rằng hai hàm

f1 = x, f2 = sin x

trong không gian véc tơ F (−∞, ∞) là độc lập tuyến tính.

Giải. Hệ hàm f1, f2 phụ thuộc tuyến tính trong không gian véc tơ F (−∞, ∞)
khi và chỉ khi phương trình

x1f1 + x2f2 = 0

có nghiệm không tầm thường. Phương trình này tương đương với

x1x + x2 sin x = 0.
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Đây là sự bằng nhau của hai hàm số, do đó, chúng bằng nhau với mọi
x ∈ R. Với mỗi giá trị cụ thể của x, ta nhận được một phương trình tuyến
tính của x1và x2. Cho x = π

2 và x = π, ta nhận được hệ phương trình
tuyến tính

π
2 x1 + x2 = 0
πx1 = 0

Hệ phương trình tuyến tính thuần nhất này chỉ có nghiệm tầm thường
x1 = x2 = 0. Do đó, phương trình véc tơ trên chỉ có nghiệm tầm thường.
Vậy hệ hàm f1, f2 độc lập tuyến tuyến.

Mê.nh đề 4.4.10. Trong không gian véc tơ Rn, mọi hệ véc tơ
v1, v2, . . . , vr,với r > n, đều phụ thuộc tuyến tính.

Chứng minh. Xét phương trình véc tơ

x1v1 + x2v2 + · · · + xrvr = 0.

So sánh các thành phần tương ứng của các véc tơ này, ta nhận được một
hệ phương trình tuyến tính thuần nhất bao gồm n phương trình đối với r
ẩn x1, x2, . . . , xr.

Vì r > n nên hệ phương trình tuyến tính thuần nhất này có số ẩn nhiều
hơn số phương trình, và do đó, nó có nghiệm không tầm thường.

Vậy, hệ véc tơ v1, v2, . . . , vr phụ thuộc tuyến tính.

Bài tập

4.34 [hint] Hệ véctơ sau là độc lập tuyến tính hay phụ thuộc tuyến tính
trong R3.

a. (−3, 0, 4), (5, −1, 2), (1, 1, 3)
b. (−2, 0, 1), (6, −1, 1), (7, 0, −2), (3, 2, 5)

4.35 [hint] Trong không gian véctơ P3, hệ véctơ sau là độc lập tuyến tính
hay phụ thuộc tuyến tính.

a. p1 = 3 + 8x + 7x2 − 3x3, p2 = 1 + 5x + 3x2 − x3, p3 = 2 − x +
2x2 + 6x3, p4 = 2 + x + 3x2 + 2x3.

b. p1 = 3 − 3x2 + 6x3, p2 = 2x + 3x2 + x3, p3 = x + x2, p4 =
2 + x + 2x2 + x3.
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4.36 [hint] Các ma trận[
1 2
1 0

]
,

[
1 1
2 2

]
,

[
0 1
2 1

]

là độc lập tuyến tính hay phụ thuộc tuyến tính trong M2×2?

4.37 [hint] Tìm k để hệ ma trận[
1 0
1 k

]
,

[
2 0
1 3

]
,

[
1 0

−k −1

]

độc lập tuyến tính trong không gian véctơ M2×2.

4.38 [hint] Trong không gian véctơ F (−∞, ∞), hệ véctơ sau là độc lập
tuyến tính hay phụ thuộc tuyến tính?

a. 1, 3 sin2 x, 2 cos2 x

b. x, sin x, cos x

4.39 [hint] Trong không gian véctơ F (−∞, ∞), hệ véctơ sau là độc lập
tuyến tính hay phụ thuộc tuyến tính?

a. 1, sin x, sin 2x b. cos 2x, sin2 x.

4.40 [hint] Chứng minh rằng hệ hàm

f1(x) = ex, f2(x) = xex, f3(x) = x2ex

độc lập tuyến tính trong không gian véctơ F (−∞, ∞).

4.41 [hint] Chứng minh rằng hệ tất cả các hệ có nhiều hơn 3 véctơ trong
không gian véctơ P2 đều phụ thuộc tuyến tính.

4.42 [hint] Cho V là một không gian véctơ và v1, v2, v3 ∈ V . Chứng minh
rằng nếu hệ v1, v2 độc lập tuyến tính và v3 /∈ L(v1, v2) thì hệ v1, v2, v3
cũng độc lập tuyến tính.

4.43 [hint] Cho V là một không gian véctơ, v1, v2, v3 ∈ V . Giả sử v3 là
một tổ hợp tuyến tính của v1 và v2. Chứng minh rằng L(v1, v2) =
L(v1, v2, v3).
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4.44 [hint] Khẳng định dưới đây là đúng hay sai? Vì sao?

a. Bao tuyến tính của một véctơ trong R2 là một đường thẳng.
b. Bao tuyến tính của hai véctơ trong R3 là một mặt phẳng.
c. Bao tuyến tính của một tập véctơ S của không gian véctơ V là

không gian con nhỏ nhất của V chứa tập hợp S.
d. Các hệ sinh của R2 có cùng số phần tử.
e. Các đa thức x + 1, (x + 1)2, (x + 1)3 là một hệ sinh của không

gian véctơ P3.

Bài tập tổng hợp

Biết rằng tập con Va,b của R∞ gồm các dãy số thực (xn)∞
n=1 thỏa mãn

xn = axn−1 + bxn−2

với a, b ∈ R,là một không gian con.

4.45 [hint] Xét không gian véctơ Va,b của R∞. Cho các véctơ (xn)∞
n=1,

(yn)∞
n=1 thuộc Va,b. Chứng minh rằng

(xn)∞
n=1 = (yn)∞

n=1 ⇔
{

x1 = y1,
x2 = y2.

4.46 [hint] Xét không gian con V5,−6 của R∞ gồm các dãy số thực (xn)∞
n=1

thỏa mãn
xn = 5n−1 − 6xn−2 với mọi n ≥ 3.

a. Tìm λ1 và λ2 khác không sao cho hai dãy số (λn
1 )∞

n=1 và (λn
2 )∞

n=1
thuộc V5,−6.

b. Chứng minh rằng hai dãy số (λn
1 )∞

n=1 và (λn
2 )∞

n=1 độc lập tuyến
tính.

4.47 [hint] Xét không gian con V4,−4 của R∞ gồm các dãy số thực (xn)∞
n=1

thỏa mãn
xn = 4n−1 − 4xn−2 với mọi n ≥ 3.

a. Tìm λ ̸= 0 sao cho dãy số (λn)∞
n=1 thuộc V4,−4.

b. Chứng minh rằng dãy số (nλn)∞
n=1 cũng thuộc V4,−4.
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c. Chứng minh rằng hai dãy số (λn)∞
n=1 và (nλn)∞

n=1 độc lập tuyến
tính.

4.48 [hint] Biết rằng tập con V của C∞(−∞, ∞) gồm các hàm f : R → R
thỏa mãn

f
′′ = f

′ + 12f

là một không gian con.

a. Tìm λ1và λ2 để hàm mũ eλ1x và eλ2x thuộc V .
b. Chứng minh rằng hai hàm eλ1x và eλ2x độc lập tuyến tính.

4.49 [hint] Biết rằng tập con V của C∞(−∞, ∞) gồm các hàm f : R → R
thỏa mãn

f
′′ = 10f

′ − 25f

là một không gian con.

a. Tìm λ ∈ R để hàm mũ eλx thuộc V .
b. Chứng minh rằng hàm xeλx cũng thuộc V.

c. Chứng minh rằng hai hàm eλx và xeλx độc lập tuyến tính.
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4.5 Tọa độ, cơ sở

Trong mục này, chúng ta sẽ trang bị hệ trục tọa độ cho một không gian
véc tơ bất kỳ, tổng quát hóa khái niệm hệ trục tọa độ xy trong mặt phẳng
R2 và hệ trục tọa độ xyz trong không gian R3.

Hệ trục tọa độ trong mặt phẳng

Định nghĩa 4.5.1. Một hệ véc tơ v1, v2, . . . , vn trong một không
gian véc tơ V được gọi là một cơ sở nếu nó đồng thời là một hệ
sinh và một hệ độc lập tuyến tính.

Ví dụ 4.5.2. Hệ véc tơ đơn vị chính tắc

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0) , e2 = (0, 1, 0, . . . , 0) , en = (0, 0, 0, . . . , 1)

là một cơ sở của Rnvì nó đồng thời là hệ sinh và hệ độc lập tuyến
tính như đã chứng minh trong các mục trên. Cơ sở này được gọi là
cơ sở chính tắc của Rn. Đặc biệt

� Hai véc tơ e1 = (1, 0) , e2 = (0, 1) là cơ sở chính tắc của R2.

� Ba véc tơ e1 = (1, 0, 0) , e2 = (0, 1, 0) , e3 = (0, 0, 1) là cơ sở
chính tắc của R3.

Ví dụ 4.5.3. Hệ đa thức

1, x, x2, . . . , xn

là một cơ sở của Pn vì nó đồng thời là hệ sinh và hệ độc lập tuyến
tính như đã chứng minh trong các mục trên. Cơ sở này được gọi là
cơ sở chính tắc của Pn.
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Mê.nh đề 4.5.4. Một hệ véc tơ v1, v2, . . . , vn trong một không gian
véc tơ V là một cơ sở khi và chỉ khi phương trình véc tơ

x1v1 + x2v2 + · · · + xnvn = v

có nghiệm duy nhất với mọi véc tơ v ∈ V .

Ví dụ 4.5.5. Chứng minh rằng hệ véc tơ

v1 = (1, 2, 1) , v2 = (2, 9, 0) , v3 = (3, 3, 4)

là một cơ sở của R3.

Giải. Hệ véc tơ v1, v2, v3 là một cơ sở của R3 khi và chỉ phương trình véc
tơ

x1v1 + x2v2 + x3v3 = v (4)

có nghiệm duy nhất với mọi véc tơ v ∈ R3, v = (a, b, c). Phương trình này
tương đương với

x1 (1, 2, 1) + x2 (2, 9, 0) + x3 (3, 3, 4) = (a, b, c) .

So sánh các thành phần của các véc tơ, ta nhận được hệ phương trình
tuyến tính với ma trận hệ số mở rộng là 1 2 3 a

2 9 3 b
1 0 4 c

 .

Khử Gauss ma trận này, ta nhận được ma trận bậc thang 1 2 3 a
0 5 −3 −2a + b
0 0 1 9a − 2b − 5c

 .

Suy ra phương trình véc tơ (4) có nghiệm duy nhất với mọi v ∈ R3. Vậy
hệ véc tơ v1, v2, v3 là một cơ sở của R3.
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Chứng minh một hệ véc tơ là cơ sở

Để xét xem một hệ véc tơ v1, v2, . . . , vn có phải là một cơ sở của
một không gian véc tơ V hay không, chúng ta tiến hành như sau.

1. Lấy một véc tơ v ∈ V bất kỳ và xét phương trình véc tơ

x1v1 + x2v2 + · · · + xnvn = v.

2. Biến đổi phương trình véc tơ trên thành một hệ phương trình
tuyến tính.

3. Sử dụng các phương pháp giải hệ phương trình tuyến tính để
xét xem hệ phương trình tuyến tính này luôn có nghiệm duy
nhất với mọi véc tơ v ∈ V hay không.

� Nếu hệ phương trình có nghiệm duy nhất với mọi v ∈ V
thì hệ véc tơ v1, v2, . . . , vn là một cơ sở của V .

� Nếu tồn tại ít nhất một véc tơ v ∈ V sao cho hệ phương
trình không có nghiệm duy nhất thì hệ véc tơ v1, v2, . . . , vn

không phải là một cơ sở của V .

Ví dụ 4.5.6. Chứng minh rằng hệ ma trận

E11 =
[
1 0
0 0

]
, E12 =

[
0 1
0 0

]
, E21 =

[
0 0
1 0

]
, E22 =

[
0 0
0 1

]

là một cơ sở của M2×2.
Cơ sở này được gọi là cơ sở chính tắc của M2×2.

Giải. Hệ ma trận E11, E12, E21, E22 là một cơ sở của M2×2 khi và chỉ khi
phương trình véc tơ

x1E11 + x2E12 + x3E21 + x4E22 = A (5)

có nghiệm duy nhất với mọi A ∈ M2×2, A =
[

a b
c d

]
. Phương trình véc

tơ này tương đương với

x1

[
1 0
0 0

]
+ x2

[
0 1
0 0

]
+ x3

[
0 0
1 0

]
+ x4

[
0 0
0 1

]
=
[

a b
c d

]
.

So sánh lần lượt các phần tử ở các vị trí (1, 1) , (1, 2) , (2, 1) , (2, 2), ta nhận
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được một hệ phương trình tuyến tính với ma trận hệ số mở rộng là
1 0 0 0 a
0 1 0 0 b
0 0 1 0 c
0 0 0 1 d

 .

Đây là một ma trận bậc thang rút gọn. Ma trận này cho thấy rằng phương
trình véc tơ (5) có nghiệm duy nhất với mọi ma trận A ∈ M2×2. Vậy hệ
ma trận E11, E12, E21, E22 là một cơ sở của M2×2.

Ví dụ 4.5.7. Chứng minh rằng hệ véctơ

v1 = (1, −4, 3), v2 = (5, 6, 2), v3 = (4, 8, 1)

là một cơ sở của không gian véctơ R3.

Giải. Hệ véctơ v1, v2, v3 là một cơ sở của R3khi và chỉ khi phương trình
véctơ

x1v1 + x2v2 + x3v3 = v (6)

có nghiệm duy nhất với mọi véctơ v = (a, b, c) ∈ R3. Phương trình (6)
tương đương với hệ phương trình tuyến tính

x1 + 5x2 + 4x3 = a
−4x1 + 6x2 + 8x3 = b

3x1 + 2x2 + x3 = c
(7)

Hệ (7) có nghiệm duy nhất với mọi a, b, c khi và chỉ khi ma trận hệ số của
nó có định thức khác không. Ta có

det

 1 5 4
−4 6 8

3 2 1

 = 1
∣∣∣∣∣ 6 8

2 1

∣∣∣∣∣− 5
∣∣∣∣∣ −4 8

3 1

∣∣∣∣∣+ 4
∣∣∣∣∣ −4 6

3 2

∣∣∣∣∣
= −10 − 5(−28) + 4(−26)
= 26
̸= 0

Vậy hệ véctơ đã cho là một cơ sở của R3.
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Bài tập

4.50 [hint] Chứng minh rằng hệ véctơ sau là một cơ sở của R4.

v1 = (1, −2, 1, 2), v2 = (0, 0, 1, 1), v3 = (0, 4, 12, 8), v4 = (1, 2, −1, 0)

4.51 [hint] Hệ ma trận sau có là một cơ sở của M2×2 hay không?[
0 1
1 1

]
,

[
−2 2

2 3

]
,

[
−1 1

0 1

]
,

[
−2 1

1 2

]

4.52 [hint] Chứng minh rằng không gian véc tơ P∞ là một không gian véc
tơ vô hạn chiều.

4.53 [hint] Các không gian véc tơ

R∞, F (−∞, ∞) , C (−∞, ∞) , Cm (−∞, ∞)

đều là các không gian véc tơ vô hạn chiều.

Tọa độ

Định nghĩa 4.5.8. Giả sử hệ véc tơ B = (v1, v2, . . . , vn) là một cơ
sở của một không gian véc tơ V . Cho v ∈ V , và

v = c1v1 + c2v2 + · · · + cnvn

là biểu thị tuyến tính duy nhất của v qua cơ sở B. Khi đó, các vô
hướng c1, c2, . . . , cn được gọi là các tọa độ của v đối với cơ sở B;
véc tơ

[v]B = (c1, c2, . . . , cn) ∈ Rn

được gọi là véc tơ tọa độ của v đối với cơ sở B.

Ví dụ 4.5.9. Xét không gian véc tơ Rn với cơ sở chính tắc S =
(e1, e2, . . . , en). Với mỗi véc tơ v = (a1, a2, . . . , an) ∈ Rn, ta có

v = a1e2 + a2e2 + · · · + anen.

Do đó, véc tơ tọa độ của v đối với cơ sở chính tắc chính là v

[v]S = (a1, a2, . . . , an) = v.
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Ví dụ 4.5.10. Xét không gian véc tơ Pn. Tìm véc tơ tọa độ của đa
thức

p = a0 + a1x + a2x2 + · · · + anxn

đối với cơ sở chính tắc S =
(
1, x, x2, . . . , xn

)
.

Giải. Biểu thị đa thức p qua cơ sở chính tắc của Pn:

p = a0 + a1x + a2x2 + · · · + anxn

= a0 · 1 + a1 · x + a2 · x2 + · · · + an · xn.

Do đó, véc tơ tọa độ của p trong cơ sở chính tắc là

[p]S = (a0, a1, a2, . . . , an) ∈ Rn+1.

Ví dụ 4.5.11. Xét không gian véc tơ M2×2. Tìm véc tơ tọa độ của
ma trận

A =
[

a11 a12
a21 a22

]

đối với cơ sở chính tắc S = (E11, E12, E21, E22).

Giải. Biểu thị ma trận A qua cơ sở chính tắc của M2×2

A =
[

a11 a12
a21 a22

]

=
[

a11 0
0 0

]
+
[

0 a12
0 0

]
+
[

0 0
a21 0

]
+
[

0 0
0 a22

]
= a11E11 + a12E12 + a21E21 + a22E22.

Do đó, véc tơ tọa độ của ma trận A đối với cơ sở chính tắc là

[A]S = (a11, a12, a21, a22) ∈ R4.



4.5. TỌA ĐỘ, CƠ SỞ 203

Ví dụ 4.5.12. Tìm véctơ tọa độ của p = 1 − x + 5x3 ∈ P3và A =[
1 3
7 5

]
∈ M2×2 trong cơ sở chính tắc của các không gian véctơ

này.

Giải. véctơ tọa độ của p = 1 − x + 5x3 ∈ P3 trong cơ sở chính tắc{
1, x, x2, x3} là véctơ (1, −1, 0, 5) ∈ R4 vì

p = 1.1 + (−1).x + 0.x2 + 5.x3

Do đó, ta thường đồng nhất một đa thức với dãy hệ số của nó, tức là với
véctơ tọa độ của đa thức trong cơ sở chính tắc.

véctơ tọa độ của A =
[

1 3
7 5

]
∈ M2×2 trong cơ sở chính tắc {E11, E21, E12, E22}

là véctơ (1, 7, 3, 5) ∈ R4 vì

A = 1
[

1 0
0 0

]
︸ ︷︷ ︸

E1

+ 7
[

0 0
1 0

]
︸ ︷︷ ︸

E2

+ 3
[

0 1
0 0

]
︸ ︷︷ ︸

E3

+ 5
[

0 0
0 1

]
︸ ︷︷ ︸

E4

.

Ví dụ 4.5.13. Biết rằng hệ véc tơ B = (v1, v2, v3) với

v1 = (1, 2, 1) , v2 = (2, 9, 0) , v3 = (3, 3, 4)

là một cơ sở của R3.

1. Tìm véc tơ tọa độ của véc tơ v = (5, −1, 9) trong cơ sở B.
2. Tìm véc tơ w ∈ R3 biết rằng véc tơ tọa độ của w trong cơ sở B

là [w]B = (−1, 3, 2).

Giải. (a) Véc tơ tọa độ của v trong cơ sở chính tắc chính là véc tơ nghiệm
của phương trình véc tơ

x1v1 + x2v2 + x3v3 = v.

Phương trình này tương đương với

x1 (1, 2, 1) + x2 (2, 9, 0) + x3 (3, 3, 4) = (5, −1, 9) .
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So sánh các thành phần tương ứng của các véc tơ, ta nhận được hệ phương
trình tuyến tính với ma trận hệ số mở rộng là 1 2 3 5

2 9 3 −1
1 0 4 9

 .

Khử Gauss ma trận này, ta được ma trận bậc thang 1 2 3 5
0 5 −3 −11
0 0 1 2

 .

Do đó, phương trình có nghiệm duy nhất x1 = 1, x2 = −1, x3 = 2. Vậy véc
tơ tọa độ của v trong cơ sở B là

[v]B = (1, −1, 2) .

(b) Vì các thành phần của véc tơ tọa độ của véc tơ w đối với cơ sở B chính
là các hệ số trong biểu thị tuyến tính của w trong cơ sở B nên

w = (−1) v1 + 3v2 + 2v3
= − (1, 2, 1) + 3 (2, 9, 0) + 2 (3, 3, 4)
= (11, 31, 7) .

Vậy w = (11, 31, 7).

Bài tập

4.54 [hint] Cho V là một không gian véctơ n chiều, B là một cơ sở của V .
Cho v1, v2, ..., vp là một hệ véctơ của V . Với mỗi i, [vi]B ∈ Rn là véctơ
tọa độ của vi trong cơ sở B. Chứng minh rằng hệ véctơ v1, v2, ..., vp là
một hệ sinh của V khi và chỉ khi hệ véctơ tọa độ [v1]B , [v2]B , ..., [vp]B
là một hệ sinh của Rn.

4.55 [hint] Cho V là một không gian véctơ n chiều, B là một cơ sở của V .
Cho v1, v2, ..., vp là một hệ véctơ của V . Với mỗi i, [vi]B ∈ Rn là véctơ
tọa độ của vi trong cơ sở B. Chứng minh rằng hệ véctơ v1, v2, ..., vp

độc lập tuyến tính (tương ứng, phụ thuộc tuyến tính) khi và chỉ khi
hệ véctơ tọa độ [v1]B , [v2]B , ..., [vp]B độc lập tuyến tính (tương ứng,
phụ thuộc tuyến tính).
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4.56 [hint] Cho V là một không gian véctơ n chiều, B là một cơ sở của V .
Cho v1, v2, ..., vp là một hệ véctơ của V . Với mỗi i, [vi]B ∈ Rn là véctơ
tọa độ của vi trong cơ sở B. Chứng minh rằng hệ véctơ v1, v2, ..., vp là
một cơ sở của V khi và chỉ khi hệ véctơ tọa độ [v1]B , [v2]B , ..., [vp]B
là một cơ sở của Rn.

Cơ sở và ma trận khả nghịch

Xét hệ véctơ v1, v2, ..., vp của không gian véctơ Rn.

� Nếu p ̸= n thì hệ véctơ v1, v2, ..., vp không thể là một cơ sở của Rn.

� Giả sử p = n. Khi đó hệ véctơ v1, v2, ..., vn là một cơ sở của Rn khi
và chỉ khi ma trận [

v1 v2 ... vn

]
∈ Mn×n

khả nghịch

Tổng quát hơn, cho v1, v2, ..., vp là các véctơ của một không gian véctơ V ,
dimV = n.

� Nếu p ̸= n thì hệ véctơ v1, v2, ..., vn không thể là một cơ sở của V .

� Giả sử p = n. Gọi B là một cơ sở của V . Với mỗi i, [vi]B ∈ Rn là tọa
độ của vi trong cơ sở B. Khi đó, hệ véctơ v1, v2, ..., vn là một cơ sở
của V khi và chỉ khi hệ véctơ tọa độ [v1]B , [v2]B , ..., [vn]B là một cơ
sở của Rn, tức là ma trận[

[v1]B [v2]B ... [vn]B
]

∈ Mn×n

khả nghịch.

Ví dụ 4.5.14.

a. Chứng minh rằng các đa thức

p1 = 1 + 2x + x2, p2 = 2 + 9x, p3 = 3 + 3x + 4x2

lập thành một cơ sở của P2.
b. Tìm tọa độ của p = 5 − x + 9x2 đối với cơ sở S = {p1, p2, p3}.
c. Tìm đa thức q ∈ P2 có véctơ tọa độ trong cơ sở S là (−1, 3, 2).
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Giải. a. Gọi B =
{
1, x, x2} là cơ sở chính tắc của P2. Khi đó, hệ đa

thức p1, p2, p3 là một cơ sở của P2 khi và chỉ khi hệ véctơ tọa độ
[p1]B , [p2]B , [p3]B là một cơ sở của R3. Điều này tương đương với việc
ma trận [

[p1]B [p2]B [p3]B
]

=

 1 2 3
2 9 3
1 0 4


khả nghịch. Định thức của ma trận này là

det

 1 2 3
2 9 3
1 0 4

 = 1
∣∣∣∣∣ 2 3

9 3

∣∣∣∣∣+ 4
∣∣∣∣∣ 1 2

2 9

∣∣∣∣∣
= −21 + 4.(5)
= −1

Vì định thức khác không nên ma trận khả nghịch. Do đó, hệ đa thức
p1, p2, p3 là một cơ sở của P2.

b. Tọa độ của đa thức p trong cơ sở S là nghiệm của phương trình véctơ

x1p1 + x2p2 + x3p3 = p.

Phương trình này tương đương với hệ phương trình tuyến tính 1 2 3
2 9 3
1 0 4


 x1

x2
x3

 =

 5
−1

9


Giải hệ phương trình tuyến tính này, ta được x = (1, −1, 2). Do đó,
véctơ tọa độ của p trong cơ sở S là [p]S = (1, −1, 2) ∈ R3.

c. Vì [q]S = (−1, 3, 2) nên

q = (−1)p1 + 3p2 + 2p3
= (−1)(1 + 2x + x2) + 3(2 + 9x) + 2(3 + 3x + 4x2)
= 11 + 31x + 7x2.

Bài tập

4.57 [hint]

a. Chứng minh rằng các đa thức
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b.

p1 = 1 − x − 3x2, p2 = −3 + 4x + 9x2, p3 = 2 − 2x + 4x2

lập thành một cơ sở của P2.
c. Tìm véctơ tọa độ của đa thức p = 8 − 9x + 6x2 trong cơ sở

{p1, p2, p3}.

4.58 [hint] Các đa thức

3 + 7x, 5 + x − 2x3, x − 2x2, 1 + 16x − 6x2 + 2x3

có lập thành một cơ sở của P3 hay không?

4.59 [hint] Các ma trận[
5 4

−3 2

]
,

[
9 8
1 −6

]
,

[
6 4

−2 0

]
,

[
0 0
0 1

]

có lập thành một cơ sở của M2×2 hay không?
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4.6 Số chiều; Ma trận chuyển cơ sở

Cơ sở chính tắc của không gian véc tơ Rn gồm n véc tơ. Ta sẽ chứng minh
rằng tất cả các các cơ sở của Rn đều có đúng n véc tơ. Một cách tổng
quát, một không gian véc tơ có thể có nhiều cơ sở khác nhau, nhưng số
lượng véc tơ trong các cơ sở bằng nhau. Đây là tính chất đặc biệt quan
trọng của không gian véc tơ.

Số lượng véc tơ trong một cơ sở

Định lý 4.6.1. Tất cả các cơ sở của một không gian véc tơ hữu hạn
chiều có số lượng véc tơ bằng nhau.

Định lý 4.6.2. Cho V là một không gian véc tơ hữu hạn chiều và
v1, v2, . . . , vn là một cơ sở của V .

1. Mọi hệ véc tơ trong V có nhiều hơn n véc tơ đều phụ thuộc
tuyến tính.

2. Mọi hệ véc tơ trong V có ít hơn n véc tơ không phải là một hệ
sinh của V .

Chứng minh định lý 4.6.1. Gọi v1, v2, . . . , vn là một cơ sở của V . Theo
định lý 4.6.2:

� một hệ véc tơ trong V có ít hơn n phần tử không thể là một hệ sinh,

� một hệ véc tơ có nhiều hơn n phần tử không thể là một hệ độc lập
tuyến tính.

Do đó, tất cả các cơ cở của V đều phải có đúng n phần tử.

Định nghĩa 4.6.3. Số chiều của một không gian véc tơ hữu hạn
chiều V , ký hiệu dim V , được định nghĩa là số lượng véc tơ trong
các cơ sở của V .
Ta quy ước không gian véc tơ không có số chiều bằng không.

Corollary 2. Cho V là một không gian véc tơ.
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1. Nếu V có một hệ sinh gồm n véc tơ thì dim V ≤ n.
2. Nếu V có một hệ độc lập tuyến tính gồm n véc tơ thì dim V ≥ n.

Ví dụ 4.6.4. Số chiều của một số không gian véc tơ quen thuộc.

� dimRn vì cơ sở chính tắc e1, e2, . . . , en của Rn có n véc tơ, với

ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)

trong đó phần tử 1 ở vị trí thứ i.

� dimPn = n + 1 vì cơ sở chính tắc

1, x, x2, . . . , xn

của Pn có n + 1 véc tơ.

� dim Mm×n = mn vì cơ sở chính tắc Eij với 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤
j ≤ n, có mn véc tơ. Ma trận Eij có phần tử khác không duy
nhất là số 1 ở vị trí (i, j).

Ví dụ 4.6.5. Nếu hệ véc tơ v1, v2, . . . , vr độc lập tuyến tính thì

dimL (v1, v2, . . . , vr) = r.

Giải. Hệ véc tơ v1, v2, . . . , vr là một hệ sinh của L (v1, v2, . . . , vr). Hơn
nữa, theo giả thiết, hệ véc tơ này độc lập tuyến tính. Do đó, hệ véc tơ
v1, v2, . . . , vr là một cơ sở của L (v1, v2, . . . , vr). Do đó

dimL (v1, v2, . . . , vr) = r.

Ví dụ 4.6.6. Xác định số chiều và một cơ sở cho các không gian con
của M2×2 gồm các ma trận đối xứng.

Giải. Cho ma trận A =
[

a11 a12
a21 a22

]
∈ M2×2. Ma trận A đối xứng khi và

chỉ khi a12 = a21. Do đó

A = a11

[
1 0
0 0

]
+ a12

[
0 1
1 0

]
+ a22

[
0 0
0 1

]
,
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với các a11, a12, a22 là các số thực xác định duy nhất. Vậy không gian con
các ma trận đối xứng của M2×2 là một không gian véctơ 3 chiều với một
cơ sở là hệ ma trận [

1 0
0 0

]
,

[
0 1
1 0

]
,

[
0 0
0 1

]
.

Ví dụ sau minh họa cách tìm một cơ sở cho không gian nghiệm của một
hệ phương trình tuyến tính thuần nhất. Đây là một bài toán quan trọng.

Ví dụ 4.6.7. Tìm một cơ sở cho không gian nghiệm của hệ phương
trình tuyến tính thuần nhất

x1 + 3x2 − 2x3 + 2x5 = 0
2x1 + 6x2 − 5x3 − 2x4 + 4x5 − 3x6 = 0

5x3 + 10x4 + 15x6 = 0
2x1 + 6x2 + 8x4 + 4x5 + 18x6 = 0.

Giải. Khử Gauss ma trận hệ số mở rộng của hệ phương trình tuyến tính
này, ta được ma trận bậc thang

1 3 −2 0 2 0 0
0 0 1 2 0 3 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0

 .

Các ẩn tự do là x2, x4 và x5. Cho các ẩn này các tham số lần lượt bằng
r, s, t bất kỳ, và tính các ẩn khác qua r, s, t, ta nhận được

x1 = −3r − 4s − 2t, x2 = r, x3 = −2s, x4 = s, x5 = t, x6 = 0.

Véc tơ nghiệm tổng quát là

x = (x1, x2, x3, x4, x5, x6) = (−3r − 4s − 2t, r, −2s, s, t, 0) .

Tách riêng các tham số r, s, t trong véc tơ nghiệm bằng cách sử dụng các
phép toán véc tơ, ta được

x = (−3r, r, 0, 0, 0, 0) + (−4s, 0, −2s, s, 0, 0) + (−2t, 0, 0, 0, t, 0)
= r (−3, 1, 0, 0, 0, 0)︸ ︷︷ ︸

v1

+s (−4, 0, −2, 1, 0, 0)︸ ︷︷ ︸
v2

+t (−2, 0, 0, 0, 1, 0)︸ ︷︷ ︸
v3

.
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Do đó, véc tơ nghiệm tổng quát của hệ phương trình tuyến tính đã cho có
phân tích

x = rv1 + sv2 + tv3

với r, s, t ∈ R bất kỳ xác định duy nhất. Vậy hệ véc tơ v1, v2, v3 là một cơ
sở của không gian nghiệm của hệ phương trình tuyến tính thuần nhất đã
cho. Số chiều của không gian nghiệm bằng 3.

Cơ sở cho không gian nghiệm của hệ phương trình tuyến tính thuần
nhất

Để tìm số chiều và một cơ sở cho không gian nghiệm của hệ phương
trình tuyến tính thuần nhất

Ax = 0, (8)

ta tiến hành như sau.

1. Khử Gauss ma trận hệ số mở rộng
[
A 0

]
của hệ phương trình

tuyến tính.
2. Từ dạng bậc thang, xác định các ẩn tự do, ẩn phụ thuộc. Số

chiều của không gian nghiệm của hệ (8) là số lượng ẩn tự do.
3. Cho các ẩn tự do các tham số bất kỳ, rồi tính các ẩn phụ thuộc

qua các tham số này để được véc tơ nghiệm tổng quát.
4. Tách riêng các tham số trong véc tơ nghiệm tổng quát để nhận

được một cơ sở cho không gian nghiệm của (8).

Một số định lý cơ bản

Định lý 4.6.8. Cho v1, v2, . . . , vr là một hệ véc tơ trong một không
gian véc tơ V sao cho hệ véc tơ v1, v2, . . . , vr−1 độc lập tuyến tính.
Khi đó, hệ véc tơ v1, v2, . . . , vr độc lập tuyến tính khi và chỉ khi
vr /∈ L (v1, v2, . . . , vr).

Giải. Khẳng định cần chứng minh tương đương với: hệ véc tơ v1, v2, . . . , vr

phụ lập tuyến tính khi và chỉ khi vr ∈ L (v1, v2, . . . , vr). Ta sẽ chứng minh
kết quả tương đương này.
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(⇒) . Vì hệ véc tơ v1, v2, . . . , vr phụ thuộc tuyến tính nên tồn tại một ràng
buộc tuyến tính không tầm thường

c1v1 + c2v2 + · · · + crvr = 0. (9)

Nếu cr = 0 thì ta nhận được ràng buộc tuyến tính không tầm thường

c1v1 + c2v2 + · · · + cr−1vr−1 = 0.

Mâu thuẫn với sự độc lập tuyến tính của hệ véc tơ v1, v2, . . . , vr−1. Suy ra
cr ̸= 0. Khi đó, đẳng thức (9) kéo theo

vr = −c1
cr

v1 − −c2
cr

v2 − · · · − −cr−1
cr

vr.

Do đó, vr ∈ L (v1, v2, . . . , vr).
(⇐) . Vì vr ∈ L (v1, v2, . . . , vr) nên vr có biểu thị tuyến tính

vr = c1v1 + c2v2 + · · · + cr−1vr−1.

Suy ra
c1v1 + c2v2 + · · · + cr−1vr−1 + (−1) vr = 0.

Đây là một ràng buộc tuyến tính không tầm thường của hệ véc tơ v1, v2, . . . , vr.
Do đó, hệ véc tơ v1, v2, . . . , vr độc lập tuyến tính.

Định lý 4.6.9. Cho hệ véc tơ v1, v2, . . . , vr trong một không gian véc
tơ V . Khi đó

L (v1, v2, . . . , vr) = L (v1, v2, . . . , vr−1) ⇔ vr ∈ L (v1, v2, . . . , vr) .

Ví dụ 4.6.10. Trong không gian véc tơ P∞, chứng minh rằng hệ véc
tơ

p1 = 1 − x2, p2 = 2 − x2, p3 = x3

độc lập tuyến tính.

Giải. Vì hai véc tơ p1 và p2 không tỉ lệ với nhau nên hệ hai véc tơ p1, p2
độc lập tuyến tính.
Vì p1 và p2 là các đa thức bậc 2 nên mọi đa thức trong L (p1, p2) có bậc
không quá 2. Suy ra

p3 /∈ L (p1, p2) .

Vậy, hệ véc tơ p1, p2, p3 độc lập tuyến tính.
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Cho V là một không gian véc tơ chiều n. Khi đó, mỗi hệ sinh của V có ít
nhất n véc tơ. Ta có thể nói gì về hệ sinh gồm đúng n véc tơ? Tương tự,
mỗi hệ độc lập tuyến tính trong V có nhiều nhất n véc tơ. Ta có thể nói
gì về hệ độc lập tuyến tính gồm đúng n véc tơ?

Định lý 4.6.11. Cho V là một không gian véc tơ n chiều. Khi đó

1. Các hệ sinh gồm n véc tơ của V đều là cơ sở.
2. Các hệ độc lập tuyến tính gồm n véc tơ của V đều là cơ sở.

Ví dụ 4.6.12. 1. Chứng minh rằng hệ véc tơ v1 = (−3, 7) , v2 =
(5, 5) là một cơ sở của R2.

2. Chứng minh rằng hệ véc tơ v1 = (2, 0, −1) , v2 = (4, 0, 7) , v3 =
(−1, 1, 4) là một cơ sở của R3.

Chứng minh. Vì số phần tử trong các hệ véc tơ bằng đúng số chiều của
không gian véc tơ tương ứng nên để chứng minh chúng là cơ sở, ta chỉ cần
chứng minh chúng độc lập tuyến tính.

(a) Hai véc tơ v1 = (−3, 7) , v2 = (5, 5) không tỉ lệ với nhau nên hệ véc tơ
v1, v2 độc lập tuyến tính.

(b) Hai véc tơ v1 = (2, 0, −1) , v2 = (4, 0, 7) không tỉ lệ với nhau nên hệ véc
tơ v1, v2 độc lập tuyến tính. Vì các hai véc tơ v1 và v2 có thành phần thứ
hai bằng không nên các véc tơ trong L (v1, v2) cũng có thành phần thứ hai
bằng không. Suy ra

v3 = (−1, 1, 4) /∈ L (v1, v2) .

Do đó, hệ véc tơ v1, v2, v3 độc lập tuyến tính.

Định lý 4.6.13. Cho V là một không gian véc tơ hữu hạn chiều.

1. Mọi hệ sinh của V có thể bỏ bớt véc tơ thích hợp (nếu cần thiết)
để hệ véc tơ còn lại là một cơ sở của V .

2. Mọi hệ độc lập tuyến tính trong V đều có thể bổ sung thêm các
véc tơ thích hợp (nếu cần thiết) để hệ véc tơ nhận được là một
cơ sở của V .
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Định lý 4.6.14. Cho V là một không gian véc tơ hữu hạn chiều và
W là một không gian con của V . Khi đó

1. W hữu hạn chiều.
2. dim W ≤ dim V .
3. dim W = dim V khi và chỉ khi W = V .

Bài tập

4.60 [hint] Xác định số chiều và một cơ sở cho các không gian con sau
đây của M2×2.

a. Không gian con các ma trận chéo.
b. Không gian con các ma trận tam giác trên.

4.61 [hint] Xác định số chiều và một cơ sở cho các không gian con sau
đây của M2×2.

a. Không gian con các ma trận phản đối xứng.
b. Không gian con các ma trận có vết bằng không.

4.62 [hint] Xác định số chiều và một cơ sở cho các không gian con sau
đây của Mn×n

a. Không gian con các ma trận chéo.
b. Không gian con các ma trận đối xứng.

4.63 [hint] Xác định số chiều và một cơ sở cho các không gian con sau
đây của Mn×n

a. Không gian con các ma trận tam giác trên.
b. Không gian con các ma trận phản đối xứng.
c. Không gian con các ma trận có vết bằng không.

4.64 [hint] Biết rằng tập hợp V = R2 trang bị hai phép toán cộng và nhân

(a1, b1)+(a2, b2) = (a1+a2+1, b1+b2+1), k(a, b) = (ka+k−1, kb+k−1)

là một không gian véctơ với véctơ không là 0 = (−1, −1) và véctơ
đối của véctơ (a, b) là −(a, b) = (−a − 2, −b − 2). Tìm một cơ sở cho
V .
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4.65 [hint] Biết rằng tập hợp V =
{
(a, b) ∈ R2 : b > 0

}
trang bị hai phép

toán

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1b2), k(a, b) = (ka, bk)

là một không gian véctơ, với véctơ không là 0 = (0, 1) và véctơ đối
của véctơ (a, b) là −(a, b) =

(
−a, 1

b

)
. Tìm một cơ sở cho V .

Xét không gian véctơ con Va,b của R∞ gồm các dãy số (xn)∞
n=1 thỏa mãn

xn = axn−1 + bxn−2, với mọin ≥ 3

trong đó a, b ∈ R cố định.

4.66 [hint] Cho a, b ∈ R thỏa mãn a2 + 4b > 0.

a. Tìm các số thực λ1, λ2 khác không sao cho hai dãy số (λn
1 )∞

n=1
và (λn

2 )∞
n=1 thuộc Va,b.

b. Chứng minh rằng (λn
1 )∞

n=1 và (λn
2 )∞

n=1 lập thành một cơ sở của
Va,b.

4.67 [hint] Cho dãy số (xn)∞
n=1 bởi công thức truy hồi

x1 = −2, x2 = 3, xn = xn−1 + 12xn−2 với mọi n ≥ 3

Ta tìm công thức tổng quát cho dãy (xn)∞
n=1 như sau. Dãy số (xn)∞

n=1
là một véctơ của không gian véctơ V1,12

a. Tìm các số thực λ1, λ2 sao cho hai dãy số (λn
1 )∞

n=1 và (λn
2 )∞

n=1
lập thành một cơ sở của V1,12.

b. Tìm véctơ tọa độ của dãy số (xn)∞
n=1 đối với cơ sở trong ý (a).

c. Tìm công thức tổng quát của dãy số (xn)∞
n=1.

4.68 [hint] Cho a, b ∈ R thỏa mãn a2 + 4b = 0.

a. Tìm số thực λ khác không sao cho dãy số (λn)∞
n=1 thuộc vào Va,b.

b. Chứng minh rằng dãy số (nλn)∞
n=1 cũng thuộc vào Va,b.

c. Chứng minh rằng hai dãy số (λn)∞
n=1 và (nλn)∞

n=1 lập thành một
cơ sở của Va,b.

4.69 [hint] Tìm công thức tổng quát cho dãy số (xn)∞
n=1 với x1 = 1,x2 =

−4 và xn = −3xn−1 + 10xn−2 với mọi n ≥ 3.

4.70 [hint] Tìm công thức tổng quát cho dãy số (yn)∞
n=1 với y1 = −3,y2 = 1

và yn = 6yn−1 − 9yn−2 với mọi n ≥ 3.
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Hình 4.1 – Ánh xạ tọa độ

Ánh xạ tọa độ

Định nghĩa 4.6.15. Cho B = (v1, v2, . . . , vn) là một cơ sở của một
không gian véc tơ n-chiều V . Khi đó, quy tắc cho tương ứng mỗi
véc tơ v ∈ V với véc tơ tọa độ [v]B ∈ Rn được gọi là ánh xạ tọa
độ đối với cơ sở B

[ ]B : V → Rn

v 7→ [v]B =


c1
c2
...

cn


trong đó

v = c1v1 + c2v2 + · · · + cnvn.

Ta thường sử dụng ánh xạ tọa độ để đồng nhất mỗi “véc tơ trừu tượng”
v ∈ V với “véc tơ hình học” [v]B ∈ Rn và do đó, chuyển bài toán trên
không gian véc tơ V về bài toán tương ứng trong không gian véc tơ Rn.

Ta chứng minh một số tính chất của ánh xạ chuyển tọa độ cho thấy sự
hợp lý khi đồng nhất mỗi véc tơ với véc tơ tọa độ của nó.

Mê.nh đề 4.6.16. Cho B = (v1, v2, . . . , vn) là một cơ sở của một
không gian véc tơ n-chiều V . Cho các véc tơ u, v ∈ V và vô hướng
a, b ∈ R. Khi đó

[au + bv]B = a [u]B + b [v]B .
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Chứng minh. Giả sử các véc tơ tọa độ của u và v là

[u]B = (a1, a2, . . . , an) , [v]B = (b1, b2, . . . , bn) .

Theo định nghĩa, ta có

u = a1v1 + a2v2 + · · · + anvn, v = b1v1 + b2v2 + · · · + bnvn.

Suy ra

au + bv = a (a1v1 + a2v2 + · · · + anvn) + b (b1v1 + b2v2 + · · · + bnvn)
= (aa1 + bb1) v1 + (aa2 + bb2) v2 + · · · + (aan + bbn) vn.

Vậy

[au + bv]B = (aa1 + bb1, aa2 + bb2, . . . , aan + bbn)
= a (a1, a2, . . . , an) + b (b1, b2, . . . , bn)
= a [u]B + b [v]B.

Mê.nh đề 4.6.17. Cho B = (v1, v2, . . . , vn) là một cơ sở của một
không gian véc tơ n-chiều V .

1. [v]B = 0 khi và chỉ khi v = 0.
2. Nếu [u]B = [v]B thì u = v.
3. Với mọi x ∈ Rn tồn tại duy nhất v ∈ V sao cho [v]B = x.

Mê.nh đề 4.6.18. Cho B = (v1, v2, . . . , vn) là một cơ sở của một
không gian véc tơ n-chiều V . Cho u1, u2, . . . , ur là một hệ véc tơ
trong V . Khi đó

1. Hệ véc tơ u1, u2, . . . , ur là một hệ sinh của V khi và chỉ khi hệ
véc tơ tọa độ [u1]B , [u2]B , . . . , [ur]B là một hệ sinh của Rn.

2. Hệ véc tơ u1, u2, . . . , ur là độc lập tuyến tính trong V khi và
chỉ khi hệ véc tơ tọa độ [u1]B , [u2]B , . . . , [ur]B là độc lập tuyến
tính trong Rn.

3. Hệ véc tơ u1, u2, . . . , ur là phụ thuộc tuyến tính trong V khi
và chỉ khi hệ véc tơ tọa độ [u1]B , [u2]B , . . . , [ur]B là phụ thuộc
tuyến tính trong Rn.
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4. Hệ véc tơ u1, u2, . . . , ur là một cơ sở của V khi và chỉ khi hệ
véc tơ tọa độ [u1]B , [u2]B , . . . , [ur]B là một cơ sở của Rn.

Ma trận chuyển cơ sở

Định nghĩa 4.6.19. Cho B = (v1, v2, . . . , vn) và C =
(w1, w2, . . . , wn) là các cơ sở của không gian véc tơ V . Ma trận
chuyển cơ sở từ cơ sở B sang cơ sở C, ký hiệu PB→C , là ma trận
vuông cỡ n × n với cột thứ j là véc tơ tọa độ của véc tơ wj trong
cơ sở B

PB→C =
[
[w1]B [w2]B . . . [wn]B

]
.

Nói cách khác, cột thứ j của ma trận chuyển cơ sở là véc tơ nghiệm
duy nhất của phương trình véc tơ

x1v1 + x2v2 + · · · + xnvn = wj .

Ví dụ 4.6.20. Cho các cơ sở B = (v1, v2) và C = (w1, w2) của R2 với

v1 = (1, 0) , v2 = (2, 1) , w1 = (0, 1) , w2 = (1, 1) .

1. Tìm ma trận chuyển cơ sở PB→C .
2. Tìm ma trận chuyển cơ sở PC→B.
3. Chứng minh rằng PC→B = (PB→C)−1.

Giải. (a) Với j = 1, 2, cột thứ j của ma trận chuyển cơ sở PB→C là nghiệm
của phương trình véc tơ

x1v1 + x2v2 = wj .

Vì hai các hệ phương trình tuyến tính tương ứng có cùng ma trận hệ số,
nên ta có thể giải chúng một cách đồng thời bằng cách khử Gauss-Jordan
ma trận hệ số mở rộng[

v1 v2 w1 w2
]

=
[

1 2 0 1
0 1 1 1

]
→
[

1 0 −2 −1
0 1 1 1

]
.

Do đó, ma trận chuyển cơ sở từ cơ sở B sang cơ sở C là

PB→C =
[

−2 −1
1 1

]
.
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(b) Tương tự như ý (a), để tìm ma trận chuyển cơ sở từ cơ sở C sang cơ
sở B, ta khử Gauss-Jordan ma trận

[
w1 w2 v1 v2

]
. Ta có

[
w1 w2 v1 v2

]
=
[

0 1 1 2
1 1 0 1

]
→
[

1 0 −1 −1
0 1 1 2

]
.

Do đó, ma trận chuyển cơ sở từ cơ sở C sang cơ sở B là

PC→B =
[

−1 −1
1 2

]
.

(c) Sử dụng công thức nghịch đảo của ma trận vuông cỡ 2 × 2, ta được

(PB→C)−1 =
[

−2 −1
1 1

]
= 1

−1

[
1 1

−1 −2

]
=
[

−1 −1
1 2

]
= PC→B.

Thuật toán tìm ma trận chuyển cơ sở giữa các cơ sở của Rn

Cho B = (v1, v2, . . . , vn) và C = (w1, w2, . . . , wn) là các cơ sở của
không gian véc tơ Rn. Để tìm ma trận chuyển cơ sở từ cơ sở B sang
cơ sở C, ta tiến hành như sau.

1. Tạo ra ma trận
[
B C

]
=
[
v1 v2 . . . vn w1 w2 . . . wn

]
.

2. Khử Gauss-Jordan ma trận
[
B C

]
, đưa nó về dạng bậc thang

rút gọn.
3. Ma trận bậc thang rút gọn có dạng

[
I PB→C

]
.

Mê.nh đề 4.6.21. Cho B = (v1, v2, . . . , vn) và C = (w1, w2, . . . , wn)
là các cơ sở của không gian véc tơ V . Với mọi véc tơ v ∈ V , ta có

[v]B = PB→C [v]C , [v]C = PC→B [v]B .

Ví dụ 4.6.22. Cho các cơ sở B = {u1, u2} và B′ =
{

u
′
1, u

′
2

}
của R2

với

u1 =
[

1
1

]
, u2 =

[
4

−1

]
, u

′
1 =

[
0
2

]
, u

′
2 =

[
1
3

]
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a. Tìm ma trận chuyển cơ sở PB→B′ từ cơ sở B đến cơ sở B′ .
b. Giả sử một véctơ w ∈ R2 có véctơ tọa độ trong cơ sở B′ là

(3, −5). Tìm véctơ tọa độ của w trong cơ sở B.

Giải. a. Cột thứ j của ma trận chuyển cơ sở PB→B′ là nghiệm của phương
trình véctơ

x1u1 + x2u2 = u
′
j

Phương trình véctơ này tương đương với hệ phương trình tuyến tính[
u1 u2

] [ x1
x2

]
= u

′
j

Khử Gauss-Jordan ma trận hệ số của đồng thời hệ hai phương trình
này [

u1 u2 | u
′
1 u

′
2

]
=

[
1 4
1 −1

∣∣∣∣∣ 0 1
2 3

]

−→
[

1 4
0 5

∣∣∣∣∣ 0 1
−2 −2

]

−→
[

5 0
0 5

∣∣∣∣∣ 8 13
−2 −2

]

−→
[

1 0
0 1

∣∣∣∣∣ 8
5

13
5

−2
5 −2

5

]

Do đó, ma trận chuyển cơ sở PB→B′ là
[

8
5

13
5

−2
5 −2

5

]
.

b. véctơ tọa độ của véctơ w trong cơ sở B là

[w]B = PB→B′ [w]B′ =
[

8
5

13
5

−2
5 −2

5

] [
3

−5

]
=
[

−41
54
5

]

Một cách tổng quát, nếu B = {u1, u2, ..., un} và B′ =
{

u
′
1, u

′
2, ..., u

′
n

}
là hai

cơ sở của Rn thì để có ma trận chuyển cơ sở PB→B′ từ cơ sở B sang cơ sở
B′ , ta khử Gauss-Jordan ma trận cỡ n × (2n) lập thành từ các cơ sở B và
B′

[
B | B′

]
=

[
u1 u2 . . . un | u

′
1 u

′
2 . . . u

′
n

]
⇝

[
I | PB→B′

]
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Tổng quát hơn nữa, giả sử B = {u1, u2, ..., un} và B′ =
{

u
′
1, u

′
2, ..., u

′
n

}
là hai cơ sở của không gian véctơ n chiều V . Ta muốn tìm ma trận
chuyển cơ sở PB→B′ từ B sang B′ . Lấy một cơ sở S của V . Khi đó
[B]S = {[u1]S , [u2]S , ..., [un]S} và

[
B′
]
S

=
{[

u
′
1

]
S

,
[
u

′
2

]
S

, ...,
[
u

′
n

]
S

}
là

các cơ sở của Rn. Hơn nữa phương trình

x1u1 + x2u2 + ... + xnun = u
′
j

tương đương với

x1 [u1]S + x2 [u2]S + ... + xn [un]S =
[
u

′
j

]
S

Do đó ma trận chuyển cơ sở PB→B′ chính là ma trận chuyển cơ sở P[B]S→[B′ ]S
.

Ta đạt được thuật toán

[
[u1]S . . . [un]S |

[
u

′
1

]
S

. . .
[
u

′
n

]
S

] Gauss-Jordan
⇝

[
I | PB→B′

]

Bài tập

4.71 [hint] Cho các cơ sở B = {u1, u2, u3} và B′ =
{

u
′
1, u

′
2, u

′
3

}
của R3 với

u1 =

 1
2
1

 , u2 =

 2
1
1

 , u3 =

 2
−1

1

 , u
′
1 =

 1
1

−3

 , u
′
2 =

 1
0

−2

 , u
′
3 =

 3
1

−5


a. Tìm ma trận chuyển cơ sở PB→B′ từ cơ sở B sang cơ sở B′ .
b. Tìm véctơ tọa độ [v]B′ của véctơ v = (5, 1, 5) ∈ R3 trong cơ sở

B′ .
c. Sử dụng ma trận chuyển cơ sở PB→B′ , tìm véctơ tọa độ của véctơ

v trong cơ sở B.

4.72 [hint] Cho B = {u1, u2, u3} và C = {v1, v2, v3} là các cơ sở của một
không gian véctơ V . Giả sử

v1 = 4u1 − u2, v2 = −u1 + u2 + u3, v3 = u2 − 2u3

a. Tìm ma trận chuyển cơ sở PB→C từ cơ sở B sang cơ sở C.
b. Tìm ma trận chuyển cơ sở PC→B từ cơ sở C sang cơ sở B.
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c. Cho w ∈ V là véctơ có tọa độ trong cơ sở B là (3, 4, 1). Tìm
véctơ tọa độ của w trong cơ sở C.

4.73 [hint] Giả sử ma trận

P =

 1 1 0
1 0 2
0 2 1


là ma trận chuyển cơ sở từ cơ sở B = {(1, 3, 1), (0, 3, 1), (0, 2, 1)} của
R3 đến cơ sở C. Tìm C.

4.74 [hint] Cho các cơ sở B = {p1, p2, p3} và C = {q1, q2, q3} của không
gian véctơ P2 trong đó

p1 = −3 − 3x2, p2 = −3 + 2x − x2, p3 = 1 + 6x − x2,

q1 = −6 − 6x, q2 = −2 − 6x + 4x2, q3 = −2 − 3x + 7x2

a. Tìm ma trận chuyển cơ sở PB→C từ cơ sở B sang cơ sở C.
b. Tìm véctơ tọa độ của đa thức p = −9x + 15x2 trong cơ sở C.
c. Sử dụng ma trận chuyển cơ sở PB→C , tìm véctơ tọa độ của đa

thức p trong cơ sở B.
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4.7 Không gian hàng, cột. Hạt nhân, hạng của
ma trận

Định nghĩa 4.7.1. Cho A là một ma trận cỡ m × n.

� Không gian hàng của A, kí hiệu Row(A), là không gian véctơ
con của Rn sinh ra từ các véctơ hàng của A.

� Không gian cột của A, kí hiệu Col(A), là không gian véctơ con
của Rm sinh ra từ các véctơ cột của A.

� Hạt nhân của A, kí hiệu Nul(A), là không gian nghiệm của
phương trình tuyến tính Ax = 0. Nul(A) là một không gian
con của Rn.

Với mỗi ma trận A, ta muốn xác định số chiều và một cơ sở của các không
gian véctơ Row(A), Col(A) và Nul(A). Ta có thể thực hiện một cách đồng
thời như sau. Khử Gauss ma trận A để thu được ma trận bậc thang R.

A
Gauss
⇝ R

� Một cơ sở của Row(A) là các hàng khác không của R.

� Nul(A) = Nul(R).

� Giả sử các vị trí dẫn đầu của ma trận bậc thang R nằm trên các cột
j1, j2, ..., jp. Khi đó, một cơ sở của Col(A) là các cột j1, j2, ..., jp của
A.

Từ đó, ta thấy

dim Row(A) = dim Col(A) = n − dim Nul(A)

Ví dụ 4.7.2. Tìm số chiều và một cơ sở cho không gian hàng, không
gian cột và hạt nhân của ma trận

A =

 1 4 5 2
2 1 3 0
3 −2 1 −2


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Giải. Khử Gauss ma trận A: 1 4 5 2
2 1 3 0
3 −2 1 −2

 −→

 1 4 5 2
0 −7 −7 −4
0 −14 −14 −8

 −→

 1 4 5 2
0 −7 −7 −4
0 0 0 0


� Không gian hàng Row(A) là một không gian véctơ 2 chiều với một

cơ sở là các hàng khác không của dạng bậc thang rút gọn của A, tức
là hệ véctơ

(1, 4, 5, 2), (0, −7, −7, −4)

� Vì các phần tử dẫn đầu mỗi hàng của dạng bậc thang của A nằm
trên các cột 1 và 2, nên không gian cột Col(A) là một không gian
véctơ 2 chiều với một cơ sở là các cột 1 và 2 của A, tức là hệ véctơ

(1, 2, 3), (4, 1, −2)

� Ta có

x ∈ Nul(A) ⇔
{

x1 + 4x2 + 5x3 + 2x4 = 0
− 7x2 − 7x3 − 4x4 = 0

⇔


x1 = 2t − s
x2 = −4t − s
x3 = s
x4 = 7t

⇔ x = t(2, −4, 0, 7) + s(−1, −1, 1, 0)

Do đó, hạt nhân Nul(A) là một không gian véctơ 2 chiều với một cơ
sở là hệ véctơ

(2, −4, 0, 7), (−1, −1, 1, 0)

Bài tập

4.75 [hint] Tìm số chiều và một cơ sở cho không gian hàng, không gian
cột và hạt nhân của ma trận.

a. A =

 1 3 1
5 −4 0
7 2 2


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b. B =


1 4 5 6 9
2 1 3 5 4
1 0 1 2 1
2 3 5 7 8


4.76 [hint] Tìm số chiều và một cơ sở cho không gian hàng, không gian

cột và hạt nhân của ma trận

C =


1 −2 5 0
1 −2 5 1
1 −3 2 −1

−3 8 −9 1



Cơ sở và số chiều của không gian con sinh bởi hệ véctơ

Xét bài toán tìm cơ sở cho bao tuyến tính L(v1, v2, ..., vp) của một hệ véctơ
v1, v2, ..., vp trong Rn.

Cách 1. Viết các véctơ v1, v2, ..., vp thành các véctơ hàng của một ma trận
A cỡ p × n. Khi đó

L(v1, v2, ..., vp) = Row(A)

Ta đã biết cách tìm số chiều và một cơ sở cho Row(A).

Cách 2. Viết các véctơ v1, v2, ..., vp thành các véctơ cột của một ma trận
A cỡ p × n. Khi đó

L(v1, v2, ..., vp) = Col(A)

Ta đã biết cách tìm số chiều và một cơ sở của Col(A).

Khi sử dụng cách đầu tiên, cơ sở thu được của L(v1, v2, ..., vp) nói chung
không phải là một hệ con của hệ véctơ ban đầu. Khi sử dụng cách thứ hai,
cơ sở thu được của L(v1, v2, ..., vp) là một hệ con của hệ véctơ ban đầu.
Hơn nữa, khi làm cách thứ hai, ta còn nhanh chóng tìm được cách biểu thị
tuyến tính các véctơ thừa của hệ v1, v2, ..., vp qua các véctơ trong cơ sở.

Ví dụ 4.7.3. Tìm một cơ sở cho không gian con của R4 sinh bởi hệ
véctơ sau và biểu thị các véctơ còn lại qua cơ sở tìm được

v1 = (1, 1, −4, −3), v2 = (1, 0, 1, −1), v3 = (3, 1, −2, −5), v4 = (4, 0, 0, −2).
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Giải. Hệ véctơ v1, v2, v3, v4 là hệ véctơ cột của ma trận

A =


1 1 3 4
1 0 1 0

−4 1 −2 0
−3 −1 −5 −2


Ta có L(v1, v2, v3, v4) = Col(A). Khử Gauss ma trận A:

1 1 3 4
1 0 1 0

−4 1 −2 0
−3 −1 −5 −2

 −→


1 1 3 4
0 −1 −2 −4
0 5 10 16
0 2 4 10



−→


1 1 3 4
0 −1 −2 −4
0 0 0 −4
0 0 0 −2



−→


1 1 3 4
0 −1 −2 −4
0 0 0 −4
0 0 0 0


Suy ra, một cơ sở của Col(A) là các cột 1,2 và 4 của nó. Do đó, một cơ
sở của L(v1, v2, v3, v4) là hệ véctơ v1, v2, v4. Ta có thể biểu thị v3 qua hệ
véctơ v1, v2. Để tìm biểu thị này, ta cần giải phương trình véctơ

x1v1 + x2v2 = v3

Ma trận hệ số mở rộng của hệ phương trình tuyến tính tương ứng với
phương trình véctơ trên chính là ma trận con bao gồm 3 cột đầu tiên của
ma trận A. Từ dạng bậc thang của A, ta nhận được dạng bậc thang của
ma trận hệ số mở rộng này: 

1 1 3
0 −1 −2
0 0 0
0 0 0


Do đó, phương trình x1v1 + x2v2 = v3có nghiệm là{

x1 = 1
x2 = 2

Ta nhận được biểu thị tuyến tính v3 = v1 + 2v2.
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Xét trường hợp tổng quát khi v1, v2, ..., vp là một hệ véctơ trong một không
gian véctơ V . Khi đó, ta cố định một cơ sở B của V và tọa độ hóa các
véctơ của V đối với cơ sở B này để đưa bài toán đã cho về bài toán đối với
hệ véctơ trong Rn, với n = dim V .

Bài tập

4.77 [hint] Tìm một cơ sở cho không gian con của R4 sinh bởi hệ véctơ
sau, và biểu thị các véctơ còn lại qua cơ sở tìm được

v1 = (1, 0, 1, 1), v2 = (−1, 3, 9, 3), v3 = (5, −3, −5, 1), v4 = (−3, 3, 7, 1).

4.78 [hint] Tìm một cơ sở cho không gian con của R4 sinh bởi hệ véctơ
sau, và biểu thị các véctơ còn lại qua cơ sở tìm được

v1 = (−1, 1, −5, −2), v2 = (−2, 3, 1, 0), v3 = (4, −5, 9, 4), v4 = (0, 4, 2, −3), v5 = (−7, 14, 0, −5).

4.79 [hint] Tìm một cơ sở cho không gian con của P3 sinh bởi hệ đa thức
sau và biểu thị tuyến tính các đa thức còn lại theo cơ sở này

p1 = 1 + 4x + 5x2 + 2x3, p2 = 2 + x + 3x2, p3 = −1 + 3x + 2x2 + 2x3.

4.80 [hint] Tìm một cơ sở cho không gian con của P4 sinh bởi hệ đa thức
sau và biểu thị tuyến tính các đa thức còn lại theo cơ sở này

p1 = 1−2x+5x2+3x4, p2 = −2+5x−7x2−6x4, p3 = −1+3x−2x2+x3−3x4

p4 = 3 − 8x + 9x2 − x3 + 9x4.

Hạng của ma trận

Cho một ma trận A cỡ m × n.

� Hạng của A là số chiều của không gian cột của A:

rank(A) = dimCol(A)

Vì không gian hàng và không gian cột của A có cùng số chiều nên
ta cũng có

rank(A) = dimRow(A)
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� Số khuyết của ma trận A là số chiều của hạt nhân Nul(A). Ta không
đưa ra ký hiệu cho số khuyết của ma trận.

Nếu ma trận A có n cột, ta biết rằng

dimNul(A) + dimCol(A) = n

Do đó, số khuyết của A bằng n − rank(A).

Ví dụ 4.7.4. Tính hạng và số khuyết của ma trận trong Ví dụ 4.7.2

A =

 1 4 5 2
2 1 3 0
3 −2 1 −2



Giải. Theo lời giải của Ví dụ 4.7.2, dạng bậc thang của ma trận A là 1 4 5 2
0 −7 −7 −4
0 0 0 0


Suy ra, ma trận A có 2 vị trí then chốt. Do đó hạng của ma trận A là
rank(A) = 2. Vì ma trận A có 4 cột nên số khuyết của nó là 4− rank(A) =
2.

Bài tập

4.81 [hint] Tìm hạng và số khuyết của các ma trận sau

a.

 1 −2 2 3 −1
2 −4 5 8 −4
3 −6 1 −1 7



b.


1 0 −2 1 0
2 1 −1 1 −3
0 1 3 0 −4
1 −1 −5 2 3


4.82 [hint] Biện luận theo các tham số t hạng của ma trận sau t 1 1

1 t 1
1 1 t


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4.83 [hint] Biện luận theo các tham số t hạng của ma trận sau 1 3 −t
t 3 −1
3 6 −2

 .

4.84 [hint] Cho A là một ma trận cỡ m × n. Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ
nhất của số khuyết của ma trận A.

4.85 [hint] Tìm hai ma trận vuông cùng cỡ A và B thỏa mãn rank(A) =
rank(B) và rank(A2) ̸= rank(B2).

4.86 [hint] Cho A là một ma trận cỡ m × n với m ̸= n. Chứng minh rằng
hệ véctơ hàng của A phụ thuộc tuyến tính trong Rn hoặc hệ véctơ
cột của A phụ thuộc tuyến tính trong Rm.

Gợi ý Giải bài tập Chương 4

4.2. So sánh với các phép toán của không gian véctơ R2 thông thường,
ta thấy phép toán cộng hơi lạ. Do đó nên kiểm tra trước các tiên đề liên
quan đến phép cộng.

4.3. Lưu ý rằng véctơ không không nhất thiết phải là cặp (0, 0). Theo định
nghĩa, véctơ không 0 là véctơ có tính chất

0 + v = v với v ∈ V.

Do đó, nếu phép cộng véctơ không phải là phép toán cộng thông thường
thì véctơ không cũng có thể không phải véctơ không thông thường.

4.4. Kiểm tra chi tiết từng tiên đề của không gian véctơ. Lưu ý rằng véctơ
không không nhất thiết phải là cặp (0, 0). Theo định nghĩa, véctơ không
0 là véctơ có tính chất

0 + v = v với mọi v ∈ V .
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Do đó nếu phép cộng véctơ không phải là phép toán cộng thông thường thì
véctơ không cũng có thể không phải véctơ không thông thường. Ta thấy

(0, 1) + (a, b) = (0 + a, 1b) = (a, b)

với mọi (a, b) ∈ V . Do đó, cặp (0, 1) là véctơ không với phép toán cộng
định nghĩa trong đề bài.

4.5. Cần phải sử dụng các tiên đề của không gian véctơ.

4.12. Một véctơ v thuộc V1 ∩ V2 khi và chỉ khi v ∈ V1 và v ∈ V2.

4.13. Một véctơ v thuộc
⋂

i∈I
Vi khi và chỉ khi v ∈ Vi với mọi i.

4.14. Các không gian con của R2 bao gồm {0}, R2 và các đường thẳng đi
qua gốc tọa độ.

4.17. So sánh hiệu V1 − V2 và tổng V1 + V2.

4.20. Sử dụng tính chất của chuyển vị. Ma trận A ∈ Mn×n là đối xứng
(tương ứng, phản đối xứng) nếu AT = A (tương ứng AT = −A).

4.22. Làm đúng theo định nghĩa của không gian con, tức là chứng minh
tập con này của R∞ chứa véctơ không, đóng với phép cộng véctơ và đóng
với phép nhân số và véctơ.

4.29. Một hàm f(x) thuộc vào L
(
cos2 x, sin2 x

)
khi và chỉ khi

f(x) = a cos2 x + b sin2 x

với a, b là các số thực nào đó.

Lưu ý rằng phương trình trên cần phải đúng với mọi x ∈ R. Với mỗi x ∈ R,
ta có một phương trình tuyến tính của a, b. Ví dụ nếu x = π

2 thì

0a + 1b = f

(
π

2

)
.
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Vì ta có một hệ phương trình gồm vô hạn phương trình nên nói chung là
hệ vô nghiệm, tức là f(x) /∈ L

(
cos2 x, sin2 x

)
. Hãy nhớ lại các đẳng thức

lượng giác quen thuộc.

4.31. Ta có

L(p1, p2) = L(q1, q2) ⇔
{

L(p1, p2) ⊂ L(q1, q2)
L(q1, q2)⊂ L(p1, p2)

⇔
{

p1, p2 ∈ L(q1, q2)
q1, q2 ∈ L(p1, p2).

4.32. Giải phương trình Ax = 0 để thu được mô tả tham số của một véctơ
nghiệm tức là một véctơ của W . Hệ véctơ u, v là một hệ sinh của W khi
và chỉ khi u, v ∈ W và mỗi véctơ của W đều là một tổ hợp tuyến tính của
hệ véctơ u, v.

4.33. Ta có

L(v1, v2, v3) = L(v1 + v2, v1 − v2, v2 + v3)

⇔
{

L(v1, v2, v3) ⊂ L(v1 + v2, v1 − v2, v2 + v3)
L(v1 + v2, v1 − v2, v2 + v3) ⊂ L(v1, v2, v3)

4.38. Hệ hàm f1(x), f2(x), f3(x) trong F (−∞, ∞) là độc lập tuyến tính
khi và chỉ khi phương trình véctơ

x1f1(x) + x2f2(x) + x3f3(x) = 0

chỉ có nghiệm tầm thường x1 = x2 = x3 = 0.

Lưu ý rằng phương trình trên là một phương trình trong F (−∞, ∞) nên
nó cần đúng với mọi x ∈ R. Với mỗi x ∈ R cụ thể, ta có một phương trình
tuyến tính của các ẩn x1, x2, x3. Ví dụ khi x = 5, ta có phương trình

f1(5)x1 + f2(5)x2 + f3(5)x3 = 0.

Vì ta có vô hạn phương trình tuyến tính tương ứng với vô hạn giá trị x ∈ R
nên nói chung hệ chỉ có nghiệm tầm thường. Hãy nhớ lại các đẳng thức
quen thuộc.
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4.40. Hệ hàm f1(x), f2(x), f3(x) độc lập tuyến tính trong không gian
véctơ F (−∞, ∞) khi và chỉ khi phương trình véctơ

x1f1(x) + x2f2(x) + x3f3(x) = 0

chỉ có nghiệm tầm thường x1 = x2 = x3 = 0.

Hãy cho x vài giá trị cụ thể (ít nhất 3 giá trị khác nhau vì ta có 3 ẩn) để
thu được một hệ phương trình tuyến tính của các ẩn x1, x2, x3 rồi giải hệ
phương trình này. Nếu hệ chỉ có nghiệm tầm thường x1 = x2 = x3 = 0,
ta đã chứng minh được bài toán. Nếu hệ có nghiệm không tầm thường, ta
tiếp tục cho x giá trị cụ thể để tăng số phương trình trong hệ, rồi tiếp tục
giải hệ mới thu được.

4.41. Bài tập này có chứng minh tương tự như kết quả trong lý thuyết
khẳng định rằng mọi hệ có nhiều hơn n véctơ trong không gian véctơ Rn

đều phụ thuộc tuyến tính.

4.42. Bài này có thể giải bằng phương pháp phản chứng. Khi đó, ta giả sử
kết luận của bài toán là sai, tức là hệ véctơ v1, v2, v3 không độc lập tuyến
tính. Sau đó, lập luận một cách logic để đi đến một điều vô lí.

Từ giả thiết về tính không độc lập tuyến tính của hệ véctơ, ta thấy rằng
phương trình véctơ

x1v1 + x2v2 + x3v3 = 0

có một không nghiệm tầm thường x1 = k1, x2 = k2, x3 = k3. Hãy xét hai
trường hợp k3 = 0 và trường hợp k3 ̸= 0.

4.50. Chuyển bài toán về cơ sở thành bài toán về phương trình véctơ. Rồi
biến đổi tương đương phương trình véctơ thành hệ phương trình tuyến
tính. Cuối cùng giải bài toán cho hệ phương trình tuyến tính. Nếu cần
tính định thức, sử dụng đồng thời phương pháp khai triển phần phụ đại
số và các biến đổi sơ cấp.

4.57. Sử dụng một cơ sở của P2, chẳng hạn cơ sở chính tắc, để đưa bài
toán về không gian véctơ R3.



5
Ánh Xạ Tuyến Tính

5.1 Ánh xạ tuyến tính

Biến đổi ma trận

Định nghĩa 5.1.1. Cho A là một ma trận cỡ m × n. Vỡi mỗi véctơ
cột v ∈ Rn, kết quả của phép nhân ma trận Av cho ta một véctơ
cột của Rm. Ta thu được biến đổi ma trận

TA : Rn −→ Rm

v 7→ Av.

Từ các tính chất của phép nhân ma trận, biến đổi ma trận TA bảo toàn
các phép toán của không gian véctơ

TA(u + v) = TA(u) + TA(v), TA(kv) = kTA(v).

Định nghĩa 5.1.2. Một ánh xạ T : Rn −→ Rm là tuyến tính nếu

T (u + v) = T (u) + T (v), T (kv) = kT (v).

Do đó, các biến đổi ma trận TA là các ánh xạ tuyến tính. Khẳng định ngược
lại cũng đúng. Cụ thể hơn, với mọi ánh xạ tuyến tính T : Rn −→ Rm,tồn
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tại duy nhất ma trận A cỡ m × n để

T (v) = Av

với mọi véctơ v ∈ R. Ma trận A này được gọi là ma trận chính tắc của
ánh xạ tuyến tính T.

Ví dụ 5.1.3. Cho ánh xạ T : R3 −→ R2 bởi công thức

T (x1, x2, x3) = (4x1 − x2 + x3, 3x1 + 2x2 − x3).

a. Chứng minh rằng T là một ánh xạ tuyến tính bằng cách chỉ ra
nó bảo toàn các phép toán véctơ.

b. Chứng minh rằng T là một ánh xạ tuyến tính bằng cách chỉ ra
nó là một biến đổi ma trận. Cho biết ma trận chính tắc của T.

Giải. a. Cho u =(x1, x2, x3) và v = (y1, y2, y3) thuộc R3,cho k ∈ R. Ta
có

T (u + v) = T


 x1 + y1

x2 + y2
x3 + y3




=
[

4(x1 + y1) − (x2 + y2) + (x3 + y3)
3(x1 + y1) + 2(x2 + y2) − (x3 + y3)

]

=
[

4x1 − x2 + x3
3x1 + 2x2 − x3

]
+
[

4y1 − y2 + y3
3y1 + 2y2 − y3

]
= T (u) + T (v)

và

T (ku) = T


 kx1

kx2
kx3




=
[

4(kx1) − (kx2) + (kx3)
3(kx1) + 2(kx2) − (kx3)

]

= k

[
4x1 − x2 + x3
3x1 + 2x2 − x3

]
= kT (u).

Suy ra, T bảo toàn các phép toán véctơ, tức là T là một ánh xạ tuyến
tính.
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b. Ta có

T


 x1

x2
x3


 =

[
4x1 − x2 + x3
3x1 + 2x2 − x3

]
=
[

4 −1 1
3 2 −1

] x1
x2
x3

 .

Do đó, T là một biến đổi ma trận, với ma trận chính tắc là[
4 −1 1
3 2 −1

]
.

Vì các biến đổi ma trận đều là ánh xạ tuyến tính nên T là một ánh
xạ tuyến tính.

Trong ví dụ trên, cả hai đều ý nhằm mục đích chứng minh ánh xạ T là
một biến đổi tuyến tính. Cách làm trong ý (a) là thực hiện trực tiếp theo
định nghĩa, còn cách làm trong ý (b) sử dụng đến kết quả phân loại tất cả
các ánh xạ tuyến tính giữa các không gian véctơ hình học Rn. Cách làm
sử dụng định nghĩa là tổng quát hơn, và sử dụng được cho ánh xạ tuyến
tính giữa hai không gian véctơ bất kì bên dưới.

Bài tập

5.1 [hint] Chứng minh rằng các ánh xạ sau là các ánh xạ tuyến tính và
tìm ma trận chính tắc của nó.

a. T : R2 −→ R3 cho bởi T (x1, x2) = (x2, −x1, x1 + 3x2).
b. T : R3 −→ R3 cho bởi T (x1, x2, x3) = (x1, x3, x1 + x2).

5.2 [hint] Chứng minh rằng các ánh xạ sau không là ánh xạ tuyến tính

a. T (x, y) = (x2, y).
b. T (x, y, z) = (x, y, xz).
c. T (x1, x2, x3) = (x1 + x2, x3 + 1).

5.3 [hint] Tìm điều kiện cho các tham số m, b để ánh xạ T : R −→ Rcho
bởi công thức T (x) = mx + b là một ánh xạ tuyến tính.

5.4 [hint] Cho T :R3 → R2 là ánh xạ tuyến tính thỏa mãn

T (e1) = (1, 3), T (e2) = (−4, 7), T (e3) = (0, −2).
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a. Tính T (2, 1, 3).
b. Tìm ma trận chính tắc của T.

5.5 [hint] Cho ánh xạ tuyến tính T : R2 → R2 thỏa mãn

T (1, 1) = (1, −2), T (2, 3) = (−2, 5).

a. Tính T (e1).
b. Tìm ma trận chính tắc của T.

Ánh xạ tuyến tính tổng quát

Định nghĩa 5.1.4. Một ánh xạ T : V → W từ không gian véctơ V
đến không gian véctơ W là một ánh xạ tuyến tính nếu nó bảo toàn
các phép toán véctơ, tức là

T (u + v) = T (u) + T (v), T (ku) = kT (u)

với mọi u, v ∈ V và k ∈ R.

Ví dụ 5.1.5. Chứng minh rằng ánh xạ T :M2×2 → R cho bởi

T

([
a b
c d

])
= 3a − 4b + c − d

là một ánh xạ tuyến tính.

Giải. Cho các ma trận
[

a b
c d

]
và
[

a′ b′

c′ d′

]
thuộc M2×2, cho k ∈ R.

Ta có

T

([
a b
c d

]
+
[

a′ b′

c′ d′

])
= T

([
a + a′ b + b′

c + c′ d + d′

])
= 3(a + a′) − a(b + b′) + (c + c′) − (d + d′)
= (3a − 4b + c − d) + (3a′ − 4b′ + c′ − d′)

= T

([
a b
c d

])
+ T

([
a′ b′

c′ d′

])
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và

T

(
k

[
a b
c d

])
= T

([
ka kb
kc kd

])
= 3(ka) − 4(kb) + (kc) − (kd)
= k(3a − 4b + c − d)

= kT

([
a b
c d

])
.

Do đó, ánh xạ T bảo toàn phép cộng ma trận và phép nhân số với ma
trận. Theo định nghĩa, T là một ánh xạ tuyến tính.

Ví dụ 5.1.6. Chứng minh rằng ánh xạ T : P2 → P2 cho bởi

T (a + bx + cx2) = c + (a + 1)x + bx2

không là một ánh xạ tuyến tính.

Giải. Cần phải chỉ ra ánh xạ T hoặc không bảo toàn phép cộng véctơ
hoặc không bảo toàn phép nhân vô hướng với véctơ. Cho hai đa thức
p1 = a1 + b1x + c1x2 và p2 = a2 + b2x + c2x2 thuộc P2. Ta có p1 + p2 =
(a1 + a2) + (b1 + b2)x + (c1 + c2)x2. Suy ra

T (p1 + p2) = (c1 + c2) + (a1 + a2 + 1)x + (b1 + b2)x2

và

T (p1) + T (p2) =
[
c1 + (a1 + 1)x + b1x2]+

[
c2 + (a2 + 1)x + b2x2]

= (c1 + c2) + (a1 + a2 + 2)x + (b1 + b2)x2.

Do đó T (p1 + p2) ̸= T (p1) + T (p2) với mọi p1, p2 ∈ P2. Vậy T không là
một ánh xạ tuyến tính.

Bài tập

5.6 [hint] Xác định ánh xạ tuyến tính trong các ánh xạ sau đây

a. T : Mn×n → Mn×n cho bởi T (A) = A2.

b. T : Mn×n → R cho bởi T (A) = tr(A).
c. T : Mn×n → R cho bởi T (A) = det(A).

5.7 [hint] Xác định ánh xạ tuyến tính trong các ánh xạ sau đây



238 CHƯƠNG 5. ÁNH XẠ TUYẾN TÍNH

a. T : M2×2 → R cho bởi T

([
a b
c d

])
= a2 + b2.

b. T : Mm×n → Mm×p cho bởi T (A) = AB với B∈ Mn×p là một
ma trận cố định.

c. T : Mm×n → Mm×n cho bởi T (A) = cA với c ∈ R là một vô
hướng cố định.

5.8 [hint] Xác định ánh xạ tuyến tính trong các ánh xạ sau đây

a. T : P2 → P2 cho bởi T (a + bx + cx2) = a + b(x − 1) + c(x − 1)2.

b. T : P1 → P2 cho bởi T (a + bx) = (a + bx)2.

c. T : Pn → Pn+2 cho bởi T (p) = (x2 − 1)p với mọi p ∈ Pn.

5.9 [hint] Xác định ánh xạ tuyến tính trong các ánh xạ sau đây

a. T : R∞ → R∞ cho bởi T (a0, a1, a2, ...) = (0, a0, a1, a2, ...)
b. T : F (−∞,∞) → F (−∞, ∞) cho bởi T (f(x)) = 1 + f(x).
c. T : F (−∞, ∞) → F (−∞, ∞) cho bởi T (f(x)) = f(x − 3).

Hạt nhân và ảnh của ánh xạ tuyến tính

Định nghĩa 5.1.7. Cho T : V → W là một ánh xạ tuyến tính.

� Hạt nhân ker(T ) ⊂ V của T là

ker(T ) = {v ∈ V : T (v) = 0} .

� Ảnh Im(T ) ⊂ W của T là

Im(T ) = {w ∈ W : tồn tại v ∈ V thỏa mãn T (v) = w} .

Theo ngôn ngữ phương trình, ta có thể diễn đạt hạt nhân và ảnh của T
như sau.

� Hạt nhân ker(T ) ⊂ V của T là tập nghiệm của phương trình

T (v) = 0, v ∈ V.

� Ảnh Im(T ) ⊂ W của T là tập hợp các véctơ w ∈ W để phương trình
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T (v) = w

có ít nhất một nghiệm v ∈ V.

Mê.nh đề 5.1.8. Hạt nhân và ảnh của ánh xạ tuyến tính T đều là
các không gian véctơ. Cụ thể hơn, hạt nhân ker(T ) là một không
gian con của V, còn ảnh Im(T ) là một không gian con của W.

Số chiều của ker(T ) và Im(T ) lần lượt được gọi là số khuyết và hạng của
ánh xạ tuyến tính T.

Định lý 5.1.9. Ta có đẳng thức quan trọng sau đây về mối liên hệ
giữa số khuyết và hạng của một ánh xạ tuyến tính T : V → W.

dim ker(T ) + rank(T ) = dim V.

Khi T : Rm → Rn là ánh xạ tuyến tính với ma trận chính tắc A thì

ker(T ) = Nul(A), Im(T ) = Col(A).

Do đó, số khuyết của T chính là số khuyết của A và hạng của T chính là
hạng của A.

Ví dụ 5.1.10. Cho T :P2 → P3 là ánh xạ tuyến tính cho bởi

T (p(x)) = xp(x)

với mọi x ∈ P2.

a. Đa thức nào sau đây thuộc hạt nhân ker(T ) ?

x2, 1 + x, 0.

b. Đa thức nào sau đây thuộc ảnh Im(T ) ?

x − x3, 1 + x, −x.

c. Xác định số chiều và một cơ sở cho ker(T ).
d. Xác định số chiều và một cơ sở cho Im(T ).
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Giải. a. Theo định nghĩa, ta có

T (x2) = x.x2 = x3, T (1 + x) = x(1 + x) = x + x2, T (0) = x.0 = 0.

Do đó, x2 /∈ker(T ), 1 + x /∈ ker(T ), 0 ∈ ker(T ).
b. Vì

x − x3 = x(1 − x2) = T (1 − x2), −x = x(−1) = T (−1)

nên x − x3 ∈ Im(T ), −x ∈ Im(T ). Vì T (p(x)) = xp(x) nên các đa
thức thuộc Im(T ) đều chia hết cho x. Đa thức 1 + x không chia hết
cho x. Do đó 1 + x /∈ Im(T ).

c. Cho p(x) ∈ P2. Ta có

p(x) ∈ ker(T ) ⇐⇒ T (p(x)) = 0 ⇐⇒ xp(x) = 0 ⇐⇒ p(x) = 0.

Suy ra ker(T ) = {0} . Vậy ker(T ) là một không gian véctơ không chiều
đối với cơ sở là tập rỗng.

d. Cho p(x) = a + bx + cx2 ∈ P2. Ta có

T (p(x)) = x(a + bx + cx2) = ax + bx2 + cx3.

Suy ra, Im(T ) là tập con của P3 gồm các đa thức ax + bx2 + cx3 với
a, b, c ∈ R tùy ý. Vậy Im(T ) là một không gian véctơ 3 chiều với một
cơ sở là hệ đa thức x, x2, x3.

Bài tập

5.10 [hint] Cho T : R4 → R3 là biến đổi ma trận ứng với ma trận

A =

 2 1 −1 −2
8 −3 4 2
1 −3 3 4

 .

a. Tìm số khuyết của T và một cơ sở của hạt nhân ker(T ).
b. Tìm hạng của T và một cơ sở của ảnh Im(T ).

5.11 [hint] Cho T : M2×2 → R là ánh xạ tuyến tính cho bởi

T

([
a b
c d

])
= 3a − 4b + c − d.

Tìm số chiều và một cơ sở cho hạt nhân ker(T ) và ảnh Im(T ).
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5.12 [hint] Cho T :P2 → R3 là một ánh xạ tuyến tính cho bởi

T (p(x)) = (p(0), p(1), p(0) + p(1)) .

Tìm số chiều và một cơ sở cho ker(T ) và Im(T ).

5.13 [hint] Cho T : P3 → P2 là ánh xạ tuyến tính cho bởi

T (a0 + a1x + a2x2 + a3x3) = 3a0 + a1x + (a0 + a1)x2.

a. Chứng minh rằng T là một ánh xạ tuyến tính.
b. Tìm số chiều và một cơ sở cho ker(T ).
c. Tìm số chiều và một cơ sở cho Im(T ).

Bài tập tổng hợp

5.14 [hint] Xét cơ sở v1, v2, v3 của R3 với v1 = (1, 1, 1), v2 = (0, 1, 1) và
v3 = (0, 0, 1). Cho T : R3 → R3 là một ánh xạ tuyến tính thỏa mãn

T (v1) = (3, 0, 1), T (v2) = (−1, 5, 1), T (v3) = (2, 5, 2).

a. Tính T (x1, x2, x3).
b. Tìm ma trận chính tắc của T.

c. Tìm số chiều và một cơ sở cho hạt nhân ker(T ) và ảnh Im(T ).

5.15 [hint] Cho D : P3 → P3 là ánh xạ đạo hàm.

a. Chứng minh rằng D là một ánh xạ tuyến tính.
b. Tìm số chiều và một cơ sở cho ker(D) và Im(D).

5.16 [hint] Cho D : Pn → Pn là ánh xạ đạo hàm, với n ≥ 1.

a. Chứng minh rằng D là một ánh xạ tuyến tính.
b. Tìm số chiều và một cơ sở cho ker(D) và Im(D).

5.17 [hint] Cho J : P2 → R là ánh xạ

J(p(x)) =
ˆ 1

−1
p(x)dx.

a. Chứng minh rằng J là một ánh xạ tuyến tính.
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b. Tìm số chiều và một cơ sở cho ker(J) và Im(J).

5.18 [hint] Cho J : P3 → R là ánh xạ

J(p(x)) =
ˆ 2

0
p(x)dx.

a. Chứng minh rằng J là một ánh xạ tuyến tính.
b. Tìm số chiều và một cơ sở cho ker(J) và Im(J).

Các phép biến hình quen thuộc trong mặt phẳng và không
gian 3 chiều

Ví dụ 5.1.11. Cho T : R2 → R2 là phép đối xứng qua trục x.

a. Tìm ma trận chính tắc của T.

b. Tìm số chiều và một cơ sở cho ker(T ) và Im(T ).

Giải. a. Ta có T (x, y) = (x, −y). Suy ra

T

([
x
y

])
=
[

1 0
0 −1

] [
x
y

]
.

Ma trận chính tắc của T là A =
[

1 0
0 −1

]
.

b. Ta có ker(T ) = Nul(A), Im(T ) = Col(A), với A là[
1 0
0 −1

]
.

Do đó, dim ker(T ) = {0} , cơ sở duy nhất của ker(0) là tập rỗng.
dim Im(T ) = 2,một cơ sở của Im(T ) là hệ véctơ (1, 0), (0, −1).

Bài tập

5.19 [hint] Cho T : R2 → R2 là phép đối xứng qua đường thẳng y = x.

a. Tìm ma trận chính tắc của T.
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b. Xác định số chiều và một cơ sở của ker(T ) và Im(T ).

5.20 [hint] Cho T : R2 → R2 là phép chiếu vuông góc lên trục y.

a. Tìm ma trận chính tắc của T.

b. Xác định số chiều và một cơ sở của ker(T ) và Im(T ).

5.21 [hint] Cho T : R3 → R3 là phép đối xứng qua mặt phẳng xz.

a. Tìm ma trận chính tắc của T.

b. Xác định số chiều và một cơ sở của ker(T ) và Im(T ).

5.22 [hint] Cho T : R3 → R3 là phép đối xứng qua trục x.

a. Tìm ma trận chính tắc của T.

b. Xác định số chiều và một cơ sở của ker(T ) và Im(T ).

5.23 [hint] Cho T :R3 → R3 là phép chiếu vuông góc lên mặt phẳng tọa
độ xy.

a. Tìm ma trận chính tắc của T.

b. Xác định số chiều và một cơ sở của ker(T ) và Im(T ).

5.24 [hint] Cho T :R3 → R3 là phép chiếu vuông góc lên trục z.

a. Tìm ma trận chính tắc của T.

b. Xác định số chiều và một cơ sở của ker(T ) và Im(T ).

5.25 [hint] Cho T : V → W là một ánh xạ tuyến tính và hệ véctơ
v1, v2, ..., vn là một cơ sở của V. Giả sử

T (x1) = T (x2) = ... = T (xn) = 0.

Chứng minh rằng: T = 0.

5.26 [hint] Cho T1, T2 : V → W là các ánh xạ tuyến tính và hệ véctơ
v1, v2, ..., vn là một cơ sở của V. Giả sử

T1(vi) = T2(vi) với mọi i = 1, 2, ..., n.

Chứng minh rằng: T1 = T2.
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Hình 5.1

5.27 [hint] Cho V, W là các không gian véctơ. Cho v1, v2, ..., vn là một cơ
sở của V và w1, w2, ..., wn là các véctơ bất kì trong W.

Chứng minh rằng tồn tại duy nhất ánh xạ tuyến tính T : V → W
sao cho

T (v1) = w1, T (v2) = w2, ..., T (vn) = wn.

5.28 [hint] Xác định khẳng định đúng trong các phát biểu sau đây

a. Một ánh xạ T : V → W là ánh xạ tuyến tính khi và chỉ khi

T (k1v1 + k2v2) = k1T (v1) + k2T (v2)

với mọi v1, v2 ∈ V và k1, k2 ∈ R.

5.2 Hợp thành của ánh xạ tuyến tính; Đẳng cấu
tuyến tính

Đơn cấu và toàn cấu

Định nghĩa 5.2.1. ho T : V → W là một ánh xạ tuyến tính. T
được gọi là

� một đơn cấu nếu nó biến hai véc tơ khác nhau trong V thành
hai véc tơ khác nhau trong W .

� một toàn cấu nếu mọi véc tơ trong W là ảnh của ít nhất một
véc tơ trong V , tức là Im (T ) = W .

Cho T : V → W là một ánh xạ tuyến tính. Xét phương trình

T (v) = w (1)

với v ∈ V, w ∈ W .
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� T là một đơn cấu khi và chỉ khi phương trình (1) có nhiều nhất 1
nghiệm với mọi w ∈ W .

� T là một toàn cấu khi và chỉ khi phương trình (1) có ít nhất 1 nghiệm
với mọi w ∈ W .

Mê.nh đề 5.2.2. Cho T : V → W là một ánh xạ tuyến tính. Hai
khẳng định sau tương đương với nhau.

1. T là một đơn cấu.
2. ker (T ) = {0}.

Mê.nh đề 5.2.3. Cho A là một ma trận cỡ m × n. Các khẳng định
sau đây tương đương với nhau.

1. Biến đổi ma trận TA : Rn → Rm là một đơn cấu.
2. Hệ véc tơ cột của A là độc lập tuyến tính.
3. Hạng của ma trận A bằng n.

Mê.nh đề 5.2.4. Cho A là một ma trận cỡ m × n. Các khẳng định
sau đây tương đương với nhau.

1. Biến đổi ma trận TA : Rn → Rm là một toàn cấu.
2. Hệ véc tơ cột của A là một hệ sinh của Rm.
3. Hạng của ma trận A bằng m.

Hợp thành của ánh xạ tuyến tính

Định nghĩa 5.2.5. Cho T1 : U → V và T2 : V → W là các ánh xạ
tuyến tính. Ánh xạ hợp thành của T2 và T1, ký hiệu T2 ◦ T1, là ánh
xạ U → W cho bởi công thức

(T2 ◦ T1) (u) = T2 (T1 (u))

với mọi u ∈ U .
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Hình 5.2

Mê.nh đề 5.2.6. Cho T1 : U → V và T2 : V → W là các ánh xạ
tuyến tính. Khi đó, ánh xạ hợp thành T2 ◦ T1 : U → W cũng là một
ánh xạ tuyến tính.

Đẳng cấu

Định nghĩa 5.2.7. Một ánh xạ tuyến tính T : V → W được gọi là
đẳng cấu nếu T đồng thời là đơn cấu và toàn cấu.
Ta nói V đẳng cấu với W nếu tồn tại một đẳng cấu T : V → W .

Định lý 5.2.8. Tất cả các không gian véc tơ thực n chiều đều đẳng
cấu với Rn.
Cụ thể hơn, nếu V là một không gian véc tơ n chiều và B là một cơ
sở của V thì ánh xạ tọa độ

[−]B : V → Rn

v 7→ [v]B

là một đẳng cấu.

Corollary 3. Tất cả các không gian véc tơ có cùng số chiều đều đẳng cấu
với nhau.

5.3 Ma trận của ánh xạ tuyến tính
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Ma trận của ánh xạ tuyến tính

Định nghĩa 5.3.1. Cho T : V → W là một ánh xạ tuyến tính
trong đó V là một không gian véctơ n chiều và W là một không
gian véctơ m chiều. Cho B = {u1, u2, ..., un} là một cơ sở của V và
B′ =

{
u

′
1, u

′
2, ..., u

′
m

}
là một cơ sở của W . Ma trận T đối với cơ sở

B của V và B′ của W là ma trận

[T ]B,B′ =
[

[T (u1)]B′ [T (u2)]B′ · · ·
[
T (un)

]
B′

]
∈ Mm×n.

Cột thứ j của ma trận [T ]B,B′ là véctơ tọa độ của véctơ T (uj) ∈ W

trong cơ sở B′ .

Cột thứ j của ma trận của ánh xạ tuyến tính là nghiệm duy nhất của
phương trình véctơ

x1u
′
1 + x2u

′
2 + ... + xmu

′
m = T (uj).

Vì các phương trình véctơ ứng với j = 1, 2, ..., n này chỉ khác nhau ở phần
véctơ tự do nên ta có thể giải các phương trình véctơ này một cách đồng
thời.

Mê.nh đề 5.3.2. Với mỗi véctơ v ∈ V , ta có

� véctơ tọa độ [v]B ∈ Rn của v ∈ V trong cơ sở B.

� véctơ tọa độ [T (v)]B′ ∈ Rm của T (v) ∈ W trong cơ sở B′ .

Ta luôn có đẳng thức sau

[T ]B,B′ [v]B = [T (v)]B′ .

Nếu W = V và B′ = B, ta kí hiệu [T ]B,B đơn giản là [T ]B và gọi nó là ma
trận tự đồng cấu của T trong cơ sở B. Khi đó với mọi véctơ v ∈ V , ta có

[T ]B [v]B = [T (v)]B .

Ví dụ 5.3.3. Cho A ∈ Mm×n và T : Rn → Rm là biến đổi ma trận
ứng với A. Khi đó ma trận của T đối với cơ sở chính tắc của Rn và
cơ sở chính tắc của Rm chính là ma trận A.
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Giải. Giả sử A = [aij ]m×n. Cơ sở chính tắc của Rn là {e1, e2, ..., en}, cơ
sở chính tắc của Rm là {e1, e2, ..., em}. Với 1 ≤ j ≤ n, ta có

T (ej) = Aej =


a11 a12 a13 · · · a1n

a21 a22 a23 · · · a2n

a31 a32 a33 · · · a3n

...
...

...
. . .

...
am1 am2 am3 · · · amn





0
...
1
...
0


=


a1j

a2j

a3j

...
amj


= a1je1 + a2je2 + . . . + amjem.

Do đó, véctơ cột thứ j của ma trận của biến đổi ma trận T trong các cơ
sở chính tắc của Rn và Rm là (a1j , a2j , ..., amj). Đây chính là cột thứ j của
ma trận A. Vậy ma trận của biến đổi ma trận ứng với ma trận A chính là
ma trận A.

Ví dụ 5.3.4. Cho T : P2 → P3 là ánh xạ tuyến tính cho bởi

T (p(x)) = (x + 1)p(2x − 1)

với mọi p(x) ∈ P2. Tìm ma trận của T đối với cơ sở chính tắc{
1, x, x2} của P2 và cơ sở

{
1, x,

x2

2! ,
x3

3!

}
của P3.

Giải. Ta có
T (1) = (x + 1) · 1 = x + 1

= 1 · 1 + 1 · x + 0 · x2

2! + 0 · x3

3!
T (x) = (x + 1)(2x − 1) = 2x2 + x − 1

= −1 · 1 + 1 · x + 4 · x2

2! + 0 · x3

3!
T (x2) = (x + 1)(2x − 1)2 = 4x3 − 3x + 1

= 1 · 1 − 3 · x + 0 · x2

2! + 24 · x3

3! .

Do đó, ma trận của ánh xạ tuyến tính T theo cặp cơ sở đã cho là
1 −1 1
1 1 −3
0 4 0
0 0 24

 .
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Bài tập

5.29 [hint] Cho T : P3 → P3 là tự đồng cấu cho bởi

T (p(x)) = p(x − 2).

Tìm ma trận của T đối với cơ sở chính tắc của P3.

5.30 [hint] Tìm ma trận của ánh xạ đạo hàm D : P3 → P3 trong

a. cơ sở chính tắc của P3.

b. cơ sở
{
1, 2x − 1, (2x − 1)2, (2x − 1)3} của P3.

5.31 [hint] Tìm ma trận của ánh xạ đạo hàm D : Pn → Pn−1 trong cơ sở
chính tắc của Pn và của Pn−1.

5.32 [hint] Cho ma trận A =
[
a11 a12 a13
a21 a22 a23

]
∈ M2×3. Xét ánh xạ tuyến

tính T : M3×2 → M2×2 cho bởi

T (B) = AB

với mọi B ∈ M3×2. Tìm ma trận của T trong cơ sở {E11, E12, E21, E22, E31, E32}
của M3×2 và cơ sở {E11, E12, E21, E22} của M2×2.

5.33 [hint] Cho T : P2 → R2 là ánh xạ tuyến tính cho bởi

T (p(x)) = (4p(1), −3p(2)) .

Tìm ma trận của T trong cơ sở
{
2x + 1, x − 3, x2} của P2 trong cơ

sở {(1, 1), (0, 1)} của R2.

Gợi ý giải bài tập chương 5

5.1. Hãy biểu diễn T như là các biến đổi ma trận.

5.2. Để chứng minh T không là một ánh xạ tuyến tính, ta phải chỉ ra hoặc
T không bảo toàn phép cộng véctơ hoặc T không bảo toàn phép nhân số
với véctơ.
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5.4. (2, 1, 3) = 2e1 + 1e2 + 3e3. Sử dụng tính tuyến tính của ánh xạ T.

5.5. Biểu thị e1 như là một tổ hợp tuyến tính của hai véctơ (1, 1) và (2, 3).

5.10. ker(T ) = Nul(A) và Im(T ) = Col(A).

5.31. Chú ý rằng trong bài tập này, ánh xạ đạo hàm D đi từ Pn đến Pn−1,
không phải đến Pn.



6
Giá trị riêng và véctơ riêng

Chương này trình bày về các giá trị riêng, véctơ riêng của ma trận và bài
toán chéo hóa ma trận.

6.1 Giá trị riêng và véctơ riêng

Trong mục này, chúng ta sẽ định nghĩa khái niệm giá trị riêng, véctơ riêng
của một ma trận và trình bày một vài tính chất cơ bản của chúng.

Véctơ riêng và giá trị riêng

Cho A là một ma trận vuông cỡ n × n. Khi đó, A xác định một ánh xạ
tuyến tính TA : Rn → Rn biến mỗi véctơ x ∈ Rn thành véctơ TA (x) = Ax.
Với hầu hết các véctơ x, véctơ ảnh Ax không cùng phương với x. Những
véctơ x cùng phương với Ax đóng vai trò quan trọng đối với ma trận A.

Định nghĩa 6.1.1. Cho A là một ma trận vuông cỡ n×n. Một véctơ
x ∈ Rn, x ̸= 0 được gọi là một véctơ riêng của A và cũng là một
véctơ riêng của biến đổi ma trận TA(x) = Ax nếu Ax cùng phương
với x:

Ax = λx

với vô hướng λ nào đó. Khi đó
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� vô hướng λ được gọi là một giá trị riêng của A và cũng là
của biến đổi ma trận TA,

� véctơ x là một véctơ riêng của A ứng với giá trị riêng λ.

Với mỗi ma trận A, ta muốn xác định tất cả véctơ riêng và giá trị riêng
của nó.

Ví dụ 6.1.2. Cho ma trận

A =
[

3 0
2 −1

]
.

véctơ nào sau đây là véctơ riêng của A ?

u = (1, 2) , v = (2, 1) .

Giải. Ta có

Au =
[

3 0
2 −1

] [
1
2

]
=
[

3
0

]
̸= λ

[
1
2

]

với mọi λ nên u không là một véctơ riêng của A.

Ta có

Av =
[

3 0
2 −1

] [
2
1

]
=
[

6
3

]
= 3

[
2
1

]
= 3v.

Suy ra v là một véctơ riêng của A ứng với giá trị riêng λ = 3.
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Ví dụ 6.1.3. Cho ma trận A

A =

4 0 1
2 3 a
1 0 4

 .

Tìm a để véctơ v = (1, 2, 1) là một véctơ riêng của A.

Giải. Ta có

Av =

4 0 1
2 3 a
1 0 4


1

2
1

 =

 5
8 + a

5

 .

véctơ v là một véctơ riêng của A khi và chỉ khi Av cùng phương với v, tức
là Av = λv với một vô hướng λ nào đó: 5

8 + a
5

 = λ

1
2
1

 .

Phương trình này tương đương với

5 = λ, 8 + a = 2λ, 5 = λ.

Nghiệm duy nhất là λ = 5, a = 2. Vậy a = 2.

Khi a = 2, véctơ v là một véctơ riêng của A ứng với giá trị riêng λ = 5.

Mê.nh đề 6.1.4. Cho A là một ma trận vuông cỡ n × n. Một vô
hướng λ là một giá trị riêng của A khi và chỉ Nul (A − λI) ̸= {0}.

Chứng minh. Theo định nghĩa, vô hướng λ là một giá trị riêng của A khi
và chỉ phương trình

Ax = λx

có nghiệm x ̸= 0. Ta có

Ax = λx ⇔ Ax − λx = 0
⇔ (A − λI) x = 0 ⇔ x ∈ Nul (A − λI) .

Do đó, λ là một giá trị riêng của A khi và chỉ khi Nul (A − λI) ̸= {0}.
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Ví dụ 6.1.5. Cho ma trận 2 4 3
−4 −6 −3

3 3 1

 .

Vô hướng λ = −2 có phải là một giá trị riêng của A hay không?

Giải. Vô hướng λ = −2 là một giá trị riêng của A khi và chỉ khi Nul(A −
(−2) I) ̸= {0}. Khử Gauss ma trận A − (−2) I = A + 2I ta được

A + 2I =

 4 4 3
−4 −4 −3

3 3 3

 →

 4 4 3
0 0 0
0 0 3

 →

 4 4 3
0 0 3
0 0 0

 .

Từ dạng bậc thang này, ta thấy Nul (A − λI) ̸= {0}. Do đó, λ = −2 là
một giá trị riêng của A.

Ví dụ 6.1.6. Trong mặt phẳng Euclid R2, xét phép chiếu vuông góc
T lên không gian con L (u) với u = (3, 4). Ta biết rằng T là một
biến đổi tuyến tính với ma trận chính tắc là

1
25

[
9 12

12 16

]
.

Lý luận một cách hình học, tìm các véctơ riêng và giá trị riêng của
T .
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Chứng minh. Theo định nghĩa, một véctơ v ∈ R2, v ̸= 0 là một véctơ
riêng của T khi và chỉ khi T (v) cùng phương với v. Vì T là phép chiếu
vuông góc lên đường thẳng L (u) nên T (v) cùng phương với v khi và chỉ
khi v ∥ u hoặc v ⊥ u. Hơn nữa

� Nếu v ∥ u thì T (v) = v. Do đó v là một véctơ riêng của T ứng với
giá trị riêng λ = 1.

� Nếu v ⊥ u thì T (v) = 0 = 0v. Do đó v là một véctơ riêng của T ứng
với giá trị riêng λ = 0.

Vậy T có hai giá trị riêng là λ = 0 và λ = 1 với các véctơ riêng tương ứng
lần lượt là các véctơ v ⊥ u và các véctơ v ∥ u.

Trong ví dụ trên, ta có thể xét phép chiếu vuông góc lên một đường thẳng
L (u) bất kỳ trong mặt phẳng Euclid R2.

Bài tập

6.1 [hint] Cho ma trận

A =

 1 2 4
0 1 0
3 1 2

 .

Chứng minh rằng các véctơ

v1 = (1, 0, 1) , v2 = (1, −6, 3) , v3 = (4, 0, −3)

là các véctơ riêng của A. Tìm các giá trị riêng tương ứng.

6.2 [hint] Cho ma trận

A =

 2 2 1
1 3 1
1 2 2


Tìm các số thực a, b, c sao cho các véctơ sau là các véctơ riêng của
A và tìm các giá trị riêng tương ứng.

v1 = (1, a, 1) , v2 = (1, 0, b) , v3 = (c, −1, 0) .
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6.3 [hint] Cho ma trận

A =

 4 0 1
−2 1 0
−2 0 1

 .

Vô hướng nào sau đây là giá trị riêng của A?

λ1 = −1, λ2 = 1.

6.4 [hint] Trong mặt phẳng Euclid R2, xét phép quay T góc 90◦ tâm tại
gốc tọa độ. Ánh xạ T là một biến đổi tuyến tính với ma trận chính
tắc là [

0 −1
1 0

]
.

Lý luận một cách hình học, tìm các véctơ riêng và giá trị riêng của
T .

Tìm giá trị riêng

Định lý 6.1.7. Cho A là một ma trận vuông cỡ n×n. Một vô hướng
λ là một giá trị riêng của A khi và chỉ khi

det (A − λI) = 0. (1)

Phương trình (1) được gọi là phương trình đặc trưng của A, còn vế trái
của nó được gọi là đa thức đặc trưng của A, kí hiệu là PA (λ).

Chứng minh. Ta có

λ là một giá trị riêng của A ⇔ Nul (A − λI) ̸= {0}
⇔ A − λI không khả nghịch
⇔ det (A − λI) = 0.

Định lý này cung cấp cho chúng ta một thuật toán để tìm tất cả giá trị
riêng của một ma trận.
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Tìm giá trị riêng

Để tìm các giá trị riêng của một ma trận vuông A cỡ n × n, ta làm
như sau.

1. Tính đa thức đặc trưng PA (λ) = det (A − λI).
Trong bước này, ta phải tính một định thức cỡ n × n với ẩn λ
xuất hiện trên đường chéo.

2. Giải phương trình đặc trưng PA (λ) = 0.
Các giá trị riêng của A chính là các nghiệm của phương trình
đặc trưng.

Ví dụ 6.1.8. Tìm các giá trị riêng của ma trận

A =
[

3 0
2 −1

]
.

Giải. Đa thức đặc trưng của A là

PA (λ) = det (A − λI) =
∣∣∣∣∣ 3 − λ 0

2 −1 − λ

∣∣∣∣∣
= (3 − λ) (−1 − λ) .

Đo đó, các nghiệm phương trình đặc trưng

PA (λ) = 0

là λ = 3 và λ = −1. Vậy các giá trị riêng của A là 3 và −1.

Ví dụ 6.1.9. Tìm các giá trị riêng của ma trận

A =

 1 3 3
−3 −5 −3

3 3 1

 .

Giải. Đa thức đặc trưng của A là

PA (λ) = det (A − λI)
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=

∣∣∣∣∣∣∣
1 − λ 3 3

−3 −5 − λ −3
3 3 1 − λ

∣∣∣∣∣∣∣
= (1 − λ)

∣∣∣∣∣−5 − λ −3
3 1 − λ

∣∣∣∣∣− 3
∣∣∣∣∣−3 −3

3 1 − λ

∣∣∣∣∣
+3
∣∣∣∣∣−3 −5 − λ

3 3

∣∣∣∣∣
= (1 − λ)

(
λ2 + 4λ + 4

)
− 3 (3λ + 6) + 3 (3λ + 6)

= − (λ − 1) (λ + 2)2.

Vậy, các giá trị riêng của A là λ = 1 và λ = −2.

Trong hai ví dụ trên, ta thấy rằng đa thức đặc trưng PA (λ) là một đa
thức đối với λ. Ta có thể chứng minh rằng với một ma trận A bất kỳ, đa
thức đặc trưng PA (λ) = det (A − λI) luôn là một đa thức đối với λ. Hơn
nữa, nếu A là một ma trận vuông cỡ n × n thì PA (λ) là một đa thức bậc
n:

PA (λ) = (−1)nλn + c1λn−1 + · · · + cn−1λ + cn.

Định nghĩa 6.1.10. Với mỗi giá trị riêng λ của ma trận vuông A,
bội đại số của λ là bội của λ như là một nghiệm của đa thức đặc
trưng.

Ví dụ 6.1.11. Giả sử đa thức đặc trưng của một ma trận vuông A
là

PA (λ) = λ2 (λ + 3) (λ − 5)3
(
λ2 + λ + 1

)
.

Khi đó, A có các giá trị riêng thực là 0, −3, 5 với bội đại số lần lượt
là 2, 1, 3.

Giá trị riêng 0 −3 5
Bội đại số 2 1 3

Nếu ta xét cả các nghiệm phức, thì ma trận A có thêm 2 giá trị
riêng là các nghiệm phức của phương trình λ2 + λ + 1 = 0, tức là
λ = −1+i

√
3

2 và λ = −1−i
√

3
2 . Cả hai giá trị riêng nà đều có bội đại

số bằng 1.
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Ví dụ 6.1.12. Từ các ví dụ 6.1.8 và 6.1.9 ta có các kết quả sau. Các

giá trị riêng và bội đại số của ma trận
[

3 0
2 −1

]
là

Giá trị riêng 3 −1
Bội đại số 1 1

Các giá trị riêng và bội đại số của ma trận

 1 3 3
−3 −5 −3

3 3 1

 là

Giá trị riêng 1 −2
Bội đại số 1 2

Mê.nh đề 6.1.13. Cho A là một ma trận vuông cỡ n × n. Ma trận
A có không quá n giá trị riêng tính cả bội đại số. Nói cách khác,
tổng số bội đại số của tất cả giá trị riêng của ma trận nhỏ hơn hoặc
bằng n.

Chứng minh. Các giá trị riêng của A là các nghiệm của đa thức đặc trưng

PA (λ) = det (A − λI) .

Vì A có cỡ n × n nên PA (λ) là một đa thức bậc n.

Theo định lý cơ bản của đại số học, một đa thức bậc n với hệ số thực có
không quá n nghiệm thực, tính cả bội. Do đó, ma trận A có không quá n
giá trị riêng tính cả bội đại số.

Ví dụ 6.1.14. Tìm các giá trị riêng của ma trận và bội đại số của
chúng

A =

 0 1 0
0 0 1
4 −17 8

 .

Giải. Đa thức đặc trưng của ma trận A là

PA (λ) = det (A − λI)
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=

∣∣∣∣∣∣∣
−λ 1 0

0 −λ 1
4 −17 8 − λ

∣∣∣∣∣∣∣
= −λ

∣∣∣∣∣ −λ 1
−17 8 − λ

∣∣∣∣∣− 1
∣∣∣∣∣ 0 1

4 8 − λ

∣∣∣∣∣
= −λ

(
λ2 − 8λ + 17

)
− (−4)

= −λ3 + 8λ2 − 17λ + 4.

Ta có
PA (λ) = (λ − 4)

(
λ2 − 4λ + 1

)
.

Do đó, các giá trị riêng của A và bội đại số của chúng là

Giá trị riêng 4 2 +
√

3 2 −
√

3
Bội đại số 1 1 1

Giá trị riêng của ma trận tam giác

Ví dụ 6.1.15. Tìm các giá trị riêng của ma trận tam giác trên

A =

 a11 a12 a13
0 a22 a23
0 0 a33

 .

Giải. Đa thức đặc trưng của A là

PA (λ) = det (A − λI) =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 a13

0 a22 − λ a23
0 0 a33 − λ

∣∣∣∣∣∣∣ .
Định thức của một ma trận tam giác trên đơn giản là tích các phần tử
trên đường chéo của nó

PA (λ) = (a11 − λ) (a22 − λ) (a33 − λ) .

Do đó, các giá trị riêng của A là a11, a22 và a33.

Ta có thể xác định các giá trị riêng của ma trận tam giác một cách tương
tự.
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Mê.nh đề 6.1.16. Cho A là một ma trạn tam giác trên hoặc tam
giác dưới. Khi đó, các giá trị riêng của ma trận A chính là các phần
tử trên đường chéo của ma trận, với bội đại số chính là số lần xuất
hiện trên đường chéo.

Chứng minh. Giả sử A = [aij ]n×n. Đa thức đặc trưng của A là

PA (λ) = det (A − λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a22 − λ . . . a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Vì A là một ma trận tam giác nên A − λI cũng là một ma trận tam giác.
Định thức của một ma trận tam giác đơn giản là tích các phần tử trên
đường chéo của nó. Suy ra

PA (λ) = (a11 − λ) (a22 − λ) · · · (ann − λ) .

Do đó, các giá trị riêng của A là a11, a22, . . . , ann với số lần lặp lại của mỗi
giá trị riêng chính là bội đại số của nó.

Ví dụ 6.1.17. Các giá trị riêng của ma trận tam giác

A =

 1
2 0 0

−1 2
3 0

5 −8 −1
4


là 1

2 , 2
3 và −1

4 .

Ví dụ 6.1.18. Chứng minh rằng đa thức đặc trưng của ma trận
vuông cỡ 2 × 2

A =
[

a11 a12
a21 a22

]
là

PA (λ) = λ2 − tr (A) λ + det (A) .

Chứng minh. Đa thức đặc trưng của ma trận A là
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PA (λ) = det (A − λI)

=
∣∣∣∣∣ a11 − λ a12

a21 a22 − λ

∣∣∣∣∣
= (a11 − λ) (a22 − λ) − a12a21
= λ2 − (a11 + a22) λ + (a11a22 − a12a21).

Mặt khác
tr (A) = a11 + a22, det (A) = a11a22 − a12a21.

Vậy
PA (λ) = λ2 − tr (A) λ + det (A) .

Ví dụ 6.1.19. Chứng minh rằng đa thức đặc trưng của một ma trận
vuông cỡ 3 × 3

A =

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


là

PA (λ) = −λ3 + tr (A) λ2 + c2λ + c3

với c2và c3là hai vô hướng nào đó.

Giải. Đa thức đặc trưng của A là

PA (λ) = det (A − λI)

=

∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 a13

a21 a22 − λ a23
a31 a32 a33 − λ

∣∣∣∣∣∣∣
= (a11 − λ)

∣∣∣∣∣ a22 − λ a23
a32 a33 − λ

∣∣∣∣∣− a21

∣∣∣∣∣ a12 a13
a32 a33 − λ

∣∣∣∣∣
+a31

∣∣∣∣∣ a12 a13
a22 − λ a23

∣∣∣∣∣
= (a11 − λ)

(
λ2 − (a22 + a33) λ + (a22a33 − a23a32)

)
+ (một đa thức bậc nhỏ hơn 2)

= −λ3 + (a11 + a22 + a33) λ + (một đa thức bậc nhỏ hơn 2).

Mặt khác
tr (A) = a11 + a22 + a33
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Vậy
PA (λ) = −λ3 + tr (A) λ2 + c2λ + c3.

Mê.nh đề 6.1.20. Cho A là một ma trận vuông cỡ n × n. Khi đó,
đa thức đặc trưng của A là một đa thức bậc n có dạng

PA (λ) = (−1)nλn + (−1)n−1 tr (A) λn−1 + c2λn−2 + · · ·
+ cn−1λ + det (A) .

Chứng minh. Ta thừa nhận kết quả này, ngoại trừ khẳng định về hệ số
tự do của đa thức đặc trưng PA (λ). Hệ số tự do này chính là PA (0). Theo
định nghĩa

PA (0) = det (A − 0I) = det (A) .

Mê.nh đề 6.1.21. Cho A là một ma trận vuông cỡ n × n. Giả sử A
có đủ n giá trị riêng tính cả bội đại số là λ1, λ2, . . . , λn. Khi đó

λ1 + λ2 + · · · + λn = tr (A) , λ1λ2 · · · λn = det (A) .

Chứng minh. Vì A là một ma trận vuông cỡ n×n nên đa thức đặc trưng
PA (λ) của nó là một đa thức bậc n. Theo giả thiết, đa thức PA (λ) có đủ
n nghiệm là λ1, λ2, . . . , λn. Do đó

PA (λ) = (−1)n (λ − λ1) (λ − λ2) · · · (λ − λn) . (2)

Ta có hệ số (−1)n bên vế phải của đẳng thức trên vì hệ số của λn trong
đa thức PA (λ) là (−1)n. Tích

(λ − λ1) (λ − λ2) · · · (λ − λn)

là một đa thức bậc n với

� hệ số của λn−1 là (−λ1)+(−λ2)+· · ·+(−λn) = − (λ1 + λ2 + · · · + λn),

� hệ số tự do là (−λ1) (−λ2) · · · (−λn)=(−1)n λ1λ2 · · · λn.
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So sánh hệ số của λn−1 và hệ số tự do trong hai vế của đẳng thức (2) ta
được

(−1)n−1 tr (A) = (−1)n (− (λ1 + λ2 + · · · + λn)) .

và
det (A) = (−1)n ((−1)n λ1λ2 · · · λn) .

Vậy
λ1 + λ2 + · · · + λn = tr (A) , λ1λ2 · · · λn = det (A) .

Bài tập

6.5 [hint] Cho ma trận

A =

 0 1 0
0 0 1
a 3 0


trong đó a là một tham số.

(a) Tính đa thức đặc trưng của A.
(b) Tìm a để A có 3 giá trị riêng thực phân biệt.
(c) Tìm a để A có 2 giá trị riêng thực phân biệt.

6.6 [hint] Tìm một ma trận vuông cỡ 2 × 2 có đa thức đặc trưng là

λ2 + aλ + b

với a, b là các hằng số thực.

6.7 [hint]

(a) Tính đa thức đặc trưng của ma trận

A =

 0 1 0
0 0 1
a b c

 .

(b) Tìm một ma trận vuông cỡ 3 × 3 có đa thức đặc trưng là

−λ3 + 2λ2 − 7λ + 11.

Tìm véctơ riêng
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Mê.nh đề 6.1.22. Cho λ là một giá trị riêng của một ma trận vuông
A cỡ n × n. Tập hợp véctơ riêng của A ứng với giá trị riêng λ là
Nul (A − λI) \ {0}.

Chứng minh. Theo định nghĩa, tập hợp các véctơ riêng của A ứng với
giá trị riêng λ là tập các nghiệm x ̸= 0 của phương trình Ax = λx. Ta có

Ax = λx ⇔ x ∈ Nul (A − λI) .

Do đó, tập hợp véctơ riêng của A ứng với giá trị riêng λ là Nul (A − λI) \
{0}.

Định nghĩa 6.1.23. Cho λ là một giá trị riêng của một ma trận
vuông A cỡ n × n. Hạt nhân Nul (A − λI) được gọi là không gian
con riêng của A ứng với λ, kí hiệu là Eλ.
Số chiều của không gian con riêng Eλ được gọi là bội hình học của
λ

Bội hình học của λ = dim Nul (A − λI) = n − rank (A − λI) .

Như vậy, với mỗi giá trị riêng λ của A, để tìm các véctơ riêng tương ứng,
ta phải tìm hạt nhân Nul (A − λI), tức là tìm một cơ sở của không gian
con riêng này.

Tìm véctơ riêng

Cho λ là một giá trị riêng của ma trận A. Để tìm không gian con
riêng Eλ = Nul (A − λI), ta làm như sau.

1. Khử Gauss ma trận A − λI.
2. Viết ra một cơ sở cho không gian con riêng Eλ.

Ví dụ 6.1.24. Tìm các giá trị riêng và véctơ riêng của ma trận

A =
[

−1 3
2 0

]
.

Giải. ▷ Đa thức đặc trưng của ma trận A là

PA (λ) = det (A − λI) =
∣∣∣∣∣ −1 − λ 3

2 −λ

∣∣∣∣∣ = λ2 + λ − 6.
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Vì
PA (λ) = (λ − 2) (λ + 3)

nên các giá trị riêng của A là 2 và −3 với bội đại số lần lượt là 1 và 1.

▷ Không gian con riêng của A ứng với giá trị riêng λ = 2 là E2 =
Nul (A − 2I). Khử Gauss ma trận A − 2I:

A − 2I =
[

−3 3
2 −2

]
→
[

1 −1
0 0

]
.

Suy ra, bội hình học của giá trị riêng λ = 2 là 1. Hơn nữa

x ∈ E2 ⇔ x = (t, t) ⇔ x = t (1, 1) .

Do đó, một cơ sở của không gian con riêng E2 véctơ (1, 1).

▷ Không gian con riêng của A ứng với giá trị riêng λ = −3 là E−3 =
Nul (A + 3I). Khử Gauss ma trận A + 3I:

A + 3I =
[

2 3
2 3

]
→
[

2 3
0 0

]
.

Suy ra, bội hình học của giá trị riêng λ = −3 là 1. Hơn nữa

x ∈ E−3 ⇔ x = (−3t, 2t) ⇔ x = t (−3, 2) .

Do đó, một cơ sở của không gian con riêng E−3 là véctơ (−3, 2).

Bảng các giá trị riêng, véctơ riêng của ma trận A là

Giá trị riêng 2 −3
Bội đại số 1 1
Bội hình học 1 1

Cơ sở của
không gian con riêng

[
1
1

] [
−3

2

]

Ví dụ 6.1.25. Tìm các giá trị riêng và véctơ riêng của ma trận

A =

 0 0 −2
1 2 1
1 0 3

 .
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Giải. ▷ Đa thức đặc trưng của A là

PA (λ) = det (A − λI)

=

∣∣∣∣∣∣∣
−λ 0 −2

1 2 − λ 1
1 0 3 − λ

∣∣∣∣∣∣∣
= −λ

∣∣∣∣∣ 2 − λ 1
0 3 − λ

∣∣∣∣∣− 2
∣∣∣∣∣ 1 2 − λ

1 0

∣∣∣∣∣
= −λ

(
λ2 − 5λ + 6

)
− 2 (λ − 2)

= −λ3 + 5λ2 − 8λ + 4.

Vì
PA (λ) = (λ − 1) (λ − 2)2

nên các giá trị riêng của ma trận A là 1 và 2 với bội đại số lần lượt là 1
và 2.

▷ Không gian con riêng của A ứng với giá trị riêng λ = 1 là E1 =
Nul (A − I). Khử Gauss ma trận A − I, ta được

A − I =

 −1 0 −2
1 1 1
1 0 2

 →

 −1 0 −2
0 1 −1
0 0 0

 .

Suy ra, giá trị riêng λ = 1 có bội hình học là 1. Hơn nữa,

x ∈ E1 ⇔ x = (−2t, t, t) ⇔ x = t (−2, 1, 1) .

Vậy một cơ sở của không gian con riêng E1 véctơ (−2, 1, 1).

▷ Không gian con riêng của A ứng với giá trị riêng λ = 2 là E2 =
Nul (A − 2I). Khử Gauss ma trận A − 2I, ta được

A − 2I =

 −2 0 −2
1 0 1
1 0 1

 →

 1 0 1
0 0 0
0 0 0

 .

Suy ra, giá trị riêng λ = 2 có bội hình học là 2. Hơn nữa,

x ∈ E2 ⇔ x = (−s, t, s) ⇔ x = t (0, 1, 0) + s (−1, 0, 1) .

Vậy một cơ sở của không gian con riêng E2 là hệ véctơ (0, 1, 0) , (−1, 0, 1).

Bảng các giá trị riêng, véctơ riêng của ma trận A là
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Giá trị riêng 1 2
Bội đại số 1 2
Bội hình học 1 2

Cơ sở của
không gian con riêng

 −2
1
1


 0

1
0

 ,

 −1
0
1



Mê.nh đề 6.1.26. Mọi giá trị riêng đều có bội hình học nhỏ hơn
hoặc bằng bội đại số.

Mê.nh đề 6.1.27. Một ma trận vuông A là khả nghịch khi và chỉ
khi 0 không là một giá trị riêng của A.

Chứng minh. Ta có các biến đổi tương đương

0 không là một giá trị riêng của A
⇔ Phương trình Ax = 0 chỉ có nghiệm tầm thường
⇔ A khả nghịch.

Bài tập

6.8 [hint] Tìm các giá trị riêng và bội đại số tương ứng của ma trận

A =

 −1 4 −2
−3 4 0
−3 1 3

 .

6.9 [hint] Tìm các giá trị riêng và một cơ sở cho mỗi không gian con
riêng của ma trận

(a)
[

1 4
2 3

]
.

(b)
[

2 0
−3 2

]
.
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6.10 [hint] Tìm các giá trị riêng và một cơ sở cho mỗi không gian con
riêng của ma trận

(a) A =

 4 0 1
−2 1 0
−2 0 1

.

(b) A =

 1 −3 3
3 −5 3
6 −6 4

.

Bài tập tổng hợp

6.11 [hint] Cho ma trận

A =

 −11 3 −6
8 −2 4
a −6 9

 .

Tìm a biết rằng véctơ v = (9, −8, −16) là một véctơ riêng của A.
Tìm giá trị riêng tương ứng.

6.12 [hint] Cho ma trận

A =

 a −3 0
1 2 1

−1 b 4

 .

Biết rằng các véctơ

v1 = (1, 1, −1) , v2 = (1, 0, −1) , v3 = (3, 1, −1)

là các véctơ riêng của A. Tìm a và b. Tìm các giá trị riêng ứng với
các véctơ riêng này.

6.13 [hint] Tìm các giá trị riêng và véc tơ riêng của phép đối xứng qua
một đường thẳng L (u) trong mặt phẳng Euclid R2.

6.14 [hint] Tìm các giá trị riêng và véc tơ riêng của phép quay góc 180◦

(tâm tại gốc tại độ) trong mặt phẳng Euclid R2.

6.15 [hint] Giả sử ma trận A có đa thức đặc trưng là
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(a) PA (λ) = λ3 + 2λ2 + λ − 5,
(b) PA (λ) = λ4 − 7λ3 + λ2.

Tính định thức của ma trận A. Ma trận A có khả nghịch hay không?

6.16 [hint] Tìm một ma trận A cỡ 2 × 2 sao cho các véctơ (3, 1) và (1, 2)
là các véctơ riêng của A với giá trị riêng tương ứng là 5 và 7.

6.17 [hint] Tìm một ma trận A cỡ 3 × 3 có các giá trị riêng là 1, −1 và 2
và các véctơ riêng tương ứng là

 1
−1

1

 ,

 1
1
0

 ,

 1
−1

0

 .

6.18 [hint] Tìm ma trận vuông A cỡ 3 × 3 có hai giá trị riêng phân biệt
là 1 và −2 sao cho (1, 1, −1) là một véctơ riêng của A ứng với 1 và
(−1, 0, 1) , (−1, 1, 0) là hai véctơ riêng của A ứng với −2.

6.19 [hint] Cho A là một ma trận cỡ 2 × 2.

a. Chứng minh rằng đa thức đặc trưng của A là

PA (λ) = λ2 − tr (A) λ + det (A) .

b. Chứng minh rằng

A2 − tr (A) A + det (A) I = 0.

6.20 [hint] Cho ma trận vuông

A =
[

1 −2
4 7

]
.

(a) Chứng minh rằng A2 − 8A + 15I = 0.

(b) Tìm phần dư khi chia đa thức λ100 cho đa thức λ2 − 8λ + 15.

(c) Tính A100.

6.21 [hint] Tính A100 với

A =
[

3 6
4 1

]
.
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6.22 [hint] Cho λ là một giá trị riêng của ma trận vuông A.

(a) Chứng minh rằng λ2 là một giá trị riêng của ma trận A2.
(b) Chứng minh rằng λ3 là một giá trị riêng của ma trận A3.

6.23 [hint] Cho λ là một giá trị riêng của ma trận vuông A. Chứng minh
rằng λn là một giá trị riêng của An với mọi số nguyên dương n.

6.24 [hint] Cho λ là một giá trị riêng của ma trận A. Cho f (t) là một đa
thức. Chứng minh rằng f (λ) là một giá trị riêng của f (A).

6.25 [hint] Biết rằng ma trận

A =

 3 3 1
0 −4 0

12 1 −1


có các giá trị riêng là −3, −4, 5. Tìm các giá trị riêng của mỗi ma
trận sau đây.

(a) B =

 5 3 1
0 −2 0

12 1 1


(b) C =

 0 3 1
0 −7 0

12 1 −4


(c) D =

 7 6 2
0 −7 0

24 2 −1


6.26 [hint] Biết rằng ma trận

A =

 −7 a −8
2 b c
5 4 6


có hai véctơ riêng là v1 = (2, 1, −2) và v2 = (0, 2, −1).

(a) Tìm a, b, c.
(b) Tìm các giá trị riêng và một cơ sở cho mỗi không gian con riêng

của ma trận A.
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(c) Tìm các giá trị riêng và một cơ sở cho mỗi không gian con riêng
của ma trận B = A − 2A3.

6.27 [hint] Biết rằng ma trận

A =

 1 5 7
1 3 −1

−1 1 5


có các véctơ riêng là

v1 = (−1, −2, 1) , v2 = (1, −1, 1) , v3 = (2, −1, 1) .

(a) Tìm các giá trị riêng của ma trận A3.
(b) Tìm các giá trị riêng và véctơ riêng của ma trận B = A2 − 5A.

6.28 [hint] Cho λ là một giá trị riêng của ma trận A. Giả sử A khả nghịch.

(a) Chứng minh λ ̸= 0.

(b) Chứng minh rằng 1
λ

là một giá trị riêng của A−1.

6.29 [hint] Giả sử véctơ v đồng thời là véctơ riêng của hai ma trận A và
B. Véc tơ v có phải là một véctơ riêng của A + B?

6.30 [hint] Giả sử véctơ v đồng thời là véctơ riêng của hai ma trận A và
B. Véc tơ v có phải là một véctơ riêng của AB?

6.31 [hint] Tìm tất cả các ma trận cỡ 2 × 2 nhận véctơ (2, 3) là một véctơ
riêng với giá trị riêng tương ứng là −7.

6.32 [hint] Tìm tất cả các ma trận cỡ 2 × 2 nhận véctơ (−1, 2) là một
véctơ riêng với giá trị riêng tương ứng là 5.

6.33 [hint] Ký hiệu V là tập hợp các ma trận vuông cỡ 2 × 2 có một véctơ
riêng là (1, −3). Chứng minh rằng V là một không gian véctơ con
của M2×2. Tìm số chiều và một cơ sở của V .

6.34 [hint] Ký hiệu V là tập hợp các ma trận vuông cỡ 3 × 3 có hai véctơ
riêng là (0, 1, −3) và (1, 0, 1). Chứng minh rằng V là một không gian
véctơ con của M3×3. Tìm số chiều và một cơ sở của V .
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6.35 [hint] Ký hiệu V là tập hợp các ma trận vuông cỡ n × n có n véctơ
riêng là e1, e2, . . . , en. Chứng minh rằng V là một không gian véctơ
con của Mn×n. Tìm số chiều và một cơ sở của V .

6.36 [hint] Cho v là một véctơ riêng của ma trận vuông A ứng với giá trị
riêng là 5. Chứng minh rằng v ∈ Col (A).

6.37 [hint] Cho v là một véctơ riêng của ma trận vuông A. Chứng minh
rằng v ∈ Col (A) hoặc v ∈ Nul (A).

6.38 [hint] Cho A là một ma trận vuông có hạng bằng 1. Chứng minh
rằng các véctơ khác không trong Col (A) đều là véctơ riêng của A.

6.39 [hint] Cho ma trận vuông A cỡ 4 × 4

A =
[

B C
0 D

]

trong đó B, C, D là các ma trận vuông cỡ 2×2. Tìm mối liên hệ giữa
giá trị riêng của các ma trận A, B, C và D.
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6.2 Chéo hóa ma trận

Ma trận đồng dạng

Định nghĩa 6.2.1. Cho A, B là hai ma trận vuông cùng cỡ. Ta nói
A đồng dạng với B nếu

A = PBP −1

với P là một ma trận khả nghịch nào đó.

Mệnh đề cho thấy rằng quan hệ đồng dạng của các ma trận là một quan
hệ tương đương.

Mê.nh đề 6.2.2. Cho A, B, C là các ma trận vuông cùng cỡ. Khi đó

(a) A đồng dạng với A,
(b) Nếu A đồng dạng với B thì B cũng đồng dạng với A.
(c) Nếu A đồng dạng với B và B đồng dạng với C thì A đồng

dạng với C.

Chứng minh. (a) A đồng dạng với A vì

A = IAI−1.

(b) Nếu A đồng dạng với B thì tồn tại một ma trận khả nghịch P sao cho

A = PBP −1.

Chuyển các ma trận P và P −1 từ vế phải sang vế trái, ta được

B = P −1A
(
P −1

)−1
.

Suy ra B đồng dạng với A.
(c) Nếu A đồng dạng với B và B đồng dạng với C thì tồn tại các ma trận
khả nghịch P và Q sao cho

A = PBP −1, B = QCQ−1.

Suy ra
A = PQCQ−1P −1 = (PQ) C (PQ)−1 .

Do đó, A đồng dạng với C.
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Trong đa số các bài toán của đại số tuyến tính, ta không phân biệt hai ma
trận đồng dạng với nhau.

Ví dụ 6.2.3. Chứng minh rằng hai ma trận đồng dạng với nhau có
cùng định thức.

Để chứng minh kết quả này, ta sử dụng tính chất nhân của định thức, tức
là

det (AB) = det (A) det (B)

và hệ quả của nó về định thức của ma trận nghịch đảo

det
(
P −1

)
= 1

det (P ) .

Giải. Giả sử hai ma trận A và B đồng dạng với nhau, tức là A = PBP −1

với một ma trận khả nghịch P nào đó. Sử dụng các tính chất nhân của
định thức vừa nhắc lại bên trên, ta có

det (A) = det
(
PBP −1

)
= det (P ) det (B) det

(
P −1

)
= det (P ) det (B) 1

det (P ) = det (B) .

Bài tập

6.40 [hint] Chứng minh rằng hai ma trận đồng dạng có cùng vết.

6.41 [hint] Chứng minh rằng các cặp ma trận sau không đồng dạng với
nhau.

(a) A =
[

1 2
3 4

]
và B =

[
5 6
7 8

]
.

(b) A =
[

1 2
3 4

]
và B =

[
2 1
4 3

]
.
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Chéo hóa ma trận

Định nghĩa 6.2.4. Một ma trận vuông A được gọi là chéo hóa
được nếu A đồng dạng với một ma trận chéo nào đó. Tức là, nếu
ma trận A có phân tích

A = PDP −1

trong đó D là một ma trận chéo và P là một ma trận khả nghịch.

Bài toán chéo hóa ma trận

Bài toán chéo hóa một ma trận vuông A cho trước là bài toán:

1. Xác định xem ma trận A có chéo hóa được hay không.
2. Trong trường hợp A chéo hóa được, hãy chéo hóa ma trận A,

tức là tìm phân tích A = PDP −1 với D chéo và P khả nghịch.

Định lý 6.2.5. Cho A là một ma trận vuông cỡ n × n. Hai khẳng
định sau đây tương đương với nhau.

(a) A chéo hóa được.
(b) Rn có một cơ sở gồm toàn véctơ riêng của ma trận A.

Cụ thể hơn, hệ véctơ v1, v2, . . . , vn là một cơ sở của Rn gồm toàn
véctơ riêng của A và ứng với các giá trị riêng λ1, λ2, . . . , λn khi và
chỉ khi

A = PDP −1

trong đó các ma trận khả nghịch P và ma trận chéo D lần lượt là

P =
[
v1 v2 . . . vn

]
, D =


λ1 0 0 0
0 λ2 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 λn

 .

Ví dụ 6.2.6. Trong mặt phẳng Euclid R2, phép chiếu vuông góc
lên một không gian con 1 chiều W = L (u) có chéo hóa được hay
không?
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Giải. Phép chiếu vuông góc lên đường thẳng L (u) có hai giá trị riêng là
0 và 1. Giả sử u = (a, b).

� Các véctơ riêng ứng với giá trị riêng λ = 1 là các véctơ cùng phương
với u = (a, b).

� Các véctơ riêng ứng với giá trị riêng λ = 0 là các véctơ vuông góc
với u, tức là cùng phương với véctơ v = (−b, a).

Vì hai véctơ riêng u = (a, b) và v = (−b, a) lập thành một cơ sở của R2

nên phép chiếu vuông góc này là chéo hóa được. Hơn nữa, ma trận của T
trong cơ sở u, v là [

1 0
0 −1

]
.

Ví dụ 6.2.7. Trong mặt phẳng Euclid R2, phép quay góc 90◦ tâm
tại gốc tọa độ có chéo hóa được hay không?
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Chứng minh. Phép quay này không có giá trị riêng, không có véctơ riêng,
và do đó, nó không chéo hóa được.

Để tạo ra một cơ sở của Rn gồm toàn véc tơ riêng của ma trận A, đầu
tiên, với mỗi giá trị riêng của A, ta lấy một cơ sở của không gian con riêng
tương ứng Eλ, rồi sau đó ghép lại các cơ sở này. Định lý sau cho thấy rằng
hệ véc tơ nhận được luôn là một hệ độc lập tuyến tính.

Định lý 6.2.8. Cho A là một ma trận vuông cỡ n × n. Cho
v1, v2 . . . , vk là các véctơ riêng khác nhau của A ứng với các giá trị
riêng đôi một khác nhau λ1, λ2 . . . , λk. Khi đó, hệ véctơ v1, v2, . . . , vk

độc lập tuyến tính.

Định lý 6.2.9. Cho A là một ma trận vuông cỡ n × n. Nếu A có n
giá trị riêng phân biệt thì A chéo hóa được.

Chứng minh. Giả sử ma trận A có n giá trị riêng phân biệt λ1, λ2, . . . , λn.
Với mỗi i = 1, 2, . . . , n, gọi vi là một véctơ riêng của A ứng với giá trị riêng
λi.

Vì hệ véctơ v1, v2, . . . , vn là một hệ gồm các véctơ riêng của A ứng với các
giá trị riêng đôi một khác nhau nên hệ véctơ v1, v2, . . . , vn độc lập tuyến
tính.

Vì số phần tử của hệ véctơ độc lập tuyến tính v1, v2, . . . , vn bằng đúng số
chiều của không gian véctơ Rn nên hệ véctơ v1, v2, . . . , vn là một cơ sở của
Rn.

Do đó, Rn có một cơ sở gồm toàn véctơ riêng của ma trận A. Vậy, ma trận
A chéo hóa được.

Định lý 6.2.10. Cho A là một ma trận vuông cỡ n × n. Hai khẳng
định sau đây tương đương với nhau.

(a) Ma trận A chéo hóa được.
(b) Ma trận A có đủ n giá trị riêng, tính cả bội đại số, và mỗi giá

trị riêng của A có bội đại số bằng bội hình học.
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Thuật toán chéo hóa ma trận

Cho A là một ma trận vuông cỡ n × n. Để biết ma trận A có chéo
hóa được hay không, và chéo hóa A khi nó chéo hóa được, ta làm
như sau.

1. Bước 1. Tìm các giá trị riêng của A và bội đại số của chúng.

� Nếu tổng các bội đại số của các giá trị riêng nhỏ hơn n,
ta kết luận ma trận A không chéo hóa được.

� Nếu ngược lại, tổng các bội đại số của các giá trị riêng
bằng n, tiến hành bước tiếp theo.

2. Bước 2. Với mỗi giá trị riêng của A, tìm số chiều và một cơ sở
cho không gian con riêng Eλ.

� Nếu tồn tại một giá trị riêng có bội hình học nhỏ hơn bội
đại số, ta kết luận ma trận A không chéo hóa được.

� Nếu các giá trị riêng đều có bội hình học bằng bội đại số,
ta kết luận ma trận A chéo hóa được. Trong trường hợp
này, để chéo hóa A, tiến hành bước tiếp theo.

3. Bước 3. Ghép lại cơ sở của các không gian con riêng Eλ để được
một cơ sở v1, v2, . . . , vn của Rn gồm toàn véctơ riêng của A, vi

là véctơ riêng ứng với giá trị riêng λi. Khi đó

A = PDP −1

trong đó

P =
[
v1 v2 . . . vn

]
, D =


λ1 0 0 0
0 λ2 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 λn

 .

Ví dụ 6.2.11. Chéo hóa ma trận vuông

A =

 0 0 −2
1 2 1
1 0 3

 .

Giải. Ta đã tìm các giá trị riêng và cơ sở cho mỗi không gian con riêng
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của ma trận này trong ví dụ 6.1.25. Bảng các giá trị riêng và véc tơ riêng
của ma trận này là

Giá trị riêng 1 2
Bội đại số 1 2
Bội hình học 1 2

Cơ sở của
không gian con riêng

 −2
1
1


 0

1
0

 ,

 −1
0
1


Vì A là một ma trận vuông cỡ 3 × 3, tổng các bội đại số bằng 3, mỗi giá
trị riêng có bội đại số bằng bội hình học, nên ma trận A chéo hóa được.
Ma trận A có phân tích

A = PDP −1

với ma trận khả nghịch P và ma trận chéo D lần lượt là

P =

 −2 0 −1
1 1 0
1 0 1

 , D =

 1 0 0
0 2 0
0 0 2

 .

Ta có thể đổi chỗ cột của ma trận khả nghịch P trong ví dụ trên. Khi đó,
các phần tử trên đường chéo của ma trận chéo D cũng phải được đổi chỗ
tương ứng.

Ví dụ 6.2.12. Chứng minh rằng ma trận vuông

A =

 1 0 0
1 2 0

−3 5 2


không chéo hóa được.

Giải. ▷ Vì A là một ma trận tam giác nên các giá trị riêng của A chính
là các phần tử trên đường chéo của nó, với số lần lặp lại bằng đúng bội
đại số. Do đó, A có hai giá trị riêng là λ = 1 và λ = 2 với các bội đại số
lần lượt là 1 và 2.

Tiếp theo, ta xác bội hình học của mỗi giá trị riêng và một cơ sở cho mỗi
không gian con riêng. Ta ưu tiên xét giá trị riêng λ = 2 vì giá trị riêng
λ = 1 có bội đại số bằng 1 thì bội hình học của nó cũng phải là 1.
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▷ Không gian con riêng của A ứng với giá trị riêng λ = 2 là E2 =
Nul (A − 2I). Khử Gauss ma trận A − 2I:

A − 2I =

 −1 0 0
1 0 0

−3 5 0

 → · · · →

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

 .

Suy ra, không gian con riêng E2 là một không gian véctơ 1 chiều, tức là
bội hình học của giá trị riêng λ = 2 là 1.

Vì giá trị riêng λ = 2 có bội hình học khác bội đại số, nên ma trận A
không chéo hóa được.

Ví dụ 6.2.13. Chứng minh rằng ma trận

A =


−1 2 4 0

0 3 1 7
0 0 5 8
0 0 0 −2


chéo hóa được.

Giải. Vì ma trận A là một ma trận tam giác nên các giá trị riêng của A
chính là các phần tử trên đường chéo của nó. Do đó, các giá trị riêng của
A là −1, 3, 5, −2.

Vì ma trận vuông A cỡ 4 × 4 có 4 giá trị riêng phân biệt nên A chéo hóa
được.

Ví dụ 6.2.14. Chứng minh rằng ma trận

A =

 0 1 0
0 0 1
4 −17 8

 .

chéo hóa được.

Giải. Ta đã tính các giá trị riêng của ma trận A trong ví dụ 6.1.14.
Theo ví dụ này, ma trận vuông A cỡ 3 × 3 có 3 giá trị riêng phân biệt là
4, 2 +

√
3, 2 −

√
3. Do đó, A chéo hóa được.
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Bài tập

6.42 [hint] Chéo hóa ma trận 2 2 −1
1 3 −1

−1 −2 2

 .

6.43 [hint] Cho ma trận

A =
[

d 0
a d

]
.

a. Tìm các giá trị riêng của A và bội đại số của nó.
b. Tìm điều kiện cho a và d để ma trận A chéo hóa được.

Giá trị riêng và véctơ riêng của lũy thừa của ma trận

Ví dụ 6.2.15. Cho λ là một giá trị riêng của ma trận A. Chứng
minh rằng λ2 là một giá trị riêng của ma trận A2. Ta có thể nói gì
về các véctơ riêng tương ứng?

Giải. Gọi v là một véctơ riêng của A ứng với giá trị riêng λ:

Av = λv.

Ta có
A2v = A (Av) = A (λv) = λ (Av) = λ (λv) = λ2v.

Do đó, vô hướng λ2 là một giá trị riêng của A. Hơn nữa, tính toán trên
cho thấy rằng mỗi véctơ riêng của A ứng với giá trị riêng λ đều là một giá
trị riêng của A2 ứng với λ2, tức là Eλ (A) ⊂ Eλ2

(
A2).

Mê.nh đề 6.2.16. Cho λ là một giá trị riêng của một ma trận vuông
A. Khi đó, với mọi số nguyên dương k, vô hướng λ cũng là một
véctơ riêng của Ak. Hơn nữa Eλ (A) ⊂ Eλk

(
Ak
)
.
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Chứng minh. Ta chứng minh khẳng định bằng cách quy nạp theo số
nguyên dương k.

Kết quả hiển nhiên đúng với k = 1 vì A1 = A. Giả sử khẳng định đúng
với k = m với m là một số nguyên dương.

Gọi v là một véctơ riêng của A ứng với giá trị riêng λ. Ta có

v ∈ Eλ (A) ⊂ Eλm (Am) .

Suy ra, v cũng là một véctơ riêng của Am ứng với giá trị riêng λm. Do đó

Am+1v = A (Amv) = A (λmv) = λm (Av) = λm (λv) = λm+1v.

Suy ra, λm+1 là một giá trị riêng của Am+1. Hơn nữa, mỗi véctơ riêng của
A ứng với λ là một véctơ riêng của Am+1 ứng với λm+1, tức là Eλ (A) ⊂
Eλm+1

(
Am+1). Điều này có nghĩa là khẳng định cần chứng minh đúng với

k = m + 1.

Theo nguyên lý quy nạp, khẳng định cần chứng minh đúng với mọi số
nguyên dương k.

Ví dụ 6.2.17. Tìm các giá trị riêng của ma trận A7 biết rằng

A =

 0 1 0
0 0 1
4 −17 8

 .

Giải. Theo ví dụ 6.1.14, ma trận A có 3 giá trị riêng phân biệt là 4, 2 +√
3, 2 −

√
3. Do đó

47,
(
2 +

√
3
)7

,
(
2 −

√
3
)7

là các giá trị riêng của A7. Ta nhận được 3 giá trị riêng phân biệt của A7.
Vì ma trận A7 là một ma trận vuông cỡ 3 × 3 nên nó có tối đa 3 giá trị
riêng, tính cả bội đại số. Do đó, ba giá trị riêng trên của A7 là tất cả các
giá trị riêng của nó.
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Lũy thừa của ma trận chéo hóa được

Tính lũy thừa của ma trận là một bài toán quan trọng và phức tạp. Ta dễ
dàng tính lũy thừa của ma trận chéo.

λ1 0 0 0
0 λ2 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 λn


k

=


λk

1 0 0 0
0 λk

2 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 λk
n

 .

Mê.nh đề 6.2.18. Cho A và B là hai ma trận đồng dạng với nhau,
A = PBP −1. Khi đó

Ak = PBkP −1

với mọi số nguyên dương k. Đặc biệt, hai ma trận Ak và Bk đồng
dạng với nhau.

Chứng minh. Với k = 3, ta có

A3 = AAA =
(
PBP −1

) (
PBP −1

) (
PBP −1

)
= PB

(
P −1P

)
B
(
P −1P

)
BP −1 = PB3P −1.

Tương tư, với số nguyên dương k bất kỳ, ta có

Ak = AAA · · · A︸ ︷︷ ︸
k lần A

=
(
PBP −1

) (
PBP −1

) (
PBP −1

)
· · ·
(
PBP −1

)
︸ ︷︷ ︸

k lần A

= PB
(
P −1P

)
B
(
P −1P

)
B · · ·

(
P −1P

)
BP −1 = PBkP −1.

Mệnh đề trên chỉ ra rằng nếu ta có thể tính được lũy thừa của một ma
trận A thì ta cũng có thể tính được lũy thừa của các ma trận đồng dạng
với A. Vì ta dễ dàng tính lũy thừa của ma trận chéo, nên ta cũng có thể
tính được lũy thừa của các ma trận chéo hóa được.

Corollary 4. Cho A là một ma trận chéo hóa được

A = P


λ1 0 0 0
0 λ2 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 λn

P −1.
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Khi đó

Ak = P


λk

1 0 0 0
0 λk

2 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 λk
n

P −1

với mọi số nguyên dương k

Ví dụ 6.2.19. Tính lũy thừa A100 với

A =

 0 0 −2
1 2 1
1 0 3

 .

Giải. Ta đã chéo hóa ma trận A này trong ví dụ 6.2.11:

A =

 −2 0 −1
1 1 0
1 0 1


 1 0 0

0 2 0
0 0 2


 −2 0 −1

1 1 0
1 0 1


−1

.

Do đó

A100 =

 −2 0 −1
1 1 0
1 0 1


 1100 0 0

0 2100 0
0 0 2100


 −2 0 −1

1 1 0
1 0 1


−1

=

 −2 0 −1
1 1 0
1 0 1


 1 0 0

0 2100 0
0 0 2100


 −1 0 −1

1 1 1
1 0 2


=

 −2 0 −2100

1 2100 0
1 0 2100


 −1 0 −1

1 1 1
1 0 2


=

 2 − 2100 0 2 − 2101

2100 − 1 2100 2100 − 1
2100 − 1 0 2101 − 1

 .
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Ví dụ 6.2.20. Cho ma trận vuông

A =

 2 2 1
1 3 1
1 2 2

 .

Tính lũy thừa An, với n là một số nguyên dương, biết A = PDP −1

trong đó

P =

 1 1 2
1 0 −1
1 −1 0

 , D =

 5 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Giải. Vì A = PDP −1 nên An = PDnP −1. Ta có

Dn =

 5n 0 0
0 1 0
0 0 1

 , P −1 =

 0 1 1
1 −1 −3
0 0 1

 .

Bài tập

6.44 [hint] Cho ma trận

A =
[

0 3
2 −1

]
.

a. Tìm một ma trận khả nghịch P và một ma trận chéo D thỏa
mãn A = PDP −1.

b. Tính An, với n là một số nguyên dương.

6.45 [hint] Cho ma trận

A =

 −1 7 −1
0 1 0
0 15 −2

 .

Tính An với n là một số nguyên dương.

6.46 [hint]
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Bài tập tổng hợp

6.47 [hint] Chéo hóa ma trận

A =

 4 0 1
2 3 2
1 0 4

 .

6.48 [hint] Các ma trận sau đây có chéo hóa được hay không? Nếu chéo
hóa được, hãy chéo hóa nó.

(a)

 −1 4 −2
−3 4 0
−3 1 3


(b)

 5 0 0
1 5 0
0 1 5



(c)

 0 0 3
0 3 0
3 0 0



6.49 [hint] Phép đối xứng qua một không gian con 2 chiều trong không
gian véc tơ Euclid R3 có chéo hóa được hay không?

6.50 [hint] Phép đối xứng qua một không gian con 1 chiều trong không
gian véc tơ Euclid R3 có chéo hóa được hay không?

6.51 [hint] Phép chiếu vuông góc lên một không gian con 1 chiều trong
không gian véc tơ Euclid R3 có chéo hóa được hay không?

6.52 [hint] Cho ma trận vuông

A =

 d 0 0
a d 0
0 b d


trong đó a,b và d là các tham số thực.

(a) Tìm các giá trị riêng của A và bội hình học, bội đại số của nó.
(b) Biện luận các trường hợp có thể xảy ra cho bội hình học của

các giá trị riêng. Trong mỗi trường hợp, cho biết ma trận A có
chéo hóa được hay không?
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6.53 [hint] Tìm một ma trận vuông A cỡ 6 × 6 có các giá trị riêng là
2, −3, 5, các bội đại số tương ứng là 1, 3, 2 và các bội hình học của
các giá trị riêng lần lượt là 1, 2, 1.

6.54 [hint] Tìm một ma trận A cùng với một giá trị riêng λ của A sao cho
Eλ (A) ̸= Eλ2

(
A2).

6.55 [hint] Giả sử ma trận A có đa thức đặc trưng là

−λ3 − 5λ2 − 3λ + 9.

a. Tìm cỡ của ma trận A, các giá trị riêng của A và bội đại số của
nó.

b. Bội hình học của mỗi giá trị riêng có thể nhận những giá trị nào?
Cho ví dụ minh họa về mỗi khả năng có thể, và cho biết ma trận
A có chéo hóa được hay không?

6.56 [hint] Đa thức đặc trưng của một ma trận A được cho bên dưới. Tìm
cỡ của ma trận, các giá trị riêng và số chiều có thể của các không
gian con riêng. Cho ví dụ về mỗi khả năng xảy ra và cho biết ma
trận A có chéo hóa được hay không?

a. λ2 (λ2 − 5λ − 6
)
.

b. − (λ − 1) (λ + 2) (λ − 3).
c. −λ3 − λ − 2.
d. −λ3 + 3λ2 − 3λ + 1.

6.57 [hint] Cho các ma trận vuông cùng cỡ A, B và P với P khả nghịch
thỏa mãn A = PBP −1.

(a) Chứng minh An = PBnP −1 với mọi số nguyên dương n.
(b) Cho f (λ) là một đa thức hệ số thực. Chứng minh f (A) =

Pf (B) P −1.
(c) Giả sử A khả nghịch. Chứng minh rằng

(i) B khả nghịch.
(ii) A−1 = PB−1P −1.
(iii) An = PBnP −1 với mọi số nguyên âm n.

6.58 [hint] Cho A và B là hai ma trận đồng dạng với nhau. Chứng minh
các khẳng định sau.

(a) An đồng dạng với Bn với mọi số nguyên dương n.
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(b) f (A) đồng dạng với f (B) với mọi đa thức hệ số thực f (λ).
(c) Giả sử A khả nghịch. Khi đó An đồng dạng với Bn với mọi n

nguyên âm.

6.59 [hint] Cho A và B là hai ma trận đồng dạng với nhau, A = PBP −1.
Chứng minh các khẳng định sau.

(a) x ∈ Nul (A) ⇔ P −1x ∈ Nul (B).
(b) Hai không gian véctơ Nul (A) và Nul (B) có cùng số chiều.
(c) Hai ma trận A và B có cùng hạng.

6.60 [hint] Giả sử hai ma trận vuông A và B đồng dạng với nhau, A =
PBP −1. Chứng minh các khẳng định sau.

(a) det (A) = det (B).
(b) A − λI = P (B − λI) P −1.

(c) Hai ma trận A và B có cùng đa thức đặc trưng.
(d) Hai ma trận A và B có cùng giá trị riêng, tính cả bội đại số.
(e) Các giá trị riêng chung của A và B có cùng bội hình học.

6.61 [hint] Giả sử ma trận vuông A chéo hóa được.

(a) Chứng minh rằng ma trận chuyển vị AT cũng chéo hóa được.
(b) Chứng minh rằng AT đồng dạng với A.

6.62 [hint] Cho ví dụ về hai ma trận vuông A và B cỡ 2 × 2 có cùng vết
nhưng không đồng dạng với nhau.

6.63 [hint] Chứng minh rằng nếu ma trận A chéo hóa được thì rank(A)
là số các giá trị riêng khác không của A, tính cả bội đại số.

Ôn tập chương 6

Chéo hóa ma trận trong các bài tập 6.64 đến 6.70.

6.64 [hint]

 0 −1 −1
−1 0 −1

3 3 4

.
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6.65 [hint]

 5 3 3
3 3 2

−10 −7 −6

.

6.66 [hint]

 1 1 1
3 2 2

−7 −5 −5

.

6.67 [hint]

 2 1 1
1 2 1

−3 −3 −2

.

6.68 [hint]

 3 2 2
−1 −2 −1
−2 0 −1

.

6.69 [hint]

 1 −1 −1
−6 −6 −5
10 11 10

.

6.70 [hint]

 3 2 2
2 3 2

−6 −6 −5

.

6.71 [hint] Tìm một ma trận vuông A cỡ 2 × 2 sao cho A có đúng một giá
trị riêng là λ = 3 và không gian con riêng tương ứng là E3 = L (u)
với u = (2, −1).

6.72 [hint] Cho A là một ma trận vuông cỡ 6 × 6. Giả sử det (A) < 0.
Chứng minh rằng A có ít nhất một giá trị riêng dương.

6.73 [hint] Tìm đa thức đặc trưng của ma trận

A =



0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 0 1

a0 a1 a2 . . . an−2 an−1


.
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6.74 [hint] Tìm một ma trận vuông cỡ 4 × 4 không có giá trị riêng thực.

6.75 [hint] Tìm một ma trận vuông cỡ 4 × 4 có đúng 2 giá trị riêng thực.

6.76 [hint] Tìm điều kiện cho các hằng số a, b, c để ma trận

A =

 1 a b
0 2 c
0 0 3


chéo hóa được.

6.77 [hint] Tìm điều kiện cho các hằng số a, b, c để ma trận

A =

 1 a b
0 2 c
0 0 2


chéo hóa được.

6.78 [hint] Tìm điều kiện cho các hằng số a, b, c để ma trận

A =

 1 a b
0 1 c
0 0 1


chéo hóa được.

6.79 [hint] Tìm các giá trị riêng và véc tơ riêng của ma trận cỡ n × n

Jn (a) =



a 0 0 . . . 0 0
1 a 0 . . . 0 0
0 1 a . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . a 0
0 0 0 . . . 1 a


.

6.80 [hint] Cho ma trận

A =

 1 1 1
1 1 1
1 1 1

 .



292 CHƯƠNG 6. GIÁ TRỊ RIÊNG VÀ VÉCTƠ RIÊNG

Biết rằng ma trận A chéo hóa được, với A = PDP −1 với ma trận
khả nghịch P và ma trận chéo D lần lượt là

P =

 −1 −1 1
0 1 1
1 0 1

 , D =

 0 0 0
0 0 0
0 0 3

 .

Chéo hóa các ma trận sau

(a)

 1 3 3
3 1 3
3 3 1

.

(b)

 a b b
b a b
b b a

.

6.81 [hint] Cho ma trận vuông cỡ n × n

A =


1 1 1 . . . 1
1 1 1 . . . 1
1 1 1 . . . 1
...

...
...

. . .
...

1 1 1 . . . 1

 .

(a) Chứng minh rằng λ = 0 là một giá trị riêng của A. Bội hình
học của giá trị riêng λ = 1 bằng bao nhiêu?

(b) Tìm các giá trị riêng của ma trận A và các bội đại số, bội hình
học của chúng.

6.82 [hint] Cho ma trận vuông cỡ n × n

A =


a b b . . . b
b a b . . . b
b b a . . . b
...

...
...

. . .
...

b b b . . . a

 .

(a) Tìm các giá trị riêng của ma trận A và các bội đại số, bội hình
học của chúng.

(b) Tính det (A).
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Gợi ý giải bài tập chương 6

6.15. Vì PA (λ) = det (A − λI) nên PA (0) = det (A) .

6.17. Nếu Av1 = u1, Av2 = u2,Av3 = u3 với các vi, ui ∈ R3thì

A
[

v1 v2 v3
]

=
[

u1 u2 u3
]

.

Nếu ma trận
[

v1 v2 v3
]
khả nghịch thì ta có thể tính A từ đẳng thức

này.

6.19. A =
[

a b
c d

]
.Tính PA (λ) theo a, b, c, d. Với ý b) hãy tính tường

minh vế trái của đẳng thức cần chứng minh.

6.22. Gọi x là một véctơ riêng của A ứng với giá trị riêng λ, tức là Ax = λx.
Hãy tính A2x và A3x.

6.23. Gọi x là một véctơ riêng của A ứng với giá trị riêng λ, tức là Ax = λx.
Dự đoán công thức của Anx rồi chứng minh nó bằng quy nạp.

6.24. Gọi x là một véctơ riêng của A ứng với giá trị riêng λ, tức là Ax = λx.
Tính f(A)x.

6.25. Để nhận được các giá trị riêng của các ma trận B, C và D từ các
giá trị riêng của A, ta cần biểu thị mỗi ma trận B, C và D này qua ma
trận A.

6.28. Gọi x là một véctơ riêng của A ứng với giá trị riêng λ. Tính A−1x.

6.40. Nếu A và B là hai ma trận vuông cùng cỡ thì tr (AB) = tr (BA).
Lưu ý rằng nói chung tr (AB) ̸= tr (A) tr (B).

6.41. Tính vết hoặc định thức của các cặp ma trận này.
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6.53. Tìm ma trận A có dạng chéo khối với ba ma trận khối trên đường
chéo là các ma trận

[
2
]

,

 −3 0 0
a −3 0
0 b −3

 ,

[
5 0
c 5

]

với a, b, c là các số thực nào đó.

6.56. Bội hình học của mỗi giá trị riêng nhỏ hơn hoặc bằng bội đại số của
nó.

6.61. Sử dụng công thức chuyển vị của tích và của nghịch đảo

(AB)T = BT AT ,
(
A−1

)T
=
(
AT
)−1

.

Để chứng minh A và AT đồng dạng với nhau, hãy chỉ ra A và AT cùng
đồng dạng với một ma trận chéo D.

6.63. Hai ma trận đồng dạng có cùng hạng. Hạng của ma trận chéo được
tính thế nào?



7
Không gian có tích vô hướng

Tích vô hướng Euclid trong Rn là sự tổng quát hóa tự nhiên của tích vô
hướng quen thuộc trong R2 và R3. Trong chương này, chúng ta sẽ định
nghĩa khái niệm tích vô hướng tổng quát trên một không gian véctơ thực
bất kỳ.

7.1 Tích vô hướng

Tích vô hướng tổng quát

Để định nghĩa tích vô hướng tổng quát, chúng ta sẽ lấy các tính chất cơ
bản của của tích vô hướng Euclid trong Rn làm tiên đề.

Định nghĩa 7.1.1. Một tích vô hướng trên một không gian véctơ
thực V là một ánh xạ

⟨ , ⟩ : V × V → R
(u, v) 7→ ⟨u, v⟩

thỏa mãn các điều kiện sau đây, với mọi véctơ u, v, v trong V và vô
hướng k ∈ R:

1. Đối xứng: ⟨u, v⟩ = ⟨v, u⟩
2. Cộng tính: ⟨u + v, w⟩ = ⟨u, w⟩ + ⟨v, w⟩
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3. Thuần nhất: ⟨ku, v⟩ = k⟨u, v⟩
4. Xác định dương: ⟨v, v⟩ ≥ 0 và ⟨v, v⟩ = 0 nếu và chỉ nếu v = 0

Một không gian véctơ thực trang bị một tích vô hướng được gọi
là một không gian véctơ có tích vô hướng, hoặc không gian
véctơ Euclid.

Ví dụ 7.1.2. Tích vô hướng Euclid trên Rn là một tích vô hướng
theo định nghĩa bên trên. Tích vô hướng Euclid này còn lại là tích
vô hướng chính tắc của Rn:

⟨u, v⟩ = u · v = a1b1 + a2b2 + · · · + anbn

với u = (a1, a2, . . . , an) và v = (b1, b2, . . . , bn) là hai véctơ trong Rn.

Nhắc lại rằng độ dài Euclid của một véctơ và khoảng cách Euclid giữa hai
véctơ trong Rn được định nghĩa thông qua tích vô hướng Euclid bởi công
thức

|v| =
√

v · v, d(u, v) = |u − v| =
√

(u − v) · (u − v).

Ta định nghĩa độ dài và khoảng cách trong một không gian có tích vô
hướng bất kỳ.

Định nghĩa 7.1.3. Cho V là một không gian véctơ có tích vô hướng.

� Độ dài của một véctơ v trong V , kí hiệu là |v|, được định
nghĩa bởi

|v| =
√

⟨v, v⟩.

� Véctơ có độ dài bằng 1 được gọi là véctơ đơn vị.

� Khoảng cách giữa hai véctơ u, v trong V , kí hiệu d (u, v),
được định nghĩa bởi

d (u, v) = |u − v| =
√

⟨u − v, u − v⟩.

Vì ⟨v, v⟩ ≥ 0 với mọi véctơ v trong không gian có tích vô hướng V nên
luôn tồn tại độ dài của véctơ v.

Trong định nghĩa trên, độ dài và khoảng cách phụ thuộc vào tích vô hướng
của không gian véctơ. Nếu tích vô hướng thay đổi, độ dài và khoảng cách



7.1. TÍCH VÔ HƯỚNG 297

cũng thay đổi theo.

Sau đây là một số tính chất cơ bản của độ dài và khoảng cách trong không
gian có tích vô hướng.

Mê.nh đề 7.1.4. Cho V là một không gian véctơ có tích vô hướng.
Cho u, v là các véctơ trong V và k là một vô hướng. Khi đó

(a) |v| ≥ 0 và |v| = 0 khi và chỉ khi v = 0.
(b) |kv| = |k||v|
(c) d(u, v) = d(v, u)
(d) d(u, v) ≥ 0 và d (u, v) = 0 khi và chỉ khi u = v.

Chứng minh. (a) Theo định nghĩa

|v| =
√

⟨v, v⟩.

Do đó, |v| ≥ 0 với mọi véctơ v. Hơn nữa, |v| = 0 khi và chỉ khi ⟨v, v⟩ = 0.
Theo định nghĩa của tích vô hướng, đẳng thức ⟨v, v⟩ = 0 có nghĩa là v = 0.

(b) Ta có

|kv| =
√

⟨kv, kv⟩ =
√

k2 ⟨v, v⟩ = |k|
√

⟨v, v⟩ = |k| |v| .

(c) Ta có

d (u, v) = |u − v| = |(−1) (v − u)| = |−1| |v − u| = d (v, u) .

(d) Ta có
d (u, v) = |u − v| ≥ 0.

Hơn nữa

d (u, v) = 0 ⇔ |u − v| = 0 ⇔ u − v = 0 ⇔ u = v.

Định nghĩa 7.1.5. Mặt cầu đơn vị trong không gian véctơ có tích
vô hướng V là tập con của V bao gồm các véctơ có độ dài bằng 1:

{v ∈ V : |v| = 1} .

Nếu V = R2 thì mặt cầu đơn vị còn được gọi là đường tròn đơn
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vị.

7.1 [hint] Khai triển các biểu thức sau

(a) ⟨5u1 − 7u2, 8v1 + 6v2⟩,
(b) ⟨u − 4v, 5u + 2v⟩,
(c) |3u − 2v|2.

7.2 [hint] Cho V là một không gian véctơ thực được trang bị một tích
vô hướng. Giả sử các véctơ u, v, w trong V thỏa mãn

⟨u, v⟩ = 2, ⟨u, w⟩ = −3, ⟨v, w⟩ = 4

|u| = 1, |v| = 2, |w| = 3.

Tính giá trị các biểu thức

(a) ⟨2u − v, v + w⟩
(b) |2v − w|
(c) d(u, v).

Tích vô hướng trên Rn

Ví dụ 7.1.6. Cho w1, w2, . . . , wn là các số thực dương. Chứng minh
rằng công thức

⟨u, v⟩ = w1a1b1 + w2a2b2 + · · · + wnanbn

với các véctơ u = (a1, a2, . . . , an) và v = (b1, b2, . . . , bn) trong Rn,
là một tích vô hướng trên Rn. Tích vô hướng này của Rn được
gọi là tích vô hướng Euclid có trọng số với dãy trọng số là
w1, w2, . . . , wn.

Chứng minh. Ta cần phải chứng minh hàm ⟨u, v⟩ định nghĩa bên trên
thỏa mãn các tiên đề định tích vô hướng. Chứng minh được tiến hành gần
như giống hệt trường hợp tích vô hướng Euclid thông thường.

Đặt u = (a1, a2, . . . , an) , v = (b1, b2, . . . , bn) và w = (c1, c2, . . . , cn) là các
véctơ trong Rn và k ∈ R.
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(a) Chứng minh tính đối xứng: ⟨u, v⟩ = ⟨v, u⟩. Sử dụng tính chất giao hoán
của phép nhân các số, ta có

⟨u, v⟩ = w1a1b1 + w2a2b2 + · · · + wnanbn

= w1b1a1 + w2b2a2 + · · · + wnbnan

= ⟨v, u⟩.

(b) Chứng minh tính cộng tính: ⟨u, v + w⟩ = ⟨u, v⟩ + ⟨u, w⟩. Ta có

v + w = (b1 + c1, b2 + c2, . . . , bn + cn) .

Sử dụng tính chất phân phối giữa hai phép toán cộng và nhân, ta có

⟨u, v + w⟩ = w1a1 (b1 + c1) + w2a2 (b2 + c2) + · · · + wnan (bn + cn)
= (w1a1b1 + w1a1c1) + (w2a2b2 + w2a2c2) + · · ·

+ (wnanbn + wnancn)
= (w1a1b1 + w2a2b2 + · · · + wnanbn)

+ (w1a1c1 + w2a2c2 + · · · + wnancn)
= ⟨u, v⟩ + ⟨u, w⟩.

(c) Chứng minh tính thuần nhất: k ⟨u, v⟩ = ⟨ku, v⟩. Ta có

k ⟨u, v⟩ = k (w1a1b1 + w2a2b2 + · · · + wnanbn)
= w1 (ka1) b1 + w2 (ka2) b2 + · · · + wn (kan) bn

= ⟨ku, v⟩

(d) Chứng minh tính xác định dương: ⟨v, v⟩ ≥ 0 và ⟨v, v⟩ = 0 khi và chỉ
khi v = 0. Ta có

⟨v, v⟩ = w1b2
1 + w2b2

2 + · · · + wnb2
n.

Vì wi > 0 và b2
i ≥ 0 với mọi i = 1, 2, . . . , n nên v · v ≥ 0, hơn nữa, v · v = 0

khi và chỉ khi bi = 0 với mọi i = 1, 2, . . . , n, tức là v = 0.

Từ chứng minh trên, ta thấy rằng nếu không có điều kiện wi > 0 với mọi
i = 1, 2, . . . , n thì ba tiên đề đầu tiên của tích vô hướng vẫn đúng.

Tích vô hướng Euclid của Rn là trường hợp riêng của tích vô hướng Euclid
với trọng số, với dãy trọng số là 1, 1, . . . , 1. Đối với tích vô hướng Euclid
của Rn, sự đóng góp của các thành phần của các véctơ vào tích vô hướng
là như nhau. Còn đối với tích vô hướng Euclid với trọng, sự đóng góp của
mỗi thành phần của các véctơ vào tích vô hướng phụ thuộc vào các trọng
số.
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Ví dụ 7.1.7. Trong không gian véctơ R2, cho các véctơ

e1 = (1, 0) , e2 = (0, 1) .

Tính độ dài của véctơ e1, e2 và khoảng cách giữa hai véctơ e1, e2 đối
với

(a) tích vô hướng Euclid của R2,
(b) tích vô hướng Euclid có trọng số của R2 với dãy trọng số là

3, 2.

Giải. (a) Tích vô hướng Euclid của R2 là

(a1, a1) · (b1, b2) = a1b1 + a2b2.

Suy ra

|e1| =
√

e1 · e1 =
√

12 + 02 = 1,

|e2| =
√

e2 · e2 =
√

02 + 12 = 1,

và
d (e1, e2) = |e1 − e2| = |(1, −1)| =

√
12 + (−1)2 =

√
2.

(b) Tích vô hướng Euclid có trọng số của R2 với dãy trọng số 3, 2 là

⟨(a1, a1) , (b1, b2)⟩ = 3a1b1 + 2a2b2.

Suy ra

|e1| =
√

⟨e1, e1⟩ =
√

3 (1)2 + 2 (0)2 =
√

3,

|e2| =
√

⟨e2, e2⟩ =
√

3 (0)2 + 2 (1)2 =
√

2,

và
d (e1, e2) = |e1 − e2| = |(1, −1)| =

√
3 (1)2 + 2 (−1)2 =

√
5.

Ví dụ 7.1.8. Cho không gian véctơ R3 trang bị tích vô hướng Euclid
với trọng số

⟨(x1, x2, x3), (y1, y2, y3)⟩ = 4x1y1 + 3x2y2 + 1
2x3y3.
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Cho các véctơ

u = (−1, 1, 0), v = (2, 1, −4), w = (−1, 2, 5).

Tính
⟨u, v⟩, ⟨u + v, w⟩, |v|, d(u, v).

Giải. Ta có

⟨u, v⟩ = ⟨(1, −1, 0), (2, 1, −4)⟩
= 4(1)(2) + 3(−1)(1) + 1

2(0)(−4)
= 5.

Vì u + v = (1, −1, 0) + (2, 1, −4) = (3, 0, −4) nên

⟨u + v, w⟩ = ⟨(3, 0, −4), (−1, 2, 5)⟩
= 4(3)(−1) + 3(0)(2) + 1

2(−4)(5)
= −22.

Ta có |v| =
√

⟨v, v⟩,

⟨v, v⟩ = ⟨(2, 1, −4), (2, 1, −4)⟩
= 4(2)2 + 3(1)2 + 1

2(−4)2

= 27

Suy ra |v| =
√

27 = 3
√

3. Ta có

d(u, w) = |u − w| =
√

⟨u − w, u − w⟩,

u − w = (1, −1, 0) − (−1, 2, 5)
= (2, −3, 5)

và
⟨u − w, u − w⟩ = ⟨(2, −3, −5), (2, −3, −5)⟩

= 4(2)2 + 3(−3)2 + 1
2(−5)2

= 111
2

Suy ra d(u, w) =
√

111
2 = 1

2
√

222.

Ví dụ 7.1.9. Cho A ∈ Mn×n là một ma trận vuông khả nghịch.
Chứng minh rằng công thức

⟨u, v⟩ = (Au) · (Av)
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với u, v ∈ Rn là một tích vô hướng trên Rn. Tích vô hướng này được
gọi là tích vô hướng ma trận, ứng với ma trận A.

Giải. Cho u, v, w là các véctơ trong Rn và k ∈ R.

(a) Chứng minh tính đối xứng: ⟨u, v⟩ = ⟨v, u⟩. Ta có

⟨u, v⟩ = (Au) · (Av) = (Av) · (Au) = ⟨v, u⟩ .

(b) Chứng minh tính cộng tính: ⟨u, v + w⟩ = ⟨u, v⟩ + ⟨u, w⟩. Ta có

⟨u, v + w⟩ = (Au) · (A (v + w)) = (Au) · (Av + Aw)
= (Au) · (Av) + (Au) · (Aw) = ⟨u, v⟩ + ⟨u, w⟩ .

(c) Chứng minh tính thuần nhất: k ⟨u, v⟩ = ⟨ku, v⟩. Ta có

k ⟨u, v⟩ = k ((Au) · (Av)) = (kAu) · (Av) = (A (ku)) · (Av) = ⟨ku, v⟩ .

(d) Chứng minh tính xác định dương: ⟨v, v⟩ ≥ 0 và ⟨v, v⟩ = 0 khi và chỉ
khi v = 0. Ta có

⟨v, v⟩ = (Av) · (Av) ≥ 0.

Hơn nữa, ⟨v, v⟩ = 0 khi và chỉ khi (Av) · (Av) = 0, tức là Av = 0. Vì A là
một ma trận khả nghịch nên đẳng thức Av = 0 tương đương với v = 0.

Lưu ý rằng nếu A là một ma trận bất kỳ thì ba tiên đề đầu tiên vẫn thỏa
mãn.

Ví dụ 7.1.10. Trong không gian véctơ R2, cho các véctơ

e1 = (1, 0) , e2 = (0, 1) .

Tính độ dài của véctơ e1, e2 và khoảng cách giữa hai véctơ e1, e2 đối
với tích vô hướng ma trận ứng với ma trận khả nghịch

A =
[

1 2
3 4

]
.

Giải. Theo định nghĩa, tích vô hướng ma trận ứng với ma trận A là

⟨u, v⟩ = (Au) · (Av)
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với mọi u, v ∈ R2. Suy ra

|e1| =
√

⟨e1, e1⟩ =
√

(Ae1) · (Ae1) =
√

(1, 3) · (1, 3) =
√

10,

|e2| =
√

⟨e2, e2⟩ =
√

(Ae2) · (Ae2) =
√

(2, 4) · (2, 4) = 2
√

5,

và

d (e1, e2) =
√

⟨e1 − e2, e1 − e2⟩ =
√

⟨(1, −1) , (1, −1)⟩

=

√√√√(A

[
1

−1

])
·
(

A

[
1

−1

])

=

√√√√[ −1
−1

]
·
[

−1
−1

]
=

√
2.

Ví dụ 7.1.11. Chứng minh rằng tích vô hướng Euclid và tích vô
hướng Euclid có trọng số là các trường hợp riêng của tích vô hướng
ma trận.

Giải. Tích vô hướng Euclid trong Rn là tích vô hướng ma trận ứng với
ma trận đơn vị I.

Tích vô hướng Euclid có trọng số trên Rn với dãy trọng số w1, w2, . . . , wn

là tích vô hướng ma trận ứng với ma trận chéo
√

w1 0 . . . 0
0 √

w2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 √

wn



Bài tập

7.3 [hint] Cho không gian véc tở R4 trang bị tích vô hướng Euclid với
trọng

⟨(x1, x2, x3, x4), (y1, y2, y3, y4)⟩ = x1y1 + 2x2y2 + 3x3y3 + 4x4y4
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và các véctơ
u = (1, 0, 2, −1), v = (−1, 1, 3, 2).

Tính
⟨u, v⟩, |u + 2v|, d(u, v).

7.4 [hint] Cho không gian véctơ R2 trang bị tích vô hướng sinh ra từ ma
trận khả nghịch

A =
[

1 4
−3 2

]
.

Cho các vec tơ u = (1, 3), v = (−2, 0).Tính

⟨u, v⟩, |u − v|, d(u, v).

7.5 [hint] Cho không gian véctơ R3 trang bị tích vô hướng sinh ra từ ma
trận khả nghịch

A =

 2 1 0
−1 3 0

0 0 1


Cho các véctơ u = (1, 2, 3), v = (−2, 1, 0). Tính

⟨u, v⟩, |u − v|, d(u + v, v).

7.6 [hint] Chứng minh rằng ánh xạ cho tương ứng mỗi cặp véc tơ u =
(x1, x2) và v = (y1, y2) trong R2 với

⟨u, v⟩ = x1y1 − x2y2

không phải là một tích vô hướng trên R2.

7.7 [hint] Chứng minh rằng ánh xạ cho tương ứng mỗi cặp véc tơ u =
(x1, x2) và v = (y1, y2) trong R2 với

⟨u, v⟩ = x1y1 − x1y2 + x2y2

không phải là một tích vô hướng trên R2.

7.8 [hint] Chứng minh rằng ánh xạ cho tương ứng mỗi cặp véc tơ u =
(x1, x2) và v = (y1, y2) trong R2 với

⟨u, v⟩ = x1y1 − x1y2 − x2y1 + x2y2

không phải là một tích vô hướng trên R2.
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7.9 [hint] Chứng minh rằng ánh xạ cho tương ứng mỗi cặp véc tơ u =
(x1, x2) và v = (y1, y2) trong R2 với

⟨u, v⟩ = 3x1y1 − x1y2 − x2y1 + x2y2

không phải là một tích vô hướng trên R2.

Tích vô hướng trên không gian véctơ tổng quát

Bằng cách cố định một cơ sở B của không gian véc tơ n chiều V , ánh xạ
tọa độ

[ ]B : V → Rn

cho phép ta đồng nhất mỗi véc tơ v ∈ V với véc tơ tọa độ [v]B ∈ Rn của
nó. Nhờ đó, ta có thể dịch chuyển tích vô hướng trên Rn thành tích vô
hướng trên V .

Ví dụ 7.1.12. Cho V là một không gian véctơ và B = (v1, v2, . . . , vn)
là một cơ sở của V . Chứng minh rằng công thức

⟨u, v⟩ = [u]B · [v]B

với mọi u, v trong V , là một tích vô hướng trên V . Ta gọi tích vô
hướng này trên V là tích vô hướng sinh ra từ cơ sở B.

Ví dụ 7.1.13. Chứng minh rằng công thức

⟨A, B⟩ = tr
(
AT B

)
với mọi A, B trong Mm×n, là một tích vô hướng trên Mm×n. Tích
vô hướng này được gọi là tích vô hướng chính tắc trên Mm×n.

Giải. Giả sử A = [aij ]m×n và B = [bij ]m×n. Khi đó ma trận AT B là một
ma trận vuông cỡ n × n với phần tử ở vị trí (j, j) là

a1jb1j + a2jb2j + · · · + amjbmj =
m∑

i=1
aijbij .

Suy ra

⟨A, B⟩ = tr
(
AT B

)
=

n∑
i=1

m∑
j=1

aijbij .
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Ta chứng minh công thức ⟨A, B⟩ là một tích vô hướng trên Mm×n bằng
cách chỉ ra rằng nó là tích vô hướng sinh ra từ một cơ sở của Mm×n.

Thật vậy, gọi S = (E11, E12, . . . , E1n, E21, E22, . . . , E2n, . . . , Em1, Em2 . . . , Emn)
là cơ sở chính tắc của Mm×n. Khi đó, véctơ tọa độ của ma trận A đối với
cơ sở S là

(a11, a12, . . . , a1n, a21, a22, . . . , a2n, . . . , am1, am2 . . . , amn) .

Ta có công thức tương tự cho véctơ tọa độ của ma trận B đối với cơ sở S.
Do đó

⟨A, B⟩ = [A]S · [B]S .

Suy ra, công thức ⟨A, B⟩ là một tích vô hướng trên Mm×n.

Ví dụ 7.1.14. � Tích vô hướng chính tắc trên không gian véctơ
Pn là

⟨p(x), q(x)⟩ = a0b0 + a1b1 + · · · + anbn

với p(x) = a0 +a1x+ · · ·+anxn và q(x) = b0 +b1x+ · · ·+bnxn.
Vì véctơ (a0, a1, . . . , an) ∈ Rn+1 chính là tọa độ của p(x) trong
cơ sở chính tắc

1, x, x2, · · · , xn

của Pn, tương tự, (b0, b1, . . . , bn) ∈ Rn+1 là tọa độ của q(x)
trong cơ sở chính tắc của Pn nên tích vô hướng chính tắc
⟨p(x), q(x)⟩ chính là tích vô hướng Euclid của các véctơ tọa
độ của p(x) và q(x) trong cơ sở chính tắc Pn.

� Với mỗi bộ (n+1) số thực phân biệt x0, x1, . . . , xn sinh ra một
tích vô hướng trên Pn như sau

�

⟨p(x), q(x)⟩ = p(x0)q(x0) + p(x1)q(x1) + · · · + p(xn)q(xn).

Chú ý rằng vế phải chính là tích vô hướng Euclid của các véctơ

�

(p(x0), p(x1), . . . , p(xn)), (q(x0), q(x1), . . . , q(xn))

trong Rn+1.

� Trên không gian véctơ Pn, ta còn có thể trang bị tích vô hướng
sử dụng tích phân trên một đoạn hữu hạn [a, b] bất kỳ
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�

⟨p(x), q(x)⟩ =
ˆ b

a
p(x)q(x)dx.

Ví dụ 7.1.15. Cho không gian véctơ M2×2 trang bị tích vô hướng
chính tắc. Cho các ma trận

A =
[

4 8
3 −2

]
, B =

[
1 1

−1 3

]
.

Tính
⟨A, B⟩, d(A, B).

Giải. Theo định nghĩa ⟨A, B⟩ = tr(AT B). Ta có

AT B =
[

4 3
8 −2

] [
1 1

−1 3

]
=
[

1 13
10 2

]
.

Suy ra ⟨A, B⟩ = 1 + 2 = 3. Theo định nghĩa d(A, B) = |A − B| =√
⟨A − B, A − B⟩. Ta có

A − B =
[

3 7
4 −5

]
, ⟨A − B, A − B⟩ = 99.

Do đó d(A, B) = |A − B| =
√

99 = 3
√

11.

Ví dụ 7.1.16. Cho không gian vec tơ P2 trang bị tích vô hướng
chính tắc. Cho các đa thức

p(x) = 3 + x − 2x2, q(x) = −1 − 2x + 5x2.

Tính
⟨p(x), q(x)⟩, |p(x)|, d(p(x), q(x)).

Bài tập

7.10 [hint] Cho không gian véctơ P3 trang bị tích vô hướng tính giá trị
tại các điểm 1, 0, 2, 3. Cho hai đa thức

p(x) = 1 + x − x3, q(x) = x + x2.
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Tính
⟨p(x), q(x)⟩, d(p(x), q(x)).

7.11 [hint] Cho không gian vec tơ P2 trang bị tích vô hướng

⟨p(x), q(x)⟩ =
ˆ 1

−1
p(x)q(x)dx.

Cho các đa thức

p(x) = 1 − x + 2x2, q(x) = 3 + x.

Tính
⟨p(x), q(x)⟩, |p(x)|, d(p(x), q(x)).

7.12 [hint] Cho không gian véctơ M2×3 với tích vô hướng chính tắc. Cho

A =
[

1 2 −1
0 3 1

]
, B =

[
2 −1 3

−2 1 0

]
.

Tính
|A|, d(A, B).

Góc và vuông góc trong không gian có tích vô hướng

Định lý 7.1.17 (Bất đẳng thức Cauchy-Schwarz). Cho u và v là
các véctơ trong một không gian có tích vô hướng. Khi đó

|⟨u, v⟩| ≤ |u| |v| . (1)

Chứng minh. Nếu u = 0 thì |⟨u, v⟩| = 0, |u| |v| = 0. Do đó |⟨u, v⟩| =
|u| |v|.

Bây giờ giả sử u ̸= 0. Với mọi t, ta có

⟨tu + v, tu + v⟩ ≥ 0.

Mặt khác

⟨tu + v, tu + v⟩ = ⟨u, u⟩ t2 + 2 ⟨u, v⟩ t + ⟨v, v⟩ .
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Vì u ̸= 0 nên ⟨u, u⟩ ≠ 0. Do đó, tam thức bậc hai ⟨u, u⟩ t2 +2 ⟨u, v⟩ t+⟨v, v⟩
luôn lớn hơn hoặc bằng không với mọi t ∈ R. Điều này có nghĩa là biệt
thức của nó nhỏ hơn hoặc bằng không. Ta được

4 ⟨u, v⟩2 − 4 ⟨u, u⟩ ⟨v, v⟩ ≤ 0.

Khai căn bậc hai cả hai vế, ta được

|⟨u, v⟩| ≤ |u| |v| .

Ví dụ 7.1.18. Nêu một số trường hợp đặc biệt của bất đẳng thức
Cauchy-Schwarz.

Góc Euclid giữa hai véctơ khác không u và v trong Rn đã được định nghĩa
bởi công thức

∠ (u, v) = cos−1
(

u · v

|u| |v|

)
.

Thay tích vô hướng Euclid bởi tích vô hướng tổng quát, ta có định nghĩa
góc sau đây.

Định nghĩa 7.1.19. Trong một không gian có tích vô hướng, góc
giữa hai véctơ khác không u và v là

∠ (u, v) = cos−1
( ⟨u, v⟩

|u| |v|

)
.

Ví dụ 7.1.20. Trong không gian véctơ M2×2 với tích vô hướng chính
tắc, tính cos của góc giữa hai véctơ

A =
[

1 2
3 4

]
, B =

[
−1 0

3 2

]
.

Giải. Ta có
⟨A, B⟩ = 16, |A| =

√
30, |B| =

√
14.

Do đó
cos∠ (A, B) = ⟨A, B⟩

|A| |B|
= 16√

30
√

14
= 8√

105
.



310 CHƯƠNG 7. KHÔNG GIAN CÓ TÍCH VÔ HƯỚNG

Mê.nh đề 7.1.21. Cho u, v, w là các véctơ trong một không gian có
tích vô hướng V . Ta có

1. |u + v| ≤ |u| + |v|.
2. d (u, v) ≤ d (u, w) + d (w, v).

Chứng minh. (a) Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với

|u + v|2 ≤ (|u| + |v|)2 .

Ta có

|u + v|2 = ⟨u + v, u + v⟩
= ⟨u, u⟩ + 2 ⟨u, v⟩ + ⟨v, v⟩
= |u|2 + 2 ⟨u, v⟩ + |v|2

≤ |u|2 + 2 |u| |v| + |v|2 (Bất đẳng thức
Cauchy-Schwarz)

= (|u| + |v|)2.

(b) Ta có

d (u, v) = |u − v| = |(u − w) + (w − v)|
≤ |u − w| + |w − v| = d (u, w) + d (w, v) .

Định nghĩa 7.1.22. Ta nói rằng hai véctơ u, v trong không gian
có tích vô hướng V là vuông góc với nhau, ký hiệu u ⊥ v, nếu
⟨u, v⟩ = 0.

Nếu hai véctơ u, v khác không thì tồn tại góc ∠ (u, v) giữa chúng và khi
đó

u ⊥ v ⇔ ∠ (u, v) = π

2 .

Trong trường hợp u = 0 hoặc v = 0, ta luôn có ⟨u, v⟩ = 0, suy ra u ⊥ v.
Tuy nhiên, lúc này, ta không định nghĩa góc giữa u và v.

Ví dụ 7.1.23. Trong không gian véctơ R2, cho hai véctơ

u = (1, 1) , v = (1, −1) .
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Chứng minh các khẳng định sau.

(a) u vuông góc với v đối với tích vô hướng Euclid.
(b) u không vuông góc với v đối với tích vô hướng Euclid có trọng

với dãy trọng số 3, 2.

Giải. (a) Sử dụng tích vô hướng Euclid, ta có

u · v = (1, 1) · (1, −1) = (1) (1) + (1) (−1) = 0.

Suy ra, u vuông góc với v.

(b) Sử dụng tích vô hướng Euclid có trọng với dãy trọng số 3, 2, ta có

⟨u, v⟩ = ⟨(1, 1) , (1, −1)⟩ = 3 (1) (1) + 2 (1) (−1) = 1 ̸= 0.

Do đó, u không vuông góc với v.

Ví dụ 7.1.24. Trong không gian véctơ M2×2 trang bị tích vô hướng
chính tắc, hai ma trận

A =
[

1 0
1 1

]
, B =

[
0 2
0 0

]

vuông góc với nhau vì

⟨A, B⟩ = 1 · 0 + 0 · 2 + 1 · 1 + 1 · 0 = 0.

Ví dụ 7.1.25. Trong không gian véctơ P2 trang bị tích vô hướng
tích phân

⟨p, q⟩ =
ˆ 1

−1
p (x) q (x) dx,

hai đa thức p = x và q = x2 vuông góc với nhau vì

⟨p, q⟩ =
ˆ 1

−1
xx2dx =

ˆ 1

−1
x3dx =

[
x4

4

]1

−1
= 0.



312 CHƯƠNG 7. KHÔNG GIAN CÓ TÍCH VÔ HƯỚNG

Định lý 7.1.26 (Định lý Pythagoras tổng quát). Cho u và v là hai
véctơ vuông góc với nhau trong một không gian có tích vô hướng V .
Khi đó

|u + v|2 = |u|2 + |v|2 .

Chứng minh. Vì u ⊥ v nên ⟨u, v⟩ = 0. Do đó

|u + v|2 = ⟨u + v, u + v⟩
= ⟨u, u⟩ + 2 ⟨u, v⟩ + ⟨v, v⟩
= |u|2 + |v|2 .

Bài tập

7.13 [hint] Cho không gian véctơ P4 trang bị tích vô hướng chính tắc.
Tính cos của góc giữa hai đa thức

p = 1 + 4x + 2x2 + 3x3, q = −1 + 2x + 3x3.

7.14 [hint] Trong không gian véctơ R3, cho hai véctơ

u = (1, −2, 3), v = (−3, 1, 2).

(a) Hai véctơ u và v có vuông góc với nhau đối với tích vô hướng
chính tắc của R3 hay không?

(b) Tìm số thực dương a để hai véctơ u và v vuông góc với nhau
đối với tích vô hướng Euclid có trọng số

⟨(x1, x2, x3) , (y1, y2, y3)⟩ = ax1y1 + 2x2y2 + x3y3.

7.15 [hint] Cho không gian véctơ P∞ trang bị tích vô hướng

⟨p(x), q(x)⟩ =
1ˆ

−1

p(x)q(x) dx.
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(a) Chứng minh rằng hai đa thức x và x2 vuông góc với nhau.
(b) Tìm điều kiện cần và đủ cho các số tự nhiên m, n để hai đa

thức xm và xn vuông góc với nhau.

7.16 [hint] Tính cos của góc giữa hai véctơ

u = (1, 4, 8), v = (0, 1, −3)

(a) đối với tích vô hướng chính tắc của R3,
(b) đối với tích vô hướng của R3 sinh ra từ ma trận khả nghịch

A =

 1 0 0
0 2 1
0 1 1

.

7.17 [hint] Trong không gian véctơ P2, tính cos của góc giữa hai đa thức

p(x) = 2 + 5x − x2, q(x) = 1 − 4x − 2x2

(a) đối với tích vô hướng chính tắc,
(b) đối với tích vô hướng tính giá trị tại các điểm −1, 0, 1.

Phần bù trực giao

Định nghĩa 7.1.27. Cho V là một không gian có tích vô hướng và
W là một không gian con của V . Phần bù trực giao của W , ký
hiệu W ⊥, là tập hợp con của V bao gồm các véctơ vuông góc với
W :

W ⊥ = {v ∈ V : v ⊥ W} .

Mê.nh đề 7.1.28. Cho W là một không gian con của một không
gian có tích vô hướng V . Khi đó

(a) Phần bù trực giao W ⊥ là một không gian con của V .
(b) W ∩ W ⊥ = 0.

Mê.nh đề 7.1.29. Cho W là một không gian con của một không
gian có tích vô hướng V . Khi đó, phần bù trực giao của W ⊥ chính
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là W : (
W ⊥

)⊥
= W.

Nhận xét rằng nếu w1, w2, . . . , wp là một hệ sinh của W thì một véctơ
v ∈ V thuộc vào W ⊥ khi và chỉ khi v vuông góc với tất cả các véctơ
wi, i = 1, 2, . . . , p. Nói cách khác, phần bù trực giao W ⊥ là nghiệm của hệ
phương trình

⟨v, w1⟩ = 0
⟨v, w2⟩ = 0

...
...

⟨v, wp⟩ = 0
với v ∈ V . Trong các bài tập thực hành bên dưới, hệ phương trình này sẽ
được biến đổi tương đương thành một hệ phương trình tuyến tính thuần
nhất. Do đó, bằng cách giải hệ này, ta có thể xác định được số chiều và
một cơ sở cho W ⊥.

Ví dụ 7.1.30. Cho không gian véctơ R4 trang bị tích vô hướng chính
tắc. Tìm số chiều và một cơ sở cho phần bù trực giao của không
gian con của R4 sinh bởi hệ véctơ

v1 = (1, 2, 4, 5), v2 = (2, 0, 1, 3), v3 = (−1, 2, 3, 2).

Giải. Phần bù trực giao của không gian con L (v1, v2, v3) của R4 là không
gian nghiệm của hệ phương trình

⟨x, v1⟩ = 0, ⟨x, v2⟩ = 0, ⟨x, v3⟩ = 0.

Hệ phương trình này tương đương với hệ phương trình tuyến tính có ma
trận hệ số mở rộng là  1 2 4 5 0

2 0 1 3 0
−1 2 3 2 0

 .

Khử Gauss ma trận này, ta nhận được ma trận bậc thang 1 2 4 5 0
0 4 7 7 0
0 0 0 0 0

 .

Do đó
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x ∈ L (v1, v2, v3)⊥ ⇔ x = (−2t − 6s, −7t − 7s, 4t, 4s)
⇔ x = t (−2, −7, 4, 0) + s (−6, −7, 0, 4).

Vậy phần bù trực giao cần tìm là một không gian véc tơ con 2 chiều của
R4 với một cơ sở là hệ véc tơ

(−2, −7, 4, 0) , (−6, −7, 0, 4) .

Bài tập

7.18 [hint] Trong không gian véctơ M2×3 trang bị tích vô hướng chính
tắc, tìm số chiều và một cơ sở cho phần bù trực giao của không gian
con sinh bởi hệ ma trận

A1 =
[

1 −2 2
3 0 0

]
, A2 =

[
2 −5 4
6 −2 −3

]
,

A3 =
[

0 5 0
0 10 15

]
, A4 =

[
2 0 4
6 8 18

]
.

Bài tập tổng hợp

7.19 [hint] Trong không gian véctơ R3,chứng minh rằng ánh xạ

⟨(x1, x2, x3), (y1, y2, y3)⟩ = x1y1 + x2y2 − x3y3

từ R3 × R3 đến R không là một tích vô hướng.

7.20 [hint] Chứng minh rằng định nghĩa sau không là một tích vô hướng
nên không gian véctơ R2 :

⟨(x1, x2), (y1, y2)⟩ = x2
1y2

1 + x2
2y2

2.

7.21 [hint] Tìm các số thực λ sao cho ánh xạ cho tương ứng mỗi cặp véc
tơ u = (x1, x2) và v = (y1, y2) với

⟨u, v⟩ = x1y1 − x1y2 − x2y1 + λx2y2

là một tích vô hướng trên R2.
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7.22 [hint] Cho không gian véctơ C[0, 1] các hàm liên tục f : [0, 1] →
R,trang bị tích vô hướng

⟨f(x), g(x)⟩ =
ˆ 1

−1
f(x)g(x)dx.

(a) Tính ⟨sin 2πx, cos 2πx⟩
(b) ⟨1 + x2, ex⟩.

7.23 [hint] Tính cos của góc giữa hai ma trận

A =

 1 2
3 4
5 6

 , B =

 1 0
−1 2

0 5


đối với tích vô hướng chính tắc trên M3×2

7.24 [hint] Cho V là một không gian véctơ thực trang bị một tích vô
hướng. Cho u, v ∈ V. Chứng minh công thức hình bình hành

|u + v|2 + |u − v|2 = 2
(
|u|2 + |v|2

)
.

7.25 [hint] Trong một không gian véctơ trang bị tích vô hướng, chứng
minh rằng

4⟨u, v⟩ = |u + v|2 − |u − v|2.

Đẳng thức này cho thấy rằng ta có thể tính tích vô hướng của hai
véc tơ theo độ dài của véc tơ.
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7.26 [hint] Trong không gian véc tơ R4 trang bị tích vô hướng chính tắc,
tìm k sao cho hai véc tơ

u = (1, 3, k, 2) , v = (3, −5, 7, k)

vuông góc với nhau.

7.27 [hint] Trong không gian véc tơ R4 với tích vô hướng Euclid, tìm số
chiều và một cơ sở cho L (v)⊥ với

v = (1, 3, 2, 1) .

7.28 [hint] Trong một không gian có tích vô hướng, giả sử hai véc tơ u và
v thỏa mãn

|⟨u, v⟩| = |u| |v| .

Chứng minh rằng hệ vé tơ u, v phụ thuộc tuyến tính.

7.29 [hint] Trong không gian véc tơ M2×2, trang bị tích vô hướng chính
tắc, tìm một cơ sở cho phần bù trực giao của L(A, B)⊥ với

A =
[

1 4
−2 3

]
, B =

[
3 8

−5 6

]
.

7.30 [hint] Trong không gian véc tơ P2 với tích vô hướng kiểu tích phân

⟨p, q⟩ =
ˆ 1

0
p (x) q (x) dx,

tìm một cơ sở cho phần bù trực giao của không gian véc tơ con sinh
ra từ đa thức 2 + x.
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7.2 Trực giao hóa Gram-Schmidt; Phân tích QR

Trực chuẩn hóa Gram-Schmidt là quá trình chính tắc để biến đổi một hệ
véctơ thành một hệ véctơ trực chuẩn.

Hệ trực véctơ trực giao và hệ véctơ trực chuẩn

Định nghĩa 7.2.1. Trong một không gian véctơ có tích vô hướng,
một hệ véctơ v1, v2, . . . , vr được gọi là

� một hệ trực giao nếu vi ⊥ vj với mọi i ̸= j,

� một hệ trực chuẩn nếu nó là một hệ trực giao vào |vi| = 1
với mọi i.

Ví dụ 7.2.2. Trong không gian véctơ Euclid R3 hệ véctơ

v1 = (0, 1, 0) , v2 = (1, 0, 1) , v3 = (1, 0, −1)

là một hệ trực giao vì

v1 · v2 = v1 · v3 = v2 · v3 = 0.

Hệ véctơ trực giao này không phải là một hệ trực chuẩn vì |v2| =√
2 ̸= 1.

Véctơ đơn vị cùng hướng với một véctơ v ̸= 0 là

u = 1
|v|

v.

Thật vậy, ta có
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|u| =
∣∣∣∣ 1
|v|

v

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 1
|v|

∣∣∣∣ |v| = 1
|v|

|v| = 1.

Ta nói rằng véctơ v ̸= 0 được chuẩn hóa thành véctơ đơn vị u = 1
|v|v. Một

cách tổng quát, ta có thể chuẩn hóa một hệ véctơ trực giao để có được
một hệ véctơ trực chuẩn.

Chuẩn hóa hệ véctơ trực giao

Chuẩn hóa hệ véctơ trực giao v1, v2, . . . , vr để thu được một hệ véc
tơ trực chuẩn gồm có 2 bước:

1. Loại bỏ các véctơ không khỏi hệ véctơ.
2. Chuẩn hóa các véctơ khác không.

Ví dụ 7.2.3. Chuẩn hóa hệ véctơ trực giao

v1 = (0, 1, 0) , v2 = (1, 0, 1) , v3 = (1, 0, −1)

trong ví dụ trên.

Giải. Các véctơ trong hệ trực giao v1, v2, v3 đều khác không. Độ dài của
các véctơ trong hệ lần lượt là

|v1| = 1, |v2| =
√

2, |v3| =
√

2.

Chuẩn hóa hệ véctơ v1, v2, v3 ta được

u1 = v1
|v1|

= (0, 1, 0) , u2 = v2
|v2|

=
( 1√

2
, 0,

1√
2

)
,

và
u3 = v3

|v3|
=
( 1√

2
, 0, − 1√

2

)
.

Mê.nh đề 7.2.4. Trong một không gian có tích vô hướng, mọi hệ
véctơ trực giao gồm các véctơ khác không là một hệ độc lập tuyến
tính.
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Chứng minh. Cho v1, v2, . . . , vn là một hệ véctơ trực giao trong một
không gian có tích vô hướng trong đó vi ̸= 0 với mọi i. Hệ véctơ này
độc lập tuyến tính khi và chỉ khi phương trình véctơ

x1v1 + x2v2 + · · · + xnvn = 0 (2)

chỉ có nghiệm tầm thường.

Với mỗi i = 1, 2, . . . , n cố định, lấy tích vô hướng của cả hai vế của phương
trình (2) với véctơ vi ta được

⟨x1v1 + x2v2 + · · · + xnvn, vi⟩ = ⟨0, vi⟩

Suy ra
x1 ⟨v1, vi⟩ + x2 ⟨v2, vi⟩ + · · · + xn ⟨vn, vi⟩ = 0.

Vì hệ véctơ v1, v2, . . . , vn là trực giao nên ⟨vj , vi⟩ = 0 với mọi j ̸= i. Do đó,
phương trình trên trở thành

xi ⟨vi, vi⟩ = 0.

Vì vi ̸= 0 nên ⟨vi, vi⟩ ̸= 0. Do đó, phương trình trên kéo theo xi = 0.
Vậy phương trình véctơ (2) chỉ có nghiệm tầm thường, tức là hệ véctơ
v1, v2, . . . , vn là mộ thệ độc lập tuyến tính.

Định nghĩa 7.2.5. Trong một không gian có tích vô hướng, một cơ
sở được gọi là

� cơ sở trực giao nếu cơ sở này là một hệ véctơ trực giao,

� cơ sở trực chuẩn nếu cơ sở này là một hệ véctơ trực chuẩn.

Ví dụ 7.2.6. Trong không gian véctơ Rn, cơ sở chính tắc

e1 = (1, 0, 0, ..., 0) , e2 = (0, 1, 0, ..., 0) , . . . , en = (0, 0, 0, ..., 1)

là một cơ sở trực chuẩn đối với tích vô hướng Euclid.

Ví dụ 7.2.7. Trong không gian véctơ Pn, cơ sở chính tắc

1, x, x2, . . . , xn

là một cơ sở trực chuẩn đối với tích vô hướng chính tắc.
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Nhắc lại rằng tích vô hướng chính tắc của hai đa thức

p = a0 + a1x + ... + anxn, q = b0 + b1x + ... + bnxn

là
⟨p, q⟩ = a0b0 + a1b1 + · · · + anbn.

Ví dụ 7.2.8. Hệ véctơ

u1 = (0, 1, 0) , u2 =
( 1√

2
, 0,

1√
2

)
, u3 =

( 1√
2

, 0, − 1√
2

)
là một cơ sở trực chuẩn của không gian véctơ Euclid R3.

Giải. Hệ véctơ u1, u2, u3 là một hệ trực chuẩn đã được chứng minh trong
ví dụ 7.2.3. Hệ véctơ này không có véctơ không, do đó, nó là một hệ véctơ
độc lập tuyến tính.
Vì số phần tử của hệ véctơ bằng đúng số chiều của R3 nên nó là một cơ
sở, và do đó, một cơ sở trực chuẩn của không gian véctơ Euclid R3.

Bài tập

7.31 [hint] Trong không gian véc tơ Euclid R4, cho hệ véc tơ

v1 = (1, 1, 1, 1) , v2 = (−2, −1, a, 2) , v3 = (b, −17, −13, c) .

1. Tìm các số thực a, b, c sao cho hệ véc tơ là một hệ trực giao
trong không gian véc tơ Euclid R4.

2. Tìm một véc tơ v4 sao cho hệ véc tơ v1, v2, v3, v4 là một cơ sở
trực giao của R4.

7.32 [hint] Cho B = (u1, u2, . . . , ur) là một hệ trực giao trong một không
gian véc tơ có tích vô hướng V . Chứng minh rằng

|u1 + u2 + · · · + ur|2 = |u1|2 + |u2|2 + · · · + |ur|2 .

Tọa độ đối với cơ sở trực chuẩn

Thông thường, để xác định véctơ tọa độ của một véctơ u đối với một cơ
sở v1, v2, . . . , vn là phải biến đổi phương trình véctơ

x1v1 + x2v2 + · · · + xnvn = u
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thành một hệ phương trình tuyến tính bao gồm n phương trình đối với n
ẩn x1, x2, . . . , xn rồi tiến hành giải hệ phương trình tuyến tính này. Tình
huống trở nên đơn giản hơn nhiều nếu cơ sở đã cho là một cơ sở trực giao
hoặc một cơ sở trực chuẩn trong một không gian véctơ có tích vô hướng.

Định lý 7.2.9. Cho v1, v2, . . . , vn là một cơ sở trực giao của một
không gian véctơ có tích vô hướng V . Biểu thị tuyến tính của một
véctơ u ∈ V trong cơ sở v1, v2, . . . , vn là

u = ⟨u, v1⟩
|v1|2

v1 + ⟨u, v2⟩
|v2|2

v2 + · · · + ⟨u, vn⟩
|vn|2

vn.

Hơn nữa, nếu v1, v2, . . . , vn là một cơ sở trực chuẩn thì

u = ⟨u, v1⟩ v1 + ⟨u, v2⟩ v2 + · · · + ⟨u, vn⟩ vn.

Chứng minh. Vì hệ v1, v2, . . . , vn nên phương trình véctơ

u = x1v1 + x2v2 + · · · + xnvn (3)

có nghiệm duy nhất. Với mỗi i = 1, 2, . . . , n, lấy tích vô hướng của cả hai
vế của phương trình (3) với véctơ vi ta được

⟨x1v1 + x2v2 + · · · + xnvn, vi⟩ = ⟨u, vi⟩

Suy ra
x1 ⟨v1, vi⟩ + x2 ⟨v2, vi⟩ + · · · + xn ⟨vn, vi⟩ = ⟨u, vi⟩ .

Vì hệ véctơ v1, v2, . . . , vn là trực giao nên ⟨vj , vi⟩ = 0 với mọi j ̸= i. Do đó,
phương trình trên trở thành

xi ⟨vi, vi⟩ = ⟨u, vi⟩ .

Suy ra xi = ⟨u,vi⟩
|vi|2

. Vậy, véctơ u có biểu thị tuyến tính

u = ⟨u, v1⟩
|v1|2

v1 + ⟨u, v2⟩
|v2|2

v2 + · · · + ⟨u, vn⟩
|vn|2

vn.

Trong trường hợp hệ véctơ v1, v2, . . . , vn là một cơ sở trực chuẩn thì các
véctơ vi có độ dài bằng 1, |vi| = 1 với mọi i. Khi đó, biểu thị tuyến tính
trên trở thành

u = ⟨u, v1⟩ v1 + ⟨u, v2⟩ v2 + · · · + ⟨u, vn⟩ vn.
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Định lý 7.2.10. Cho B = (v1, v2, . . . , vn) là một cơ sở trực giao của
một không gian véctơ có tích vô hướng V . Véctơ tọa độ của một
véctơ u ∈ V trong cơ sở B là

[u]B =
(

⟨u, v1⟩
|v1|2

,
⟨u, v2⟩
|v2|2

, ...,
⟨u, vn⟩
|vn|2

)
.

Hơn nữa, nếu B là một cơ sở trực chuẩn thì

[u]B =
(

⟨u, v1⟩ , ⟨u, v2⟩ , ..., ⟨u, vn⟩
)

.

Ví dụ 7.2.11. Trong không gian véctơ Euclid R3, cho hệ véctơ B =
(v1, v2, v3) với

v1 = (0, 1, 0) , v2 =
(

−4
5 , 0,

3
5

)
, v3 =

(3
5 , 0,

4
5

)
.

(a) Chứng minh rằng B là một cơ sở trực chuẩn của R3.
(b) Tìm véctơ tọa độ của véctơ u = (1, 1, 1) trong cơ sở B.

Giải. (a) Từ biểu thức tọa độ của v1, v2, v3, ta có

⟨v1, v2⟩ = ⟨v1, v3⟩ = ⟨v2, v3⟩ = 0

và
|v1| = |v2| = |v3| = 1.

Do đó, hệ véctơ B là một hệ véctơ trực chuẩn. Vì số phần tử của hệ véctơ
này bằng đúng số chiều của R3 nên B là một cơ sở của R3.

(b) Vì B là một cơ sở trực chuẩn của R3 nên véctơ tọa độ của u đối với B
là

[u]B = (⟨u, v1⟩ , ⟨u, v2⟩ , ⟨u, v3⟩) .

Ta có
⟨u, v1⟩ = 1, ⟨u, v2⟩ = −1

5 , ⟨u, v3⟩ = 7
5 .

Vậy
[u]B =

(
1, −1

5 ,
7
5

)
.
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Ví dụ 7.2.12. Trong không gian véctơ Euclid R3cho véctơ u =
(1, 2, 4) và hệ véctơ B = (w1, w2, w3) với

w1 = (0, 2, 0) , w2 = (3, 0, 3) , w3 = (−4, 0, 4) .

(a) Chứng minh rằng hệ véctơ B là một cơ sở trực giao của R3.
(b) Tìm biểu thị tuyến tính của véctơ u trong cơ sở trực giao B.
(c) Tìm biểu thị tuyến tính của véctơ u trong cơ sở trực chuẩn thu

được bằng cách chuẩn hóa cơ sở trực giao B.

Giải. (a) Từ công thức tọa độ của các véctơ w1, w2, w3, ta có

⟨w1, w2⟩ = ⟨w1, w3⟩ = ⟨w2, w3⟩ = 0.

Do đó, hệ véctơ B là một hệ trực giao. Vì hệ trực giao B không chứa véctơ
không nên nó là một hệ độc lập tuyến tính. Hơn nữa, số phần tử của B
bằng đúng số chiều của R3. Đo dó, B là một cơ sở trực giao của R3.

(b) Biểu thị tuyến tính của véctơ u trong cơ sở trực giao B là

u = ⟨u, w1⟩
|w1|2

w1 + ⟨u, w2⟩
|w2|2

w2 + ⟨u, w3⟩
|w3|2

w3.

Ta có
|w1|2 = 4, |w2|2 = 18, |w3|2 = 32

và
⟨u, w1⟩ = 4, ⟨u, w2⟩ = 16, ⟨u, w3⟩ = 12.

Do đó, biểu thị tuyến tính của u trong cơ sở B là

u = w1 + 8
9w2 + 3

8w3.

(c) Chuẩn hóa cơ sở trực giao B ta thu được cơ sở trực chuẩn C = (v1, v2, v3)
với

v1 = w1
|w1|

= (0, 1, 0) , v2 = w2
|w2|

=
( 1√

2
, 0,

1√
2

)
,

v3 = w3
|w3|

=
(

− 1√
2

, 0,
1√
2

)
.

Biểu thị tuyến tính của véctơ u trong cơ sở trực chuẩn C là

u = ⟨u, v1⟩ v1 + ⟨u, v2⟩ v2 + ⟨u, v3⟩ v3.
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Ta có
⟨u, v1⟩ = 2, ⟨u, v2⟩ = 5√

2
, ⟨u, v3⟩ = 3√

2
.

Do đó, biểu thị tuyến tính của u trong cơ sở trực chuẩn C nhận được bằng
cách chuẩn hóa cơ sở trực giao B là

u = 2v1 + 5√
2

v2 + 3√
2

v3.

Bài tập

7.33 [hint] Trong không gian véc tơ Euclid R4, xét hệ véc tơ B = (u1, u2, u3, u4)
với

u1 = (1, 0, 1, −1) , u2 = (1, 1, 2, 3) ,

u3 = (1, −9, 1, 2) , u4 = (16, 1, −13, 3) .

(a) Chứng minh rằng hệ véc tơ B là một cơ sở trực giao của R4.
(b) Tìm véc tơ tọa độ của một véc tơ bất kỳ v = (a, b, c, d) của R4

trong cơ sở B.

7.34 [hint] Cho V là một không gian véc tơ có tích vô hướng và B =
(e1, e2, . . . , en) là một cơ sở trực chuẩn của V . Cho u, v ∈ V .

(a) Chứng minh rằng ⟨u, v⟩ = [u]B · [v]B.
(b) Chứng minh rằng

⟨u, v⟩ = ⟨u, e1⟩ ⟨v, e1⟩ + ⟨u, e2⟩ ⟨v, e2⟩ + · · · + ⟨u, en⟩ ⟨v, en⟩ .

Khẳng định (a) cho thấy rằng tất cả các tích vô hướng trên một
không gian véc tơ V đều là tích vô hướng sinh ra từ một cơ sở nào
đó của V .

Phép chiếu vuông góc

Phép chiếu vuông góc lên một không gian con là một phép biến đổi hình
học quan trọng.

Nhắc lại rằng phần bù trực giao của một không gian con W trong một
không gian véctơ có tích vô hướng V là

W ⊥ = {v ∈ V : v ⊥ W} .
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Định lý 7.2.13. Cho W là một không gian véctơ con hữu hạn chiều
của một không gian véctơ có tích vô hướng V . Khi đó, mọi véctơ
u ∈ V có phân tích duy nhất

u = w1 + w2 (4)

với w1 ∈ W và w2 ∈ W ⊥.

Trong phân tích (4):

� véctơ w1 được gọi là hình chiếu vuông góc của u trên W , ký hiệu
projW (u).

� véctơ w2 được gọi là thành phần vuông góc của u đối với W . Vì
véctơ w2 này chính là hình chiếu vuông góc của v trên phần bù trực
giao W ⊥ nên w2 = projW ⊥ (u).

Phân tích (4) được viết lại là

u = projW (u) + projW ⊥ (u) .

Kết quả sau cho ta cách tìm hình chiếu vuông góc.

Định lý 7.2.14. Cho W là một không gian véctơ con hữu hạn chiều
của một không gian có tích vô hướng V . Giả sử B = (v1, v2, . . . , vr)
là một cơ sở trực giao của W . Khi đó, hình chiếu vuông góc của
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một véctơ u ∈ V trên W là

projW (u) = ⟨u, v1⟩
|v1|2

v1 + ⟨u, v2⟩
|v2|2

v2 + · · · + ⟨u, vr⟩
|vr|2

vr.

Hơn nữa, nếu B là một cơ sở trực chuẩn của W thì

projW (u) = ⟨u, v1⟩ v1 + ⟨u, v2⟩ v2 + ... + ⟨u, vr⟩ vr.

Chứng minh. Ta có

u = projW (u) + projW ⊥ (u) .

Vì projW (u) ∈ W và B là một cơ sở trực giao của W nên

projW (u) = ⟨projW (u) , v1⟩
|v1|2

v1 + ⟨projW (u) , v2⟩
|v2|2

v2 + · · ·

+ ⟨projW (u) , vr⟩
|vr|2

vr. (5)

Vì projW ⊥ (u) ⊥ W nên với mọi i = 1, 2, . . . , r, ta có

⟨u, vi⟩ = ⟨projW (u) + projW ⊥ (u) , vi⟩
= ⟨projW (u) , vi⟩ + ⟨projW ⊥ (u) , vi⟩ = ⟨projW (u) , vi⟩ .

Do đó, phương trình (5) trở thành

projW (u) = ⟨u, v1⟩
|v1|2

v1 + ⟨u, v2⟩
|v2|2

v2 + · · · + ⟨u, vr⟩
|vr|2

vr.

Nếu B là một cơ sở trực chuẩn thì |vi| = 1 với mọi i. Khi đó, phương trình
trên tương đương với
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projW (u) = ⟨u, v1⟩ v1 + ⟨u, v2⟩ v2 + ... + ⟨u, vr⟩ vr.

Ví dụ 7.2.15. Trong không gian véctơ Euclid R3, cho hệ véctơ

v1 = (0, 1, 0) , v2 = (−4, 0, 3) .

(a) Tìm hình chiếu vuông góc của véctơ u = (1, 1, 1) trên không
gian con W = L(v1, v2) của R3.

(b) Tìm thành phần vuông góc của véctơ u đối với W .

Giải. Vì hệ véctơ B = (v1, v2) độc lập tuyến tính nên B là một cơ sở của
W . Cơ sở B là trực giao vì ⟨v1, v2⟩ = 0.

Do đó, hình chiếu vuông góc của u trên không gian con W là

projW (u) = ⟨u, v1⟩
|v1|2

v1 + ⟨u, v2⟩
|v2|2

v2.

Ta có
|v1|2 = 1, |v2|2 = 25, ⟨u, v1⟩ = 1, ⟨u, v2⟩ = −1.

Do đó

projW (u) = 1
1 (0, 1, 0) + −1

25 (−4, 0, 3) =
( 4

25 , 1, − 3
25

)
.

Thành phân vuông góc của u đối với W là

projW ⊥ (u) = u − projW (u)

= (1, 1, 1) −
( 4

25 , 1, − 3
25

)
=
(21

25 , 0,
28
25

)
.

Để tính hình chiếu vuông góc trên không gian con W theo định lý 7.2.14,
ta cần một cơ sở trực giao của W . Phần tiếp theo trình bày kỹ thuật biến
đổi một cơ sở bất kỳ của W thành một cơ sở trực giao của nó.
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Bài tập

7.35 [hint] Trong không gian véc tơ Euclid R4, cho các véc tơ

u = (1, −2, 1, −2) , v = (1, 2, 3, 4) .

Tìm hình chiếu vuông góc của u trên L (v).

7.36 [hint] Trong không gian véc tơ Euclid R4, tìm hình chiếu vuông góc
của véc tơ u = (1, −3, −5, 7) trên không gian con sinh ra từ hệ véc
tơ trực giao

v1 = (−1, −1, 0, 2) , v2 = (1, 3, −6, 2) .

Trực chuẩn hóa Gram-Schmidt

Trực chuẩn hóa Gram-Schmidt là quá trình chính tắc để biến đổi một hệ
véctơ thành một hệ véctơ trực chuẩn. Trong nhiều trường hợp, ta chỉ cần
một cơ sở trực giao, và do đó, ta bỏ qua bước chuẩn hóa trong quá trình
trực chuẩn hóa Gram-Schmidt.

Định lý 7.2.16. Cho W là một không gian véctơ con của một không
gian có tích vô hướng V . Gọi u1, u2, . . . , ur là một cơ sở của W .
Với i = 0, 1, 2, . . . , r, gọi Wi = L (u1, u2, . . . , ui) và vi là thành phần
vuông góc của véctơ ui đối với không gian con Wi−1

vi = ui − projWi−1 (ui) .

Khi đó hệ véctơ v1, v2, . . . , vr là một cơ sở trực giao của W . Hơn
nữa, với mọi i = 1, 2, . . . , r, hệ véctơ v1, v2, . . . , vi là một cơ sở trực
giao của Wi.
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Để sử dụng định lý trên một cách hiệu quả, ta cần tính các hình chiếu
vuông góc projWi−1 (ui) của véctơ ui lên không gian con Wi−1. Muốn thế,
sử dụng cơ sở trực giao v1, v2, . . . , vi−1 của Wi−1:

projWi−1 (ui) = ⟨ui, v1⟩
|v1|2

v1 + ⟨ui, v2⟩
|v2|2

v2 + · · · + ⟨ui, vi−1⟩
|vi−1|2

vi−1.

Do đó

vi = ui − ⟨ui, v1⟩
|v1|2

v1 − ⟨ui, v2⟩
|v2|2

v2 − · · · − ⟨ui, vi−1⟩
|vi−1|2

vi−1.

Trực giao hóa Gram-Schmidt

Cho u1, u2, . . . , ur là một cơ sở của một không gian véctơ con W
trong một không gian véctơ có tích vô hướng V . Quá trình trực
giao hóa Gram-Schmidt biến đổi cơ sở này thành một cơ sở trực
giao v1, v2, . . . , vr của W như sau:

� v1 = u1,

� v2 = u2 − ⟨u2,v1⟩
|v1|2 v1

� v3 = u3 − ⟨u3,v1⟩
|v1|2 v1 − ⟨u3,v2⟩

|v2|2 v2

� . . .

� vi = ui − ⟨ui,v1⟩
|v1|2 v1 − ⟨ui,v2⟩

|v2|2 v2 − · · · − ⟨ui,vi−1⟩
|vi−1|2 vi−1.

� . . .

Bằng cách chuẩn hóa cơ sở trực giao v1, v2, . . . , vr của W , ta nhận
được một cơ sở trực chuẩn của W .
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Ta có thể thực hiện quá trình trực giao hóa hoặc trực chuẩn hóa Gram-
Schmidt trên một hệ véctơ bất kỳ u1, u2, . . . , ur. Khi đó, hãy loại bỏ các
véctơ vi bằng không.

Corollary 5. Tồn tại cơ sở trực chuẩn cho mọi không gian véctơ hữu hạn
chiều có tích vô hướng.

Chứng minh. Lấy một cơ sở bất kỳ của không gian véctơ này rồi trực
chuẩn hóa Gram-Schmidt nó, ta nhận được một cơ sở trực chuẩn.

Ví dụ 7.2.17. Trong không gian véctơ Euclid R3, cho hệ véctơ

u1 = (1, 1, 1) , u2 = (0, 1, 1) , u3 = (0, 0, 1) .

Trực giao hóa Gram-Schmidt hệ véctơ u1, u2, u3 để được một hệ
véctơ trực giao, rồi chuẩn hóa hệ véctơ này để được một hệ véctơ
trực chuẩn.

Giải. Trực giao hóa Gram-Schmidt hệ véctơ u1, u2, u3:

� v1 = u1 = (1, 1, 1).

� v2 = u2 − ⟨u2,v1⟩
|v1|2 v1 = (0, 0, 1) − 2

3 (1, 1, 1) = 1
3 (−2, 1, 1).

� v3 = u3 − ⟨u3,v1⟩
|v1|2 v1 − ⟨u3,v2⟩

|v2|2 v2 = (0, 0, 1) − 1
3 (1, 1, 1) − 1

6 (−2, 1, 1) =
1
2 (0, −1, 1) .

Trong khi tính v3, ta đã sử dụng véctơ 3v2 thay cho véctơ v2. Điều này
được phép vì

⟨u3, v2⟩
|v2|2

v2 = ⟨u3, 3v2⟩
|3v2|2

(3v2) .

Việc thay thế véctơ v2 này đã hạn chế phân số trong tính toán trung gian.

Hệ véctơ trực giao nhận được sau quá trình trực giao hóa Gram-Schmidt
là

v1 = (1, 1, 1) , v2 =
(

−2
3 ,

1
3 ,

1
3

)
, v3 =

(
0, −1

2 ,
1
2

)
.

Chuẩn hóa hệ véctơ trực giao này ta nhận được hệ véctơ trực chuẩn

q1 = 1
|v1|v1 = 1√

3 (1, 1, 1) =
(

1√
3 , 1√

3 , 1√
3

)
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q2 = 1
|v2|v2 = 1√

6 (−2, 1, 1) =
(
− 2√

6 , 1√
6 , 1√

6

)
q3 = 1

|v3|v3 = 1√
2(0, −1, 1) =

(
0, − 1√

2 , 1√
2

)
.

Trong khi chuẩn hóa các véctơ v2 và v3, ta đã sử dụng véctơ 3v2 thay thế
cho véctơ v2 và véctơ 2v3 thay thế cho véctơ v3. Điều này được phép vì

1
|v2|

v2 = 1
|3v2|

(3v2) ,
1

|v3|
v3 = 1

|2v3|
(2v3) .

Việc thay thế các véctơ v2 và v3 này làm cho tính toán trung gian đơn
giản hơn.

Ta có thể tiến hành đồng thời trực giao hóa Gram-Schmidt và chuẩn hóa
để thu được hệ véctơ trực chuẩn, thay vì trực giao hóa Gram-Schmidt
trước rồi chuẩn hóa hệ véctơ trực giao thu được.

Trong tính toán trung gian của quá trình trực giao hóa Gram-Schmidt và
chuẩn hóa, ta nên thay thế các véctơ vi bởi kvi với một số k thích hợp.

Ví dụ 7.2.18. Xét không gian véctơ P2 trang bị tích vô hướng tích
phân

⟨p, q⟩ =
ˆ 1

−1
p(x)q(x) dx.

Hãy trực giao hóa Gram-Schmidt cơ sở chính tắc 1, x, x2 của P2.

Giải. Trực giao hóa Gram-Schmidt cơ sở u1 = 1, u2 = x, u3 = x2, ta được

� v1 = u1 = 1,

� v2 = u2 − ⟨u2,v1⟩
|v1|2 v1. Ta có

⟨u2, v1⟩ =
ˆ 1

−1
xdx = 0.

Do đó v2 = x.
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� v3 = u3 − ⟨u3,v1⟩
|v1|2 v1 − ⟨u3,v2⟩

|v2|2 v2. Ta có

⟨u3, v1⟩ =
ˆ 1

−1
x2dx =

[
x3

3

]1

−1
= 2

3

|v1|2 =
ˆ 1

−1
dx = [x]1−1 = 2

⟨u3, v2⟩ =
ˆ 1

−1
x3dx =

[
x4

4

]1

−1
= 0.

Do đó v3 = x2 −
2
3
2 (1) = x2 − 1

3 .

Cơ sở trực giao trong ví dụ trên thường đường nhân với các hằng số một
cách thích hợp để giá trị của chúng bằng 1 tại x = 1. Ta nhận được các
đa thức

1, x,
1
2
(
3x2 − 1

)
.

Các đa thức này được gọi là các đa thức Legendre.

Bài tập

7.37 [hint] Trong không gian véc tơ Euclid R4 cho hệ véc tơ

u1 = (1, 1, 1, 1) , u2 = (2, 2, 3, 5) , u3 = (2, 3, −2, 1) .

(a) Trực giao hóa Gram-Schmidt hệ véc tơ u1, u2, u3.
(b) Trực chuẩn hóa Gram-Schmidt hệ véc tơ u1, u2, u3.

Mở rộng hệ véctơ trực chuẩn thành cơ sở trực chuẩn

Mê.nh đề 7.2.19. Cho V là một không gian véctơ hữu hạn chiều có
tích vô hướng.

(a) Mọi hệ véctơ trực giao độc lập tuyến tính trong V đều có thể
bổ sung véctơ để trở thành một cơ sở trực giao.

(b) Mọi hệ véctơ trực chuẩn trong V đều có thể bổ sung véctơ để
trở thành một cơ sở trực chuẩn.
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Chứng minh. (a) Gọi v1, v2, . . . , vr là một hệ trực giao độc lập tuyến
tính trong V . Đặt W = L (v1, v2, . . . , vr). Khi đó, với mọi cơ sở trực giao
u1, u2, . . . , us của phần bù trực giao W ⊥, hệ véctơ

v1, v2, . . . , vr, u1, u2, . . . , us

là một cơ sở trực giao của V .
(b) Ý này được chứng minh giống hệt như trên. Gọi v1, v2, . . . , vr là một
hệ trực chuẩn trong V . Đặt W = L (v1, v2, . . . , vr). Khi đó, với mọi cơ sở
trực chuẩn u1, u2, . . . , us của phần bù trực giao W ⊥, hệ véctơ

v1, v2, . . . , vr, u1, u2, . . . , us

là một cơ sở trực chuẩn của V .

Ví dụ 7.2.20. Trong không gian véc tơ Euclid R3, cho véc tơ v1 =
(1, 1, 1). Tìm hai véc tơ v2, v3 sao cho hệ véc tơ v1, v2, v3 là một cơ
sở trực giao của R3.

Chứng minh. Tập hợp các véc tơ vuông góc với véc tơ v1 là phần bù trực
giao L (v1)⊥. Hệ véc tơ v2, v3 cần tìm chính là một cơ sở trực giao của
L (v1)⊥. Ta có

x ⊥ v1 ⇔ x1 + x2 + x3 = 0
x = (−t − s, t, s)
x = t (−1, 1, 0) + s (−1, 0, 1).

Do đó, một cơ sở của L (v1)⊥ là hệ véc tơ

u1 = (−1, 1, 0) , u2 = (−1, 0, 1) .

Vì u1 ·u2 = 1 ̸= 0 nên cơ sở u1, u2 của L (v1)⊥ không phải là một cơ sở trực
giao. Để có được một cơ sở trực giao v2, v3, ta trực giao hóa Gram-Schmidt
hệ véc tơ u1, u2:

� v2 = u1 = (−1, 1, 0)

� v3 = u2 − ⟨u2,v2⟩
|v2|2 v2 = (−1, 0, 1) −1

2 (−1, 1, 0) = 1
2 (−1, −1, 2).

Hai véc tơ v2, v3 cần tìm trong ví dụ trên là một cơ sở trực giao bất kỳ
của phần bù trực giao L (v1)⊥ nên nó không duy nhất. Trong các bài tập
bên dưới, ta trình bày các cách khác để tìm các véc tơ này.
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Bài tập

7.38 [hint] Trong không gian véc tơ Euclid R3, cho véc tơ v1 = (1, 1, 1).
Tìm hai véc tơ v2, v3 sao cho hệ véc tơ v1, v2, v3 là một cơ sở trực giao
của R3 bằng cách trực giao hóa Gram-Schmidt hệ sinh v1, e1, e2, e3
của R3 trong đó

e1 = (1, 0, 0) , e2 = (0, 1, 0) , e3 = (0, 0, 1) .

7.39 [hint] Trong không gian véc tơ Euclid R3, cho véc tơ v1 = (1, 1, 1).

1. Chứng minh rằng hệ véc tơ v1, v2, v3 là một cơ sở của R3 với

v2 = (1, 1, 0) , v3 = (1, 0, 0) .

2. Trực giao hóa Gram-Schmidt hệ véc tơ v1, v2, v3 để được một cơ
sở trực giao của R3 chứa véc tơ v1.

Phân tích QR

Quá trình trực chuẩn hóa Gram-Schmidt đã biến đổi một cơ sở u1, u2, . . . , un

thành cơ sở trực chuẩn q1, q2, . . . , qn. Mối liên hệ giữa hai cơ sở này được
lưu trữ trong ma trận chuyển cơ sở R.

Cụ thể hơn, ma trận chuyển cơ sở R từ cơ sở trực chuẩn q1, q2, . . . , qn sang
cơ sở ban đầu u1, u2, . . . , un là một ma trận vuông cỡ n × n với cột thứ j
là véctơ tọa độ của véctơ uj trong cơ sở q1, q2, . . . , qn

uj = r1jq1 + r2jq2 + · · · + rnjqn.

Vì q1, q2, . . . , qn là cơ sở trực chuẩn nên

rij = ⟨uj , qi⟩ .

Ta có

� rij = 0 nếu i > j.

� rii là độ dài của thành phần vuông góc của véctơ ui đối với không
gian con L (q1, q2, . . . , qi−1) = L (u1, u2, . . . , ui−1).

Do đó, R là một ma trận tam giác trên, với các phần tử trên đường chéo
là các số dương.
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Định lý 7.2.21 (Phân tích QR). Cho A là một ma trận cỡ m × n
với các cột độc lập tuyến tính. Khi đó, tồn tại duy nhất phân tích

A = QR

trong đó

� ma trận Q có cỡ m × n, và hệ véctơ cột của nó là một hệ trực
chuẩn

� ma trận R có cỡ n × n là một ma trận tam giác trên, với các
phần tử trên đường chéo là các số dương.

Chứng minh. Gọi u1, u2, . . . , un là hệ véctơ cột của ma trận A. Theo giả
thiết, hệ véctơ u1, u2, . . . , un độc lập tuyến tính trong không gian véctơ
Rm. Trang bị cho Rm tích vô hướng Euclid.

Trực chuẩn hóa Gram-Schmidt cơ sở u1, u2, . . . , un để được cơ sở trực
chuẩn q1, q2, . . . , qn. Ta có

u1 = ⟨u1, q1⟩ q1 + ⟨u1, q2⟩ q2 + · · · + ⟨u1, qn⟩ qn

u2 = ⟨u2, q1⟩ q1 + ⟨u2, q2⟩ q2 + · · · + ⟨u2, qn⟩ qn

...
...

...
...

un = ⟨un, q1⟩ q1 + ⟨un, q2⟩ q2 + · · · + ⟨un, qn⟩ qn.

Suy ra

A =
[
u1 u2 · · · un

]

=
[
q1 q2 · · · qn

]
︸ ︷︷ ︸

Q


⟨u1, q1⟩ ⟨u2, q1⟩ · · · ⟨un, q1⟩
⟨u1, q2⟩ ⟨u2, q2⟩ · · · ⟨un, q2⟩

...
...

...
⟨u1, qn⟩ ⟨u2, qn⟩ · · · ⟨un, qn⟩


︸ ︷︷ ︸

R

.

Ví dụ 7.2.22. Tìm phân tích QR của ma trận

A =

1 0 0
1 1 0
1 1 1

 .
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Chứng minh. Hệ véctơ cột của ma trận A là

u1 =

1
1
1

 , u2 =

0
1
1

 , u3 =

0
0
1

 .

Trực chuẩn hóa Gram-Schmidt hệ véctơ này, ta nhận được cơ sở trực chuẩn
(xem ví dụ 7.2.17)

q1 =


1√
3

1√
3

1√
3

 , q2 =


− 2√

6
1√
6

1√
6

 , q3 =

 0
− 1√

2
1√
2

 .

Ma trận chuyển cơ sở từ cơ sở trực chuẩn q1, q2, q3 sang cơ sở ban đầu
u1, u2, u3 là

R =

⟨u1, q1⟩ ⟨u2, q1⟩ ⟨u3, q1⟩
0 ⟨u2, q2⟩ ⟨u3, q2⟩
0 0 ⟨u3, q3⟩

 =


3√
3

2√
3

1√
3

0 2√
6

1√
6

0 0 1√
2

 .

Do vậy, phân tích QR của ma trận A là

A =

 1 0 0
1 1 0
1 1 1

 .

=


1√
3 − 2√

6 0
1√
3

1√
6 − 1√

2
1√
3

1√
6

1√
2


︸ ︷︷ ︸

Q


3√
3

2√
3

1√
3

0 2√
6

1√
6

0 0 1√
2


︸ ︷︷ ︸

R

Bài tập

Bài tập tổng hợp

7.40 [hint] Trong không gian véc tơ Euclid R4, gọi W là không gian con
sinh ra từ hai véc tơ

u1 = (0, −1, 2, 1) , u2 = (1, 1, 4, 4) .
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1. Tìm một cơ sở trực giao của W ⊥.
2. Tìm một cơ sở trực chuẩn của W ⊥.

7.41 [hint] Trong không gian véc tơ M2×2 với tích vô hướng chính tắc,
cho hệ ma trận B = (A1, A2, A3, A4) với

A1 =
[

1 1
1 1

]
, A2 =

[
1 −1
1 −1

]
, A3 =

[
1 1

−1 −1

]
, A4 =

[
1 −1

−1 1

]
.

1. Chứng minh rằng B là một cơ sở trực giao của M2×2.

2. Viết ma trận A =
[

1 3
−5 6

]
như là một tổ hợp tuyến tính của

hệ ma trận B.
3. Chuẩn hóa B để được một cơ sở trực chuẩn của M2×2.

7.42 [hint] Trong không gian véc tơ M2×2 trang bị tích vô hướng chính
tắc, ký hiệu W là không gian con của các ma trận đối xứng.

1. Tìm một cơ sở trực giao của W .
2. Tìm một cơ sở trực giao của phần bù trực giao W ⊥.

7.43 [hint] Trong không gian véc tơ M2×2 trang bị tích vô hướng chính
tắc, ký hiệu W là không gian con của các ma trận chéo.

1. Tìm một cơ sở trực giao của W .
2. Tìm một cơ sở trực giao của phần bù trực giao W ⊥.

7.44 [hint] Trong không gian véc tơ M2×2 trang bị tích vô hướng chính
tắc, ký hiệu W là không gian con của các ma trận tam giác trên.

1. Tìm một cơ sở trực giao của W .
2. Tìm một cơ sở trực giao của phần bù trực giao W ⊥.

7.45 [hint] Cho V là một không gian véc tơ hữu hạn chiều có tích vô
hướng. Cho U và W là các không gian con của V . Chứng minh rằng

1. (U + W )⊥ = U⊥ ∩ W ⊥.
2. (U ∩ W )⊥ = U⊥ + W ⊥.
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7.3 Ma trận trực giao; Chéo hóa trực giao

Ta đã có điều kiện cần và đủ để một ma trận là chéo hóa được. Mục này
trình bày một kết quả quan trọng của đại số tuyến tính nói rằng tất cả
các ma trận đối xứng với hệ số thực đều chéo hóa được. Kết quả này được
sử dụng trong nhiều ứng dụng một cách cốt yếu.

Ma trận trực giao

Ma trận trực giao là một lớp ma trận quan trọng trong hình học, tương
ứng với các phép biến đổi hình học bảo toàn khoảng cach giữa các véctơ.

Định nghĩa 7.3.1. Một ma trận vuông A cỡ n × n đượ gọi là trực
giao nếu A khả nghịch với nghịch đảo là

A−1 = AT .

Một phép biến đổi ma trận T : Rn → Rn, T (x) = Ax được gọi là
một biến đổi trực giao hoặc một toán tử trực giao nếu A là
một ma trận trực giao.

Từ định nghĩa, ta thấy rằng một ma trận vuông A là trực giao khi và chỉ
khi

AAT = I = AT A.

Thông thường, ta sẽ sử dụng điều kiện này để kiểm tra tính trực giao của
ma trận, vì nó tránh việc phải tìm nghịch đảo của ma trận rồi so sánh nó
với ma trận chuyển vị.

Ví dụ 7.3.2. Ma trận đơn vị In là một ma trận trực giao

I−1
n = In = IT

n .

Một ma trận chéo

D =


d1 0 . . . 0
0 d2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . dn


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là trực giao khi và chỉ khi di = 1 hoặc −1 với mọi i = 1, 2, . . . , n vì

DT D = DD =


d2

1 0 . . . 0
0 d2

2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . d2

n

 .

Ví dụ 7.3.3. Chứng minh rằng ma trận

A =

 3
7

2
7

6
7

−6
7

3
7

2
72

7
6
7 −3

7


là trực giao.

Giải. Ta có

AT A =

 3
7 −6

7
2
72

7
3
7

6
76

7
2
7 −3

7


 3

7
2
7

6
7

−6
7

3
7

2
72

7
6
7 −3

7

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Do đó, A là một ma trận trực giao.

Ví dụ 7.3.4. Trong mặt phẳng Euclid R2, chứng minh rằng

(a) Phép quay tâm tại gốc tọa độ là một phép biến đổi trực giao.
(b) Phép đối xứng trục qua một đường thẳng đi qua gốc tọa độ là

một phép biến đổi trực giao.

Giải. (a) Trong mặt phẳng R2, phép quay tâm tại gốc tọa độ với góc quay
θ là một biến đổi ma trận với ma trận chính tắc là

A =
[

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
.
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Ta có

AT A =
[

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

] [
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
=
[

1 0
0 1

]

Suy ra A là một ma trận trực giao. Vậy phép quay là một phép biến đổi
trực giao.

(b) Trong mặt phẳng R2, phép đối xứng trục qua đường thẳng đi qua gốc
tọa độ với véctơ chỉ phương (cos θ, sin θ) là

A =
[

cos 2θ sin 2θ
sin 2θ − cos 2θ

]
.

Ta có

AT A =
[

cos 2θ sin 2θ
sin 2θ − cos 2θ

] [
cos 2θ sin 2θ
sin 2θ − cos 2θ

]
=
[

1 0
0 1

]
.

Suy ra A là một ma trận trực giao. Vậy phép đối xứng trục là một phép
biến đổi trực giao.

Sau đây là một số tính chất cơ bản của ma trận trực giao.
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Định lý 7.3.5. (a) Ma trận chuyển vị của một ma trận trực giao
cũng là một ma trận trực giao.

(b) Ma trận nghịch đảo của một ma trận trực giao cũng là một
ma trận trực giao.

(c) Tích của các ma trận trực giao cũng là một ma trận trực giao.
(d) Định thức của một ma trận trực giao bằng 1 hoặc −1.

Giải. Cho A và B là các ma trận trực giao cỡ n × n. Ta có

AT A = I = AAT , BT B = I = BBT .

(a) Vì
(
AT
)T

= A nên đẳng thức AT A = I có thể viết lại là

AT
(
AT
)T

= I.

Suy ra, AT là một ma trận trực giao.

(b) Nghịch đảo hai vế của đẳng thức AT A = I và sử dụng đẳng thức(
AT
)−1

=
(
A−1)T , ta được

A−1
(
A−1

)T
= I.

Suy ra, A−1 là một ma trận trực giao.

(c) Ta có

(AB)T (AB) = BT AT AB = BT IB = BT B = I.

Suy ra, ma trận tích AB là một ma trận trực giao.

(d) Lấy định thức hai vế AT A = I, ta được

det
(
AT A

)
= 1.

Suy ra
(det (A))2 = det

(
AT
)

det (A) = det
(
AT A

)
= 1.

Suy ra det (A) = 1 hoặc det (A) = −1.

Kết quả sau cho ta mối liên hệ giữa ma trận trực giao và cơ sở trực chuẩn.
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Định lý 7.3.6. Với một ma trận vuông A cỡ n × n, các khẳng định
sau tương đương với nhau.

(a) A trực giao.
(b) Hệ véctơ cột của A là một cơ sở trực chuẩn của không gian

véctơ Euclid Rn.
(c) Hệ véctơ hàng của A là một cơ sở trực chuẩn của không gian

véctơ Euclid Rn.

Chứng minh. Để chứng minh sự tương đương của hai khẳng định đầu
tiên, ta tính AT A thông qua các hàng của ma trận A.

Ký hiệu hệ véctơ cột của ma trận A là v1, v2, . . . , vn. Khi đó, hệ véctơ hàng
của ma trận chuyển vị AT là vT

1 , vT
2 , . . . , vT

n . Ta có

AT A =


vT

1
vT

2
...

vT
n


[
v1 v2 . . . vn

]
=


vT

1 v1 vT
1 v2 . . . vT

1 vn

vT
2 v1 vT

2 v2 . . . vT
2 vn

...
...

. . .
...

vT
n v1 vT

n v2 . . . vT
n vn

 .

Phần tử ở vị trí (i, j) của tích AT A là

vT
i vj = vi · vj .

Vậy

A trực giao ⇔ AT A = I
⇔ vi · vi = 1 với mọi i và

vi · vj = 0 với mọi i ̸= j
⇔ v1, v2, . . . , vn là một hệ trực chuẩn.

Để chứng minh sự tương đương của khẳng định thứ nhất và thứ ba, ta sử
dụng sự tương đương của hai khẳng định đầu và ma trận chuyển vị.

A trực giao ⇔ AT trực giao
⇔ Hệ véctơ cột của AT là trực chuẩn
⇔ Hệ véctơ hàng của A là trực chuẩn.
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Ví dụ 7.3.7. Tìm tất cả các ma trận trực giao cỡ 2 × 2.

Giải. Cho A =
[
v1 v2

]
là một ma trận cỡ 2 × 2. Theo định lý trên, ma

trận A trực giao khi và chỉ hệ véctơ v1, v2 là một cơ sở trực chuẩn của R2.
Do đó, ta cần xác định tất cả các cơ sở trực chuẩn của R2: |v1| = 1, |v2| =
1, v1 ⊥ v2.

� |v1| = 1 khi và chỉ khiv1 =
[
cos θ
sin θ

]
.

� Khi đó, hệ điều kiện |v2| = 1, v1 ⊥ v2 tương đương với v2 =
[
− sin θ
cos θ

]

hoặc v2 =
[

sin θ
− cos θ

]

Do đó, tất cả các ma trận trực giao cỡ 2 × 2 là

A =
[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
, hoặc A =

[
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

]
.
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Lưu ý rằng phép biến đổi ma trận ứng với ma trận đầu tiên là phép quay,
còn phép biến đổi ma trận ứng với ma trận thứ hai là phép đối xứng
trục.

Tính chất của biến đổi trực giao

Định lý 7.3.8. Với mỗi ma trận trực giao A cỡ n × n, các khẳng
định sau đây tương đương với nhau.

(a) A trực giao.
(b) |Ax| = |x| với mọi véctơ x ∈ Rn.
(c) (Ax) · (Ay) = x · y với mọi véctơ x, y ∈ Rn.

Mê.nh đề 7.3.9. Cho B = (v1, v2, . . . , vn) là một cơ sở trực chuẩn
của một không gian có tích vô hướng V . Cho u, v ∈ V , với các véctơ
tọa độ trong cơ sở B là

[u]B = (a1, a2, . . . , an) , [v]B = (b1, b2, . . . , bn) .

Khi đó

(a) ⟨u, v⟩ = a1b1 + a2b2 + · · · + anbn.

(b) |u| =
√

a2
1 + a2

2 + · · · + a2
n.

(c) d (u, v) =
√

(a1 − b1)2 + (a2 − b2)2 + · · · + (an − bn)2.

Bài tập

7.46 [hint] Tìm ma trận trực giao trong các ma trận sau.
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(a)

 0 0 1
0 1√

2 0
1 1√

2 0

 .

(b)


1√
3 − 2√

6 0
1√
3

1√
6

1√
2

1√
3

1√
6 − 1√

2

 .

(c) 1
3

 1 2 2
2 −2 1

−2 −1 2

 .

(d) 1
6


3 3 3 3
3 −5 1 1
3 1 1 −5
3 1 −5 1

 .

7.47 [hint] Cho A, B là hai ma trận trực giao. Tìm ma trận trực giao
trong các ma trận sau.

(a) 2A

(b) AB

(c) A + B

(d) B−1

(e) AT

(f) −B

(g) B−1AB

7.48 [hint] Tìm a, b để ma trận [
a −b
b a

]

là một ma trận trực giao.

7.49 [hint] Cho ma trận

A =

 3 1 4
−5 7 2

1 1 −1

 .

(a) Hệ véc tơ hàng của A có phải là một hệ trực giao?
(b) Ma trận A có có phải là một ma trận trực giao?
(c) Hệ véc tơ cột của A có phải là một hệ trực giao?
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7.50 [hint] Cho ma trận

A =

 3 1 4
−5 7 2

1 1 −1

 .

Gọi B là ma trận cỡ 3 × 3 có hệ véc tơ hàng là chuẩn hóa của hệ véc
tơ hàng của ma trận A. Chứng minh rằng B là một ma trận trực
giao.

7.51 [hint] Tìm a, b, c để ma trận

A =

 0 1 a
1√
2 0 b

1√
2 0 c

 .

là một ma trận trực giao.

Chéo hóa trực giao

Mục này trình bày về tính chéo hóa được của các ma trận thực đối xứng.
Đây là một kết quả quan trọng, có nhiều ứng dụng.

Nhắc lại rằng một ma trận A là chéo hóa được nếu nó đồng dạng với một
ma trận chéo. Ma trận A đồng dạng với ma trận B có nghĩa là tồn tại
một ma trận khả nghịch P sao cho A = PBP −1. Ta định nghĩa phiên bản
mạnh hơn của khái niệm đồng dạng, khi yêu cầu ma trận P trong đẳng
thức A = PBP −1 phải là một ma trận trực giao.

Định nghĩa 7.3.10. Ma trận A là đồng dạng trực giao với ma
trận B nếu tồn tại một ma trận trực giao P sao cho

A = PBP −1 = PAP T .

Theo định nghĩa, nếu A đồng dạng trực giao với B thì A cũng đồng dạng
với B. Khẳng định ngược lại không đúng.

Tương tự như trường hợp đồng dạng, quan hệ đồng dạng trực giao cũng
là một quan hệ tương đương trong lớp các ma trận vuông, tức là

� Mọi ma trận vuông đều đồng dạng trực giao với chính nó: A đồng
dạng trực giao với A.
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� Nếu A đồng dạng trực giao với B thì B cũng đồng dạng trực giao
với A.

� Nếu A đồng dạng trực giao với B và B đồng dạng trực giao với C
thì A đồng dạng trực giao với C.

Định nghĩa 7.3.11. Ta nói một ma trận vuông A là chéo hóa trực
giao được nếu A đồng dạng với một ma trận chéo, tức là nếu A có
phân tích chéo hóa trực giao

A = PDP −1 = PDP T

trong đó D là một ma trận chéo và P là một ma trận trực giao.

Theo định nghĩa, một ma trận chéo hóa trực giao được thì cũng chéo hóa
được.

Tiêu chuẩn chéo hóa trực giao được

Mê.nh đề 7.3.12. Nếu A chéo hóa trực giao được thì A đối xứng.

Chứng minh. Cho A là một ma trận chéo hóa trực giao được, tức là

A = PDP T

với D là một ma trận chéo và P là một ma trận trực giao. Lấy chuyển vị
cả hai vế, ta được

AT =
(
P T
)T

DT P T = PDP T = A.

Vì AT = A nên A đối xứng.

Định lý 7.3.13. Cho A là một ma trận vuông cỡ n × n. Các khẳng
định sau đây tương đương với nhau.

(a) A chéo hóa trực giao được.
(b) Rn có một cơ sở trực chuẩn gồm toàn véctơ riêng của A.
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Chứng minh. (a) ⇒ (b). Giả sử A chéo hóa trực giao được. Khi đó, A có
phân tích chéo hóa trực giao

A = PDP −1, D =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

 .

Vì P là một ma trận trực giao nên hệ véctơ cột v1, v2, . . . , vn của P là
một cơ sở trực chuẩn của Rn. Mặt khác, các véctơ v1, v2, . . . , vn đều là các
véctơ riêng của A, với Avi = λivi.

Do đó, v1, v2, . . . , vn là một cơ sở trực chuẩn của Rn gồm toàn véctơ riêng
của A.

(b) ⇒ (a) . Giả sử Rn có một cơ sở trực chuẩn v1, v2, . . . , vn gồm toàn véctơ
riêng của A, với Avi = λivi. Khi đó A = PDP −1 với

D =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

 , P =
[
v1 v2 . . . vn

]
.

Vì hệ véctơ v1, v2, . . . , vn là một cơ sở trực chuẩn của Rn nên P là một ma
trận trực giao. Do đó, ma trận A chéo hóa trực giao được.

Định lý 7.3.14. Tất cả các ma trận thực đối xứng đều chéo hóa trực
giao được.

Thuật toán chéo hóa trực giao

Cho A là một ma trận thực đối xứng. Để chéo hóa trực giao A, ta
tiến hành các bước như sau.

1. Tìm các giá trị riêng của A.
2. Tìm một cơ sở cho mỗi không gian con riêng của A.
3. Trực chuẩn hóa Gram-Schmidt cơ sở của mỗi không gian con

riêng để được cơ sở trực chuẩn.
4. Ghép lại các cơ sở trực chuẩn của các không gian con riêng để

được cơ sở trực chuẩn v1, v2, . . . , vn của Rn gồm toàn véctơ riêng
của A với các giá trị riêng tương ứng lần lượt là λ1, λ2, . . . , λn.
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Ta nhận được phân tích chéo hóa trực giao của ma trận A

A = PDP −1

với ma trận chéo D và ma trận trực giao P lần lượt là

D =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

 , P =
[
v1 v2 . . . vn

]
.

Ví dụ 7.3.15. Chéo hóa trực giao ma trận thực đối xứng

A =

 4 2 2
2 4 2
2 2 4

 .

Giải. Tiến hành chéo hóa ma trận A, ta thu được bảng giá trị riêng và
véctơ riêng sau

Giá trị riêng 2 8
Bội đại số 2 1
Bội hình học 2 1

Một cơ sở của
không gian con riêng

u1 =

 −1
1
0

 , u2 =

 −1
0
1

 u3 =

 1
1
1

 .

Trực chuẩn hóa Gram-Schmidt cơ sở u1, u2 của không gian con riêng E2,
ta nhận được cơ sở trực chuẩn

v1 = 1√
2

 −1
1
0

 , v2 = 1√
6

 −1
−1

2

 .

Chuẩn hóa cơ sở u3 của không gian con riêng, ta nhận được cơ sở trực
chuẩn

v3 = 1√
3

 1
1
1

 .
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Do đó, phân tích chéo hóa trực giao của ma trận A là

A = PDP −1

với

P =


− 1√

2 − 1√
6 − 1√

3
1√
2 − 1√

6
1√
3

0 2√
6

1√
3

 , D =

 2 0 0
0 2 0
0 0 8

 .

Bài tập

7.52 [hint] Chéo hóa trực giao các ma trận thực đối xứng

A =

 1 1 1
1 1 1
1 1 1

 .

7.53 [hint] Chéo hóa trực giao ma trận thực đối xứng

A =

 4 −4 −2
−4 4 2
−2 2 1

 .

Phân tích phổ

Cho A là một ma trận thực đối xứng cỡ n × n. Giả sử ma trận A có phân
tích chéo hóa trực giao

A = PDP −1 = PDP T

với ma trận trực giao P và ma trận chéo D lần lượt là

P =
[
u1 u2 . . . un

]
, D =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

 .

Khi đó
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A =
[
u1 u2 . . . un

]


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn




uT
1

uT
2
...

uT
n



=
[
λ1u1 λ2u2 . . . λnun

]


uT
1

uT
2
...

uT
n


= λ1u1uT

1 + λ2u2uT
2 + · · · + λnunuT

n .

Công thức
A = λ1u1uT

1 + λ2u2uT
2 + · · · + λnunuT

n

được gọi là phân tích phổ của ma trận A.

Mê.nh đề 7.3.16. Cho u ∈ Rn là một véctơ đơn vị. Khi đó, ma trận
cỡ n × n

uuT

là ma trận chính tắc của phép chiếu vuông góc lên đường thẳng
L (u).

Chứng minh. Cho x ∈ Rn là một véctơ bất kỳ. Ta cần chứng minh(
uuT

)
x = projL(u) (x) .

Vì véctơ u chính là một cơ sở trực chuẩn của đường thẳng L (u) lên hình
chiếu vuông góc của x trên L (u) là

projL(u) (x) = (u · x) u.

Vậy (
uuT

)
x = u

(
uT x

)
= u

[
u · x

]
= (u · x) u = projL(u) (x) .

Từ phân tích phổ của ma trận A, và mệnh đề trên, ta nhận được kết quả
sau đây.
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Corollary 6. Cho A là một ma trận thực đối xứng cỡ n × n. Giả sử
u1, u2, . . . , un là một cơ sở trực chuẩn của Rn gồm toàn véctơ riêng của A
với các giá trị riêng tương ứng lần lượt là λ1, λ2, . . . , λn. Khi đó

Ax = λ1projL(u1) (x) + λ2projL(u2) (x) + · · · + λnprojL(un) (x) .

Ví dụ 7.3.17. Tìm phân tích phổ của ma trận thực đối xứng

A =
[

1 2
2 −2

]
.

Vẽ hình minh họa tích A

[
1
1

]
sử dụng phân tích phổ của ma trận

A.

Giải. Tiến hành chéo hóa trực giao ma trận A, ta nhận được các thông
tin sau

Giá trị riêng −3 2
Bội đại số 1 1
Bội hình học 1 1

Một cơ sở của
không gian con riêng

v1 =
[

−1
2

]
v2 =

[
2
1

]

Một cơ sở trực chuẩn của
không gian con riêng

u1 = 1√
5

[
−1

2

]
u2 = 1√

5

[
2
1

]

Do đó, phân tích phổ của ma trận A là

A = λ1u1uT
1 + λ2u2uT

2

= (−3)
[ 1√

5
− 2√

5

] [
1√
5 − 2√

5

]
+ (2)

[ 2√
5

1√
5

] [
2√
5

1√
5

]
= (−3)

[
1
3 −2

5
−2

5
4
5

]
︸ ︷︷ ︸

A1

+(2)
[

4
5

2
52

5
1
5

]
︸ ︷︷ ︸

A2

Các ma trận A1 và A2 lần lượt là ma trận chính tắc của phép chiếu vuông
góc lên các đường thẳng L (u1) và L (u2).
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Bài tập

7.54 [hint] Tìm ma trận của phép chiếu trực giao lên không gian con 1
chiều của không gian véc tơ Euclid Rn sinh bởi véc tơ u = (1, 1, . . . , 1).

7.55 [hint] Cho V là một không gian véc tơ con của Rn. Giả sử u1, u2, . . . , um

là một cơ sở trực chuẩn của V . Chứng minh rằng ma trận của phép
chiếu vuông góc lên V là QQT với

Q =
[

u1 u2 . . . um

]
.

7.56 [hint] Tìm ma trận của phép chiếu vuông góc lên không gian con W
của không gian véc tơ Euclid R4 sinh bởi hai véc tơ

u1 = (1, 1, 1, 1) , u2 = (1, 3, −5, 9) .

Bài tập tổng hợp

7.57 [hint] Tìm tất cả ma trận trực giao cỡ 2×2 với phần tử ở vị trí (1, 1)
là 1

2 .

7.58 [hint] Tìm tất cả các ma trận trực giao cỡ 3 × 3 có hai véc tơ cột thứ
nhất và thứ hai lần lượt cùng phương với các véc tơ

u1 = (1, 1, 1) , u2 = (1, −4, 3) .

7.59 [hint] Tìm một ma trận trực giao đối xứng với véc tơ cột thứ nhất
là 1

3 (2, 2, 1) .
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7.60 [hint] Chứng minh rằng các biến đổi trực giao đều bảo toàn góc giữa
các véc tơ khác không. Khẳng định ngược lại có đúng hay không?

7.61 [hint] Tìm tất cả các ma trận trực giao cỡ 3 × 3 với véc tơ cột thứ
ba là (0, 1, 0).

7.62 [hint] Tìm một biến đổi trực giao T từ R3 đến R3 thỏa mãn

T (3, 0, 2) = (0, 2, 3) , T (2, 0, −3) = (−3, 0, 2) .

7.63 [hint] Tìm tất cả các ma trận trực giao A sao cho A là một ma trận
tam giác trên với các phần tử trên đường chéo là các số thực dương.

7.64 [hint] Cho T là phép đối xứng qua đường thẳng L (u) trong không
gian véc tơ Euclid R3 với u = (1, 2, 2).

1. Chéo hóa trực giao biến đổi tuyến tính T .
2. Tìm ma trận A của T trong cơ sở chính tắc.

7.65 [hint] Cho ma trận

A =


0 3 0 0
a 0 3 0
0 a 0 3
0 0 a 0


trong đó a là một hằng số.

1. Tìm một giá trị của a sao cho A chéo hóa được.
2. Tìm một giá trị của a sao cho a không chéo hóa được.

7.66 [hint] Chéo hóa trực giao ma trận

A =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

 .

7.67 [hint] Chéo hóa trực giao ma trận

A =


0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 1 0
...

... . .
. ...

...
0 1 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0

 .
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7.68 [hint] Cho A là một ma trận thực đối xứng cỡ 3 × 3 với ba giá trị
riêng phân biệt là 1, 2 và 3. Có bao nhiêu ma trận trực giao P sao
cho P −1AP là một ma trận chéo?

7.69 [hint] Xét một phân tích QR

A = QR.

Chứng minh rằng R = QT A.

7.70 [hint] Cho A là một ma trận khả nghịch. Chứng minh rằng ma trận
A có phân tích

A = LQ

trong đó L là một ma trận tam giác dưới và Q là một ma trận trực
giao.

7.71 [hint] Cho A là một ma trận đối xứng cỡ n × n. Chứng minh rằng
tồn tại ma trận B sao cho B3 = A.
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7.4 Dạng toàn phương

Định nghĩa dạng toàn phương

Các biểu thức

a1x1 + a2x2 + · · · + anxn (6)

xuất hiện khi ta nghiên cứu về phương trình tuyến tính và hệ phương trình
tuyến tính. Khi cố định các a1, a2, . . . , an, biểu thức (6) được gọi là một
dạng tuyến tính trên Rn.

Định nghĩa 7.4.1. Một dạng toàn phương trên Rn là một biểu
thức có dạng∑

1≤i≤j≤n

cijxixj = c11x2
1 + c12x1x2 + · · · + c1nx1xn

+ c22x2
2 + · · · + c2nx2xn + · · · + cnnx2

n

trong đó cij là các số cố định.
Các số hạng cijxixj với i ̸= j xuất hiện trong dạng toàn phương
được gọi là các số hạng chéo.
Ta nói dạng toàn phương có dạng chính tắc nếu nó không có chứa
số hạng chéo.

Ví dụ 7.4.2. (a) Dạng toàn phương trên R có dạng

a11x2
1.

(b) Dạng toàn phương trên R2 có dạng

c11x2
1 + c12x1x2 + c22x2

2.

(c) Dạng toàn phương trên R3 có dạng

c11x2
1 + c12x1x2 + c13x1x3 + c22x2

2 + c23x2x3 + c33x2
3.
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Ví dụ 7.4.3. Với mọi ma trận A =
[

a11 a12
a21 a22

]
∈ M2×2, biểu thức

xT Ax =
[

x1 x2
] [ a11 a12

a21 a22

] [
x1
x2

]

là một dạng toàn phương.

Giải. Ta có

xT Ax =
[

x1 x2
] [ a11 a12

a21 a22

] [
x1
x2

]

=
[

a11x1 + a21x2 a12x1 + a22x2
] [ x1

x2

]
= (a11x1 + a21x2) x1+(a12x1 + a22x2) x2
= a11x2

1 + (a12 + a21) x1x2 + a22x2
2.

Do đó, biểu thức xT Ax là một dạng toàn phương.

Nhận xét rằng dạng toàn phương xT Ax chỉ phụ thuộc vào a11, a22 và tổng
a12 + a21.

Ví dụ 7.4.4. Với mọi ma trận A = [aij ] cỡ 3 × 3, biểu thức

xT Ax

với x ∈ R3 là một dạng toàn phương.

Giải. Tính toán tương tự như ví dụ trên, ta có

xT Ax

=
[
x1 x2 x3

]  a11 a12 a1n

a21 a22 a23
a31 a32 a33


 x1

x2
x3


=

[
a11x1 + a21x2 + a31x3 a12x1 + a22x2 + a32x3 a13x1 + a23x2 + a33x3

] [ x1
x2
xn

]
= (a11x1 + a21x2 + a31x3) x1+(a12x1 + a22x2 + a32x3) x2

+ (a13x1 + a23x2 + a33x3) x3
= a11x2

1 + (a12 + a21) x1x2 + (a13 + a31) x1x3 + a22x2
2
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+ (a23 + a32) x2x3 + a33x2
3.

Do đó, xT Ax là một dạng toàn phương.

Nhận xét rằng dạng toàn phương xT Ax chỉ phụ thuộc vào a11, a22, a33 và
các tổng a12 + a21, a13 + a31, a23 + a32.

Định nghĩa 7.4.5. Cho A là một ma trận đối xứng cỡ n × n. Với
x ∈ Rn, biểu thức

QA (x) = xT Ax = x · (Ax) = (Ax) · x

được gọi dạng toàn phương liên kết với A.

Ví dụ 7.4.6. Dạng toàn phương liên kết với ma trận chéo
λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 λn


là

λ1x2
1 + λ2x2

2 + · · · + λnx2
n.

Dạng toàn phương này không chứa các số hạng chéo.

Ví dụ 7.4.7. Biểu diễn mỗi dạng toàn phương sau dưới dạng ma
trận xT Ax trong đó A là một ma trận đối xứng.

(a) 2x2
1 + 5x1x2 − 6x2

2.
(b) x2

1 − 7x2
2 − 3x2

3 + 3x1x2 − 2x1x3 + 8x2x3.

Giải. (a) Ta có

2x2
1 + 5x1x2 − 6x2

2 =
[

x1 x2
] [ 2 5

25
2 −6

] [
x1
x2

]
.

Ma trận đối xứng liên kết với dạng toàn phương là
[

2 5
25

2 −6

]
.
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(b) Ta có
x2

1 − 7x2
2 − 3x2

3 + 3x1x2 − 2x1x3 + 8x2x3

=
[
x1 x2 x3

]  1 3
2 −1

3
2 −7 4

−1 4 −3


 x1

x2
x3

 .

Ma trận đối xứng liên kết với dạng toàn phương là

 1 3
2 −1

3
2 −7 4

−1 4 −3

.

Đổi biến của dạng toàn phương

Một phép đổi biến của dạng toàn phương xT Ax trên Rn là một phép thế

x = Py

trong đó P là một ma trận vuông khả nghịch cỡ n × n và y ∈ Rn. Sau đổi
biến, dạng toàn phương trở thành

(Py)T A (Py) = yT
(
P T AP

)
y.

Ma trận đối xứng liên kết với dạng toàn phương mới là P T AP .

Phép đổi biến được gọi là trực giao nếu P là một ma trận trực giao.

Định lý 7.4.8. Tất cả các dạng toàn phương Q (x) của Rn đều có
thể đổi biến trực giao một cách thích hợp để đưa về dạng chính tắc,
tức là dạng không có số hạng chéo.
Cụ thể hơn, nếu A là ma trận đối xứng liên kết với dạng toàn phương
Q và A = PDP T là phân tích chéo hóa trực giao của ma trận trận
A thì sau phép đổi biến x = Py, dạng toàn phương Q (x) trở thành
dạng chính tắc

yT Dy = λ1y2
1 + λ2y2

2 + · · · + λny2
n

trong đó λ1, λ2, . . . , λn là tất cả các giá trị riêng, tính cả bội đại số,
của ma trận A.

Chứng minh. Vì A là ma trận đối xứng liên kết với dạng toàn phương
Q(x) nên

Q (x) = xT Ax.
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Qua phép đổi biến x = Py, dạng toàn phương này trở thành

(Py)T A (Py) = yT
(
P T AP

)
y = yT Dy.

Ta có

yT Dy =
[
y1 y2 · · · yn

]


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn




y1
y2
...

yn


= λ1y2

1 + λ2y2
2 + · · · + λny2

n.

Ví dụ 7.4.9. Tìm một phép đổi biến trực giao biến đổi dạng toàn
phương

Q = x2
1 − x2

3 − 4x1x2 + 4x2x3

về dạng chính tắc và tìm dạng chính tắc này.

Giải. Ma trận đối xứng liên kết với dạng toàn phương Q là

A =

 1 −2 0
−2 0 2

0 2 −1

 .

Tiến thành chéo hóa trực giao ma trận A, ta thu được bảng giá trị riêng
và véctơ riêng

Giá trị riêng 0 −3 3
Bội đại số 1 1 1
Bội hình học 1 1 1

Một cơ sở của
không gian con riêng

 2
1
2


 −1

−2
2


 −2

2
1


Một cơ sở trực chuẩn của
không gian con riêng

1
3

 2
1
2

 1
3

 −1
−2

2

 1
3

 −2
2
1


Do đó, phân tích chéo hóa trực giao của ma trận A là

A = PDP T
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với ma trận trực giao P và ma trận chéo D lần lượt là

P =

 1 −2 0
−2 0 2

0 2 −1

 , D =

 0 0 0
0 −3 0
0 0 3

 .

Một phép đổi biến trực giao cần tìm là x = Py. Sau phép đổi biến này,
dạng toàn phương Q trở thành dạng chính tắc

Q = xT Ax = yT Dy = −3y2
2 + 3y2

3.

Bài tập tổng hợp

Bài tập chương 7

7.72 [hint] Chéo hóa ma trận vuông cỡ n × n

A =


1 0 . . . 0 1
0 1 . . . 1 0
...

...
. . .

...
...

0 1 . . . 1 0
1 0 . . . 0 1

 .

7.73 [hint] Chéo hóa ma trận vuông cỡ n × n

A =


1 1 1 . . . 1
1 0 0 . . . 0
1 0 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

1 0 0 . . . 0

 .

7.74 [hint] Tính thể tích của hình hộp n chiều trong không gian véc
tơ Euclid Rn sinh ra từ hệ n véc tơ đơn vị v1, v2, . . . , vn sao cho
∠ (vi, vj) = θ với mọi i ̸= j trong đó θ là một hằng số.
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Gợi ý Giải bài tập Chương 7

7.4. Tính u′ = Au, v′ = Av. Theo định nghĩa

⟨u, v⟩ = u′ · v′.

7.6. Ta cần phải chứng minh ánh xạ trong định nghĩa không thỏa mãn
một trong các tiên đề nào đó của tích vô hướng. So sánh với tích vô hướng
chính tắc

u · v = x1y1 − x2y2,

ta nghi ngờ tính xác định dương. Do đó, kiểm tra tiên đề này trước.

7.7. Kiểm tra tiên đề đối xứng của tích vô hướng.

7.8. Kiểm tra tiên đề xác định dương của tích vô hướng.

7.9. Để chứng minh ánh xạ đã cho là một tích vô hướng, ta cần phải chỉ
ra nó thỏa mãn tất cả các tiên đề của tích vô hướng.

Một cách làm khác là tìm một ma trận vuông khả nghịch A cỡ 2 × 2 sao
cho ánh xạ đã cho chính là tích vô hướng ma trận tương ứng với ma trận
A. Tuy nhiên, ta chưa có thuật toán để tìm A, và không dễ dàng để tìm
thấy ma trận này.

7.19. Ánh xạ đã cho khong thỏa mãn tiên đề đối xứng.

7.20. Ánh xạ đã cho không thỏa mãn tiên đề thuần nhất.

7.21.

� Với mọi λ, chứng minh rằng ánh xạ đã cho thỏa mãn các tiên đề đối
xứng, cộng tính và thuần nhất của tích vô hướng.
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� Tìm điều kiện cho λ để ánh xạ đã cho xác định dương, tức là tìm λ
để

⟨u, u⟩ = x2
1 − 2x1x2 + λx2

2

luôn lớn hơn hoặc bằng không và ⟨u, u⟩ = 0 khi và chỉ khi u = 0.

7.24. Sử dụng công thức

|u + v|2 = |u|2 + 2⟨u, v⟩ + |v|2

và công thức tương tự cho |u − v|2.

7.25. Sử dụng các đẳng thức liên quan đến |u + v|2 và |u − v|2 trong bài
tập trước.

7.32. Khai triển biểu thức |u1 + u2 + · · · + ur|2 rồi sử dụng tính trực giao
của hệ véc tơ B.

7.37. Lưu ý nhân mỗi véc tơ với một số thích hợp để đơn giản hóa các
tính toán trung gian.

7.42. Để có một cơ sở trực giao của một không không gian véc tơ nào đó,
hãy trực giao hóa Gram-Schmidt một cơ sở, hoặc một hệ sinh bất kỳ của
không gian véc tơ này.

7.71. Đầu tiên, xét trường hợp A là một ma trận chéo. Trong trường hợp
tổng quát, hãy chéo hóa A.



Hướng Dẫn Giải

Chương 1

1.1. Theo định nghĩa, ba phương trình đầu tiên là các phương trình tuyến
tính. Ba phương trình còn lại không tuyến tính vì chúng chứa các số hạng
y2, sin x và xy.

1.2. Trong bốn phương trình trong bài tập này, ba phương trình đầu tiên
là các phương trình tuyến tính còn phương trình cuối cùng thì không phải.
Phương trình cuối cùng chứa số hạng π

3 cos x1.

1.3. Các ma trận hệ số mở rộng của các hệ phương trình đã cho lần lượt
là  3 −2 1

7 5 3
1 −4 2

 ,

 2 0 2 1
3 −1 4 0
6 1 −1 7

 ,

[
1 −1 0 1 1
0 2 −1 0 5

]
.

1.4. Các hệ phương trình tuyến tính cần tìm lần lượt là

3x1 + x3 = 4
7x1 + 2x2 + 3x3 = −1

− x2 + 3x3 = 2
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và
x2 + 2x3 + 3x4 = 4

5x1 + 2x2 − 3x4 = 6.

1.5. Điểm (x1, y1) thuộc đồ thị hàm số y = a + bx + cx2 khi và chỉ khi

a + bx1 + cx2
1 = y1.

Tương tự, vì các điểm (x2, y2) và (x3, y3) thuộc đồ thị hàm số y = a+bx+
cx2 nên

a + bx2 + cx2
2 = y2

a + bx3 + cx2
3 = y3.

Do đó, các hệ số a, b, c là một nghiệm của hệ phương trình tuyến tính

a + x1b + x2
1c = y1

a + x2b + x2
2c = y2

a + x3b + x2
3c = y3.

Ma trận hệ số mở rộng của hệ phương trình này là 1 x1 x2
1 y1

1 x2 x2
2 y2

1 x3 x2
3 y3

 .

1.6. Với 1 ≤ i ≤ m, điểm (xi, yi) thuộc đồ thị hàm số

y = a0 + a1x + a2x2 + ... + anxn

khi và chỉ khi
a0 + a1xi + a2x2

i + ... + anxn
i = yi.

Do đó, các hệ số a0, a1, a2, ..., an là một nghiệm của hệ phương trình tuyến
tính

a0 + x1a1 + x2
1a2 + . . . + xn

1 an = y1
a0 + x2a1 + x2

2a2 + . . . + xn
2 an = y2

...
...

...
...

...
a0 + xma1 + x2

ma2 + . . . + xn
man = yn.
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Ma trận hệ số mở rộng của hệ phương trình tuyến tính này là
1 x1 x2

1 . . . xn
1 y1

1 x2 x2
2 . . . xn

2 y2
...

...
...

. . .
...

...
1 xm x2

m . . . xn
m ym

 .

1.7. Các phần tử dẫn đầu mỗi hàng của các ma trận trên đều có giá trị là
1. Ta có bảng các vị trí của các phần tử dẫn đầu của các ma trận là

Ma trận Các vị trí dẫn đầu mỗi hàng
A1 (1, 1), (2, 2)
A2 (1, 1), (2, 3), (3, 5)
A3 (1, 1), (3, 2)
A4 (1, 3), (2, 4), (3, 5)
A5 (1, 1), (2, 2), (3, 2)

Do đó, theo định nghĩa của ma trận bậc thang, các ma trận A1, A2 và A4
là các ma trận bậc thang, còn A3 và A5 không là ma trận bậc thang.

Vì một ma trận bậc thang là ma trận bậc thang rút gọn khi và chỉ khi
tất cả các phần tử bên trên các phần tử dẫn đầu của các hàng đều bằng
không nên trong ba ma trận A1, A2 và A4 chỉ có ma trận A1 là ma trận
bậc thang rút gọn. Vậy, trong các ma trận trên, chỉ có A1 là ma trận bậc
thang rút gọn, các ma trận bậc thang nhưng không bậc thang rút gọn là
A2 và A4.

1.8. Trong ba ma trận này, chỉ có ma trận A là một ma trận bậc thang.
Ma trận B không có dạng bậc thang vì phần tử dẫn đầu của hàng 3 không
nằm bên phải phần tử dẫn đầu của hàng 2. Ma trận C không có dạng bậc
thang vì hàng thứ hai gồm toàn phần tử không trong khi hàng thứ ba có
phần tử khác không.

1.9. Nếu b ̸= 0 thì b = 1 vì nó là phần tử dẫn đầu của hàng 2. Tương tự,
nếu c ̸= 0 thì c = 1 vì nó là phần tử dẫn đầu của hàng 3. Do đó, ma trận
A có thể có một trong các dạng sau đây

A1 =

 1 a 0
0 1 0
0 0 1

 , A2 =

 1 a 0
0 1 0
0 0 0

 , A3 =

 1 a 0
0 0 0
0 0 1

 , A4 =

 1 a 0
0 0 0
0 0 0


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� Ma trận A1 hoặc A2 là một ma trận bậc thang rút gọn khi và chỉ
khi a = 0, vì phần tử a nằm trên phần tử dẫn đầu của hàng 2.

� Ma trận A3 không là một ma trận bậc thang rút gọn với mọi giá trị
của a vì hàng 2 gồm toàn phần tử không trong khi hàng 3 có phần
tử khác không.

� Ma trận A4 là một ma trận bậc thang rút gọn với mọi giá trị của a.

Vậy A là một ma trận bậc thang rút gọn khi và chỉ khi (a = 0, b = 1, c = 1)
hoặc (a = 0, b = 1, c = 0)hoặc (a tùy ý, b = 0, c = 0).

1.10. Dạng của mỗi ma trận bậc thang và bậc thang rút gọn xác định nhờ
vào các vị trí dẫn đầu của các hàng của nó. Nếu tập hợp các vị trí dẫn đầu
là {(1, 1), (2, 3)} thì dạng của ma trận bậc thang và ma trận bậc thang rút
gọn cỡ 2 × 3 lần lượt là

[
1 ∗ ∗
0 0 1

]
,

[
1 ∗ 0
0 0 1

]

trong đó các phần tử ∗ nhận giá trị bất kỳ. Tập hợp các vị trí dẫn đầu của
các ma trận bậc thang cỡ 2 × 3 là

{(1, 1), (2, 2)} , {(1, 1), (2, 3)} , {(1, 1)} , {(1, 2), (2, 3)} , {(1, 2)} , {(1, 3)} , ∅

Dạng của các ma trận bậc thang tương ứng với tập các phần tử dẫn đầu
trên lần lượt là

[
1 ∗ ∗
0 1 ∗

]
,

[
1 ∗ ∗
0 0 1

]
,

[
1 ∗ ∗
0 0 0

]
,

[
0 1 ∗
0 0 1

]
,

[
0 1 ∗
0 0 0

]
,

[
0 0 1
0 0 0

]
,

[
0 0 0
0 0 0

]
Dạng của các ma trận bậc thang rút gọn tương ứng với tập các phần tử
dẫn đầu trên lần lượt là

[
1 0 ∗
0 1 ∗

]
,

[
1 ∗ 0
0 0 1

]
,

[
1 ∗ ∗
0 0 0

]
,

[
0 1 0
0 0 1

]
,
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[
0 1 ∗
0 0 0

]
,

[
0 0 1
0 0 0

]
,

[
0 0 0
0 0 0

]

1.11. Danh sách tập hợp các vị trí dẫn đầu các hàng của các ma trận bậc
thang cỡ 3 × 3 là

{(1, 1), (2, 2), (3, 3)} , {(1, 1), (2, 2)} , {(1, 1), (2, 3)} , {(1, 1)} ,

{(1, 2), (2, 3)} , {(1, 2)} , {(1, 3)} , ∅

Ma trận bậc thang và bậc thang rút gọn tương ứng với tập hợp các vị trí
dẫn đầu {(1, 1), (2, 3)} lần lượt là 1 ∗ ∗

0 0 1
0 0 0

 ,

 1 ∗ 0
0 0 1
0 0 0



1.12. (a) Ta có
1 2 1 −3 −1
0 3 6 −4 −9

−3 −7 −5 12 6
1 4 5 −9 −7



→


1 2 1 −3 −1
0 3 6 −4 −9
0 −1 −2 3 3
0 2 4 −6 −6


(

3H1 + H3 → H3
−H1 + H4 → H4

)

→


1 2 1 −3 −1
0 −1 −2 3 3
0 3 6 −4 −9
0 2 4 −6 −6

 (
H2 ↔ H3

)

→


1 2 1 −3 −1
0 −1 −2 3 3
0 0 0 5 0
0 0 0 0 0

 .

(
3H2 + H3 → H3
2H2 + H4 → H4

)

(b) Ta có
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1 2 1 −3 −1
0 −1 −2 3 3
0 0 0 5 0
0 0 0 0 0



→


1 2 1 −3 −1
0 −1 −2 3 3
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

 (
1
5H3 → H3

)

→


1 2 1 0 −1
0 −1 −2 0 3
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0


(

H1 + 3H3 → H1
H2 − 3H3 → H2

)

→


1 0 −3 0 5
0 −1 −2 0 3
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

 (
H1 + 2H2 → H1

)

→


1 0 −3 0 5
0 1 2 0 −3
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

 .
(

−H2 → H2
)

1.13. Ta sẽ giải các hệ phương trình tuyến tính này sử dụng khử Gauss
hoặc khử Gauss-Jordan trong bài tập trên. Sử dụng khử Gauss-Jordan sẽ
đơn giản hơn, nhưng chúng ta sẽ sử dụng khử Gauss.

(a) Ma trận hệ số mở rộng của hệ phương trình tuyến tính đã cho là
1 2 1 −3 −1
0 3 6 −4 −9

−3 −7 −5 12 6
1 4 5 −9 −7

 .

Theo bài tập trên, dạng bậc thang của ma trận này là
1 2 1 −3 −1
0 −1 −2 3 3
0 0 0 5 0
0 0 0 0 0

 .
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Do đó, trong 4 ẩn x1, x2, x3, x4, chỉ có ẩn x3 là tự do. Cho x3 = t với t ∈ R
tùy ý. Các ẩn khác là

x4 = 0,
x2 = −2x3 + 3x4 − 3 = −2t − 3
x1 = −2x2 − x3 + 3x4 − 1 = 3t + 5.

Vậy các nghiệm của hệ phương trình đã cho là

x1 = 3t + 5, x2 = −2t − 3, x3 = t, x4 = 0

với t ∈ R tùy ý.

(b) Ma trận hệ số mở rộng của hệ phương trình tuyến tính đã cho là
1 2 −3 −1
0 3 −4 −9

−3 −7 12 6
1 4 −9 −7

 .

Theo bài tập trên, dạng bậc thang của ma trận này là
1 2 −3 −1
0 −1 3 3
0 0 5 0
0 0 0 0

 .

Do đó, hệ phương trình không có ẩn tự do, các ẩn ràng buộc là

x3 = 0
x2 = 3x3 − 3 = −3
x1 = −2x2 + 3x3 − 1 = 5.

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất

x1 = 5, x2 = −3, x3 = 0.

(c) Ma trận hệ số mở rộng của hệ phương trình tuyến tính đã cho là
1 2 1 −3
0 3 6 −4

−3 −7 −5 12
1 4 5 −9

 .
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Theo bài tập trên, dạng bậc thang của ma trận này là
1 2 1 −3
0 −1 −2 3
0 0 0 5
0 0 0 0

 .

Hàng thứ ba của ma trận này cho ta phương trình

0x1 + 0x2 + 0x3 = 5.

Phương trình này vô nghiệm. Do đó, hệ phương trình đã cho vô nghiệm.

1.14. a) Hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất

x1 = −2, x2 = 1
2 , x3 = 1.

(b) Hệ phương trình đã cho vô nghiệm.

(c) Các nghiệm của hệ phương trình đã cho là

x1 = −2t − 3, x2 = −1
2 t + 1, x3 = t

với t ∈ R bất kỳ.

1.15.

(a) Dạng bậc thang rút gọn của ma trận đã cho là 1 0 2 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 .

(b) Dạng bậc thang rút gọn của ma trận đã cho là 1 0 2 5
0 1 −3 −3
0 0 0 0

 .

(c) Dạng bậc thang rút gọn của ma trận đã cho là 1 0 0 −18
0 1 0 −5
0 0 1 −2

 .
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(d) Dạng bậc thang rút gọn của ma trận đã cho là 1 0 0 −1
2

0 1 0 −1
0 0 1 1

 .

1.16.

(a) Dạng bậc thang rút gọn của ma trận đã cho là 1 0 0 2 0
0 1 0 1 1
0 0 1 1 −1

 .

(b) Dạng bậc thang rút gọn của ma trận đã cho là 1 0 0 2 2
0 1 0 0 0
0 0 1 1 1

 .

(c) Dạng bậc thang rút gọn của ma trận đã cho là 1 0 −1 0 0
0 1 0 0 1
0 0 0 1 −1

 .

(d) Dạng bậc thang rút gọn của ma trận đã cho là 1 −1 0 0 1
0 0 1 0 1
0 0 0 1 −1

 .

(e) Dạng bậc thang rút gọn của ma trận đã cho là 1 0 0 −1 0
0 1 0 1 1
0 0 1 0 1

 .
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1.17. Khử Gauss ma trận hệ số mở rộng của hệ phương trình tuyến tính
đã cho, ta được 1 2 −3 4

2 −3 8 −2
4 1 a2 − 14 a + 2

 →

 1 2 −3 4
0 7 −14 10
0 7 2 − a2 14 − a


→

 1 2 −3 4
0 7 −14 10
0 0 a2 − 16 a − 4


Ta thấy

a2 − 16 = 0 ⇔
[

a = 4
a = −4 , a − 4 = 0 ⇔ a = 4

Ta có các trường hợp sau

� Trường hợp 1: a = 4. Hệ phương trình đã cho vô số nghiệm.

� Trường hợp 2: a = −4. Hệ phương trình đã cho vô nghiệm.

� Trường hợp 3: a ̸= ±4. Hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất.

1.18. Khử Gauss ma trận hệ số của hệ phương trình đã cho rồi biện luận
giống như bài trên. 1 −4 2 −1

3 0 4 3
2 4 6 − a2 a + 2

 →

 1 −4 2 −1
0 12 −2 6
0 12 2 − a2 a + 4


→

 1 −4 2 −1
0 12 −2 6
0 0 a2 − 4 2 − a


Từ đó, ta có các trường hợp sau:

Tham số a Số nghiệm của hệ phương trình
a = 2 ∞

a = −2 0
a ̸= ±2 1
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1.19. Để tạo ra phần tử 1 ở cột đầu tiên, ta lấy (−1) lần hàng 2 cộng vào
hàng 3, sau đó, ta đổi chỗ các hàng để đưa phần tử này về vị trí (1, 1). 0 −2 1

2 1 3
3 4 5

 →

 0 −2 1
2 1 3
1 3 2


→

 1 3 2
2 1 3
0 −2 1

 →

 1 3 2
0 5 1
0 −2 1



Để tạo ra phần tử 1 trong cột
[

5
−2

]
, ta lấy 2 lần hàng 3 cộng vào hàng

2.  1 3 2
0 5 1
0 −2 1

 →

 1 3 2
0 1 3
0 −2 1


→

 1 0 −7
0 1 3
0 0 7

 →

 1 0 −7
0 1 3
0 0 1


→

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Ta nhận được dạng bậc thang rút gọn của ma trận đã cho ma tất cả các
ma trận trung gian đều là các ma trận hệ số nguyên.

1.20. Đặt X = x2, Y = y, Z = z3. Hệ phương trình đã cho trở thành

2X + Y − Z = 3
X − Y + 2Z = 2
X + Y + Z = 6

Hệ phương trình này là một hệ tuyến tính. Hệ có nghiệm duy nhất X =
1, Y = 3, Z = 2. Do đó, x = ±1, y = 3, z = 3√2.

1.21. Đặt x = sin α, y = cos β, z = tan γ. Hệ phương trình đã cho trở
thành hệ phương trình tuyến tính.

3x − y + 2z = 3
x − 3y + 6z = 9

−2x + 2y + 4z = 2
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Hệ có nghiệm duy nhất x = 0, y = −1, z = 1. Do đó, α ∈ {0, π, 2π} , β =
π, γ ∈

{
π
4 , 5π

4

}
.

1.22. 2a + c = b.

1.23. 2a + c = b.

1.24. (a) Véctơ cột thứ nhất của ma trận
[

a b
c d

]
là
[

a
c

]
. Do đó, để

khử Gauss-Jordan ma trận này, ta xét trường hợp a ̸= 0 và trường hợp
a = 0.

� Trường hợp 1: a ̸= 0. Khử Gauss-Jordan[
a b
c d

]

→
[

a b
0 ad − bc

] (
−cH1 + aH2 → H2

)
→

[
a b
0 1

] (
1

ad−bcH2 → H2
)

→
[

a 0
0 1

] (
−bH2 + H1 → H1

)
→

[
1 0
0 1

] (
1
aH1 → H1

)

� Trường hợp 2: a = 0. Vì ad − bc ̸= 0 và a = 0 nên b ̸= 0 và c ̸= 0.
Khử Gauss-Jordan[

0 b
c d

]
[

c d
0 b

] (
H1 ↔ H2−−−−−−→

)
[

c d
0 1

] (
1
b H2 → H2

)
[

c 0
0 1

] (
−dH2 + H1 → H1

)
[

1 0
0 1

] (
1
c H1 → H1

)
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Do đó, trong mọi trường hợp, ma trận bậc thang rút gọn của
[

a b
c d

]

luôn là ma trận đơn vị
[

1 0
0 1

]
.

(b) Xét hệ phương trình tuyến tính

ax + by = k
cx + dy = l

Ma trận hệ số của hệ này là [
a b
c d

]
.

Theo ý (a), ma trận bậc thang rút gọn của ma trận hệ số là[
1 0
0 1

]
.

Do đó, khử Gauss-Jordan ma trận hệ số mở rộng của hệ phương trình trên
ta được ma trận [

1 0 k′

0 1 l′

]
trong đó k′ và l′ là các số thực nào đó. Vậy, hệ phương trình tuyến tính
đã cho luôn có nghiệm duy nhất x = k′, y = l′.

1.2. Phương trình của đường cong bậc ba là y = x3 − x2 − 3x + 2.

1.2. Phương trình của đường cong bậc ba là y = x3 − 3x + 7.

1.2. Phương trình của đường tròn là x2 + y2 − 7
3x + 2

3y − 31
3 = 0.

1.2. Phương trình của đường tròn là 10x2 + 10y2 − x − 5y − 117 = 0.

1.31. Vế phải của đẳng thức đã cho bằng

a(x + 1)(x2 + 2x + 2) + b(x − 1)(x2 + 2x + 2) + (cx + d)(x − 1)(x + 1)
(x − 1)(x + 1)(x2 + 2x + 1)
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Thu gọn tử thức của phân thức này, ta nhận được

(a + b + c)x3 + (3a + b + d)x2 + (4a − c)x + 2a − 2b − d

Do đó, đẳng thức ban đầu tương đương với

3x3 + 4x2 − 6x = (a + b + c)x3 + (3a + b + d)x2 + (4a − c)x + 2a − 2b − d

So sánh các hệ số của các lũy thừa của x, ta nhận được hệ phương trình
tuyến tính

a + b + c = 3
3a + b + d = 4
4a − c = −6
2a − 2b − d = 0

Hệ này có nghiệm duy nhất a = 1
10 , b = −7

2 , c = 32
5 , d = 36

5 .

1.32. Từ kết quả trong bài tập trước và tính chất tuyến tính của tích
phân, ta được

I = 1
10

ˆ 1
x − 1dx︸ ︷︷ ︸

I1

− 7
2

ˆ 1
x + 1dx︸ ︷︷ ︸

I2

+ 1
5

ˆ 32x + 36
x2 + 2x + 2dx︸ ︷︷ ︸

I3

Vì
´ 1

xdx = ln |x| + c nên

I1 = ln |x − 1| + c1, I2 = ln |x + 1| + c2

Để tính I3, lưu ý rằng đạo hàm của mẫu thức (x2 + 2x + 2) là 2x + 2. Suy
ra

I3 = 16
ˆ 2x + 2

x2 + 2x + 2dx︸ ︷︷ ︸
I4

+ 4
ˆ 1

x2 + 2x + 2dx︸ ︷︷ ︸
I5

Vì
´ u′(x)

u(x) dx = ln |u(x)| + c nên

I4 = ln
∣∣∣x2 + 2x + 2

∣∣∣+ c3

Vì
´ 1

x2+1dx = arctan(x) + c nên

I5 =
ˆ 1

(x + 1)2 + 1dx = arctan(x + 1) + c4
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Từ đó, ta nhận được tích phân cần tìm

I = 1
10 ln |x − 1| − 7

2 ln |x + 1| + 16
5 ln

∣∣∣x2 + 2x + 2
∣∣∣

+ 4
5 arctan(x + 1) + c.

1.33. Giả sử
f(x) = a + bx + cx2.

Từ giả thiết, ta có hệ phương trình tuyến tính

a − b + c = −3
a + 3b + 9c = 1

b + 4c = −1
.

Hệ này có nghiệm duy nhất

a = 1, b = 3, c = −1.

Vậy đa thức cần tìm là f(x) = 1 + 3x − x2.

1.34. Đa thức cần tìm là f(x) = −2 + x − 2x2 + x3.

1.35. Gọi f(x) = a + bx + cx2 là đa thức cần tìm. Từ giải thiết, ta có hệ
phương trình tuyến tính

a − b + c = p
a + b + c = q
a + 2b + 4c = r.

Lưu ý rằng trong hệ trên, các ẩn là a, b, c, còn p, q, r là các tham số. Ma
trận hệ số mở rộng của hệ phương trình tuyến tính này là 1 −1 1 p

1 1 1 q
1 2 4 r

 .

Khử Gauss ma trận này, ta thu được ma trận bậc thang 1 −1 1 p
0 2 0 q − p
0 0 0 p − 3q + 2r

 .
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Hệ phương trình tuyến tính trên có nghiệm duy nhất với mọi p, q, r. Nghiệm
duy nhất là

a = 1
3(p + 3q − r), b = 1

2(q − p), c = 1
6(p − 3q + 2r).

Vậy đa thức cần tìm là

1
3(p + 3q − r) + 1

2(q − p)x + 1
6(p − 3q + 2r)x2.

1.36. Đa thức cần tìm là f(x) = −3 + 2x + x2.

1.37. Ta sẽ tìm điều kiện cần và đủ cho x, y, z để hệ phương trình tuyến
tính

x = 2 + 3t
y = −3 + t
z = 4 − 2t.

có nghiệm, với ẩn là t. Ta viết lại phương trình này dưới dạng

3t = x − 2
t = y + 3

−2t = z − 4.

Ma trận hệ số mở rộng của hệ này là 3 x − 2
1 y + 3

−2 z − 4

 .

Khử Gauss ma trận này, ta được 3 x − 2
0 −x + 3y + 11
0 2x + 3z − 16

 .

Do đó, điều kiện của x, y, z là

−x + 3y + 11 = 0
2x + 3z − 16 = 0.
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Vậy một hệ phương trình cần tìm là

−x + 3y = −11
2x + 3z = 16.

1.38. Các điểm trên đường thẳng đi qua hai điểm (6, 4, 2) và (1, 1, 1) có
mô tả tham số là

x = 6 − 5t, y = 4 − 3t, z = 2 − t.

Một hệ phương trình cần tìm là

−3x + 5y = 2
−x + 5z = 4.

1.39.

(a) Tồn tại tích AB. Hàng thứ hai của AB là
[

−5 31 −38 5
]

.

(b) Tồn tại tích ABC. Phần tử ở vị trí (2, 2) của ABC là 99.

(c) Cột thứ ba của CT B là

 67
24
10

 .

(d) Không tồn tại.

1.40.

(a) A =

 2 3 4
3 4 5
4 5 6

, B =

 1 1 1
1 2 3
1 4 9

 , C =

 −1 −1 1
−1 −1 −1

1 −1 −1

 .

(b) Hàng thứ hai của A2 là
[

38 50 62
]

.

(c) Phần tử ở vị trí (2, 3) của A + BT C là 0.

1.41. Giả sử A có cỡ m × n và B có cỡ k × l.
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(a) Vì AB tồn tại nên n = k. Vì BA tồn tại nên l = m. Do đó, B có cỡ
n × m. Suy ra, cỡ của AB là m × m, cỡ của BA là n × n. Vậy AB và
BA là các ma trận vuông.

(b) Vì BA tồn tại nên l = m. Khi đó ma trận BA có cỡ k × n. Vì A(BA)
tồn tại nên n = k. Vậy ma trận B có cỡ n × m.

1.42.

(a)

 1 −2 0
7 4 1
1 3 2


 x1

x2
x3

 =

 7
−4

1

 .

(b)
x1 − 2x2 = 7

7x1 + 4x2 + x3 = −4
x1 + 3x2 + 2x3 = 1.

1.43.

(a) Ta có A2 = AA =
[

2 2
2 2

]
,A3 = A2A =

[
4 4
4 4

]
và

A4 = A3A =
[

8 8
8 8

]
.

(b) Với n = 1, 2, 3, 4,ta thấy các phần tử của An bằng nhau và đều bằng
lũy thừa của 2 với các số mũ lần lượt là 0, 1, 2, 3. Từ đó, ta đi đến dự
đoán

An =
[

2n−1 2n−1

2n−1 2n−1

]
với mọi n nguyên dương.
Khẳng định đúng với n = 1 vì đây chính là định nghĩa của ma
trận A. Bây giờ, giả sử khẳng định đúng với n = k,tức là Ak =[

2k−1 2k−1

2k−1 2k−1

]
. Khi đó

Ak+1 = AkA =
[

2k−1 2k−1

2k−1 2k−1

] [
1 1
1 1

]
=
[

2k 2k

2k 2k

]
.

Suy ra khẳng định đúng với n = k. Theo nguyên lí quy nạp toán học,
khẳng định trên là đúng với mọi số nguyên dương n, tức là ta luôn
có
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1.44.

(a) A2 =
[

λ2 0
2λ λ2

]
,A3 =

[
λ3 0

3λ2 λ3

]
, A4 =

[
λ4 0

4λ3 λ4

]
.

(b) An =
[

λn 0
nλn−1 λn

]
.

1.45.

(a) Ta có

A2 =
[

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

] [
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

]

=
[

cos2 θ − sin2 θ 2 sin θ cos θ
−2 sin θ cos θ − sin2 θ + cos2 θ

]

=
[

cos 2θ sin 2θ
− sin 2θ cos 2θ

]

Tính toán tương tự, ta được

A3 = A2A =
[

cos 3θ sin 3θ
− sin 3θ cos 3θ

]
, A4 = A3A =

[
cos 4θ sin 4θ

− sin 4θ cos 4θ

]
.

(b) Từ các công thức của A,A2, A3, A4, ta đi đến dự đoán

An =
[

cos nθ sin nθ
− sin nθ cos nθ

]
.

Công thức này được chứng minh bằng quy nạp theo n, sử dụng hai
đẳng thức lượng giác quen thuộc cos α

cos β − sin α sin β = cos(α + β), sin α cos θ + cos θ sin β = sin(α + β).

1.46.
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(a) Ta có

v =
[

a
b

]
, Av =

[
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

] [
a
b

]
=
[

a cos θ + b sin θ
−a sin θ + b cos θ

]
.

Do đó

∥Av∥2 = (a cos θ + b sin θ)2 + (−a sin θ + b cos θ)2

= a2 cos2 θ + 2ab cos θ sin θ + b2 sin2 θ + a2 sin2 θ − 2ab sin θ cos θ + b2 cos2 θ
= a2 + b2.

Suy ra ∥Av∥ = ∥v∥ =
√

a2 + b2.

(b) Ta có

⟨v, Av⟩ = a(a cos θ + b sin θ) + b(−a sin θ + b cos θ)
= (a2 + b2) cos θ.

Do đó,

cos∠(v, Av) = ⟨v, Av⟩
∥v∥ ∥Av∥

= (a2 + b2) cos θ√
a2 + b2

√
a2 + b2 = cos θ.

Cùng với điều kiện 0 ≤ θ ≤ π, ta được ∠(v, Av) = θ.

1.47. Ta có

A2 =
[

a b
−6 −1

] [
a b

−6 −1

]
=
[

a2 − 6b ab − b
−6a + 6 −6b + 1

]
.

Do đó, phương trình A2 = −I tương đương với

a2 − 6b
−6a + 6

ab − b
−6b + 1

.

= −1
= 0
= 0
= −1

Từ các phương trình thứ hai và thứ tư của hệ trên, ta được a = 1, b = 1
3.

Vì các giá trị này thỏa mãn các phương trình còn lại nên a = 1, b = 1
3 là

nghiệm duy nhất của hệ phương trình trên. Vậy a = 1 và b = 1
3 .
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1.48. Ta tìm các căn bậc hai của ma trận
[

2 2
2 2

]
có dạng A =

[
x x
x x

]
.

Vì

A2 =
[

x x
x x

] [
x x
x x

]
=
[

2x2 2x2

2x2 2x2

]

nên phương trình A2 =
[

2 2
2 2

]
tương đương với

2x2 = 2.

Các nghiệm của phương trình này là x = 1 và x = −1. Do đó, hai căn bậc

hai của
[

2 2
2 2

]
là
[

1 1
1 1

]
và
[

−1 −1
−1 −1

]
.

1.49. Gọi A =
[

a c
b d

]
là một căn bậc hai của

[
25 0
0 7

]
. Ta thấy

A2 =
[

a c
b d

] [
a c
b d

]
=
[

a2 + bc ac + cd
ab + bd bc + d2

]
.

Do đó, phương trình A2 =
[

25 0
0 7

]
tương đương với hệ phương trình


a2 + bc

ab + bd

ac + cd

bc + d2

= 25 (1)
= 0 (2)
= 0 (3)
= 7 (4)

Từ (1) và (4) suy ra a2 ̸= d2,tức là a ̸= d và a ̸= −d. Sử dụng a ̸= −d và
các phương trình (2) và (3), ta được b = 0, c = 0. Thay b = 0, c = 0 vào
các phương trình (1) và (4) ta được a2 = 25, d2 = 7. Do đó a = 5 hoặc

a = −5, d =
√

7 hoặc d = −
√

7. Vậy các căn bậc hai của
[

25 0
0 7

]
là

[
5 0
0

√
7

]
,

[
5 0
0 −

√
7

]
,

[
−5 0

0
√

7

]
,

[
−5 0

0 −
√

7

]
.
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1.50. Xét các ma trận chéo
[

α 0
0 β

]
. Từ chứng minh ý trên ta thấy rằng

ma trận
[

a c
b d

]
là một căn bậc hai của

[
α 0
0 β

]
khi và chỉ khi


a2 + bc = α

ab + bd = 0
ac + cd = 0
bc + d2 = β

Để có thể lí luận giống như bài tập trên, giả sử thêm rằng α ̸= β. Lí luận
như bài tập trên ta được b = c = 0,a2 = α,b2 = β. Hệ phương trình này
vô nghiệm nếu α < 0 hoặc β < 0. Do đó, nếu α < 0 hoặc β < 0 thì ma

trận
[

α 0
0 β

]
không có căn bậc hai.

1.51. Ma trận A =
[

0 0
1 0

]
thỏa mãn A ̸= 0 và A2 = 0. Do đó, tồn tại

ma trận vuông A cỡ 2 × 2 thỏa mãn A ̸= 0 và A2 = 0. Ta giải thích cách

tìm ma trận A =
[

0 0
1 0

]
như sau.

Giả sử A =[aij ]2×2 . Vì A ̸= 0 nên ít nhất một trong các aij khác không.
Để A2 = 0,ta nên cho nhiều phần tử aij bằng không. Từ các suy luận trên,
ta chọn ma trận A có 3 phần tử bằng không, và một phần tử khác không,
tức là A có một trong các dạng[

a 0
0 0

]
,

[
0 0
a 0

]
,

[
0 a
0 0

]
,

[
0 0
0 a

]
.

với a ̸= 0. Bình phương của các ma trận này lần lượt là[
a2 0
0 0

]
,

[
0 0
0 0

]
,

[
0 0
0 0

]
,

[
0 0
0 a2

]
.

Do đó, các ma trận A có dạng
[

0 0
a 0

]
hoặc

[
0 a
0 0

]
với a ̸= 0 thỏa mãn

A ̸= 0 và A2 = 0.
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1.52. Ta tìm các ma trận chéo A thỏa mãn A2 = A. Giả sử A =
[

a 0
0 b

]
.

Khi đó
A2 =

[
a 0
0 b

] [
a 0
0 b

]
=
[

a2 0
0 b2

]
.

Do đó, A2 = A khi và chỉ khi a2 = a và b2 = b, tức là a = 0 hoặc
a = 1;b = 0 hoặc b = 1. Các ma trận chéo A thỏa mãn A2 = A là[

0 0
0 0

]
,

[
0 0
0 1

]
,

[
1 0
0 0

]
,

[
1 0
0 1

]
.

Vậy tồn tại ma trận vuông A cỡ 2 × 2 sao cho A ̸= 0,A ̸= I và A2 = A.

1.53. Hai biến đổi tương đương (1) và (2) là đúng. Ta có (1) vì đã cộng
cả hai vế của phương trình x2 = I với −I. Ta có (2) vì

(x − I)(x + I) = x2 + xI − Ix − I2 = x2 + x − x − I2 = x2 − I2.

Biến đổi tương đương (3) có thể không đúng vì tồn tại hai ma trận A và
B khác không sao cho AB = 0.

Để có thể khẳng định (3) sai, ta sẽ chỉ ra ma trận A ∈ M2×2, A ̸= I, A ̸= −I

sao cho A2 = I. Ta tìm A trong lớp các ma trận chéo, A =
[

a 0
0 b

]
. Khi

đó, A2 =
[

a2 0
0 b2

]
. Ta có

A2 = I ⇔
{

a2 = 1
b2 = 1

⇔
{

a = 1 hoặc a = −1
b = 1 hoặc a = −1.

Do đó, các ma trận chéo [
1 0
0 −1

]
,

[
−1 0

0 1

]

thỏa mãn mong muốn trên.

1.54. Giả sử A = [aij ]n×n và B = [bij ]n×n.Ta có A + B =[aij + bij ]n×n.
Theo định nghĩa, vết của một ma trận vuông là tổng các phần tử trên
đường chéo của nó.

tr(A) = a11 + a22 + · · · + ann =
n∑

i=1
aii,
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tr(B) =
n∑

i=1
bii, tr(A + B) =

n∑
i=1

(aii + bii).

Vì
n∑

i=1
(aii + bii) = (

n∑
i=1

aii) + (
n∑

i=1
bii).

nên tr(A + B) = tr(A) + tr(B) như mong muốn.

1.55. Giả sử A = [aij ]n×n và B = [bij ]n×n.Đặt G = AB = [gij ]n×n và H = BA = [hij ]n×n. Theo định nghĩa của phép toán nhân ma trận ta có

gij = ai1b1j + ai2b2j + · · · + ainbnj =
n∑

k=1
aikbkj .

Suy ra

tr(AB) =
n∑

i=1
gii =

n∑
i=1

n∑
k=1

aikbki.

Ta tính tr(BA) một cách tương tự

hij = bi1a1j + bi2a2j + · · · + binanj =
n∑

k=1
bikakj,

tr(BA) =
n∑

i=1
trii =

n∑
i=1

n∑
k=1

bikaki.

Vậy tr(AB) = tr(BA).

1.56.

a. Khẳng định đúng. Đặt B = AT ,C = (AT )T = BT . Ta cần chỉ ra
C = A. Cố định một cặp (i, j),ta có

cij = bji (vì C = BT )
= aij (vì B = AT ).

Suy ra C = A.

b. Khẳng định sai. Để có phản ví dụ, lấy hai ma trận A, B cỡ 2 × 2 nào
đó đơn giản và tính tr(AB), tr(A)tr(B). Sửa lại.

c. Khẳng định sai. Ta biết rằng (AB)T = BT AT . Do đó, để có phản ví
dụ, chỉ cần chọn hai ma trận A và B không giao hoán với nhau. Sửa
lại kết luận: (AB)T = BT AT .
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d. Khẳng định đúng. Đặt B = AT . Khi đó bij = aji. Suy ra bii = aii. Nói
cách khác, khi biến đổi A thành AT , ta không thay đổi gì trên trên
đường chéo của ma trận. Vết của ma trận chỉ liên quan đến đường
chéo. Do đó, tr(AT ) = tr(A).

e. Khẳng định đúng. Đặt B = kA. Suy ra bij = kaij với mọi i, j. Ta có

tr(kA) = tr(B) =
n∑

i=1
bii =

n∑
i=1

kaii = k
n∑

i=1
aii = ktr(A).

1.57. Vì A và B đối xứng nên AT = A và BT = B. Suy ra

(AB)T = BT AT = BA.

Do đó
AB đối xứng ⇔ (AB)T = AB

⇔ BA = AB
⇔ A và B giao hoán.

Ta có điều phải chứng minh.

1.58. Ta có

(A − B)(A + B) = A2 + AB − BA − B2

= A2 − B2 + AB − BA.

Do đó

A2 − B2 = (A − B)(A + B) ⇔ 0 = AB − BA
⇔ AB = BA.

Ta có điều phải chứng minh.

1.59.

a. Ta có

A2 =

 λ2 0 0
2λ λ2 0
1 2λ λ2

 , A3 =

 λ3 0 0
3λ2 λ3 0
3λ 3λ2 λ3

 ,

và

A4 =

 λ4 0 0
4λ3 λ4 0
6λ2 4λ3 λ4

 .
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b. Từ các tính toán trên ta đi đến dự đoán

An =

 λn 0 0
anλn λn 0

bnλn−1 anλn λn

 ,

trong đó anvà bn là các số thực. Ta có bảng sau

n 1 2 3 4
an 1 2 3 4
bn 0 1 3 6

Từ đây ta dự đoán an = n với mọi n. Dự đoán cho bn khó hơn. Tính
các hiệu bn+1 − bn. Ta thấy bn+1 − bn = an với n = 1, 2, 3. Ta dự đoán
bn+1 − bn = an với mọi n. Vì an = n nên

bn+1 = bn + n.

Ta có
b1 = 0
b2 = b1 + 1 = 0 + 1
b3 = b2 + 2 = 0 + 1 + 2
b4 = b3 + 3 = 0 + 1 + 2 + 3
· · ·

Do vậy bn = 0 + 1 + 2 + · · · + (n − 1) = (n − 1)n
2 . Tóm lại, ta dự đoán

công thức của An là

An =


λn 0 0

nλn−1 λn 0
n(n − 1)

2 λn−2 nλn−1 λn

 .

c. Chứng minh dự đoán bằng quy nạp theo n với chú ý An+1 = AnA.

1.60.

(a) Ta có

N2 =

 0 0 0
0 0 0
1 0 0

 , N3 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 .
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(b) Cho n là một số nguyên dương. Ta đã có N, N2, N3. Với n ≥ 4, ta
có

Nn = N3Nn−3 = 0Nn−3 = 0.

(c) Vì hai ma trận I và N giao hoán với nhau và N3 = N4 = · · · = 0 nên

An = (λI + N)n

= (λI)n +
(n

1
)
(λI)n−1N +

(N
2
)
(λI)n−2N2

= λn

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

+
(n

1
)
λn−1

 0 0 0
1 0 0
0 1 0

+
(n

2
)
λn−2

 0 0 0
0 0 0
1 0 0


=

 λn 0 0(n
1
)
λn−1 λn 0(n

2
)
λn−2 (n

1
)
λn−1 λn

 .

1.61.

λn 0 0 · · · 0 0(n
1
)
λn−1 λn 0 · · · 0 0(n

2
)
λn−2 (n

1
)
λn−1 λn · · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...( n

p−2
)
λn−p+2 ( n

p−3
)
λn−p+3 ( n

p−4
)
λn−p+4 · · · λn 0( n

p−1
)
λn−p+1 ( n

p−2
)
λn−p+2 ( n

p−3
)
λn−p+3 · · ·

(n
1
)
λn−1 λn


.

1.62.

1. A =

 0 3
2

−1 3

 .

2. A =

 −88
13 −148

13
−22

13 −180
13

 .
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1.63. Tìm các căn bậc hai của I, là ma trận chéo, ta được 8 ma trận a 0 0
0 b 0
0 0 c


trong đó mỗi a, b, c nhận giá trị 1 hoặc −1.

1.64. Từ đẳng thức 2A3 − A + I = 0, ta sẽ tạo ra một ma trận B thỏa
mãn AB = I. Ta có

2A3 − A + I = 0
⇒ 2A3 − A = −I
⇒ A

(
2A2 − I

)
= −I

⇒ A
(
I − 2A2) = I.

Do đó, A khả nghịch với A−1 = I − 2A2.

1.66. Đang cập nhật.

1.67. Ta có
AB = AC ⇒ A−1AB = A−1AC

⇒ IB = IC
⇒ B = C.

1.68.
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a. Vì ta có thể nhân A với M nên M là một ma trận vuông cỡ 2 × 2,

M =
[

a b
c d

]
. Ta có

AM =
[

1 2
2 4

] [
a b
c d

]
=
[

a + 2c b + 2d
2a + 4c 2b + 4d

]
.

Do đó, phương trình AM = 0 tương đương với hệ phương trình tuyến
tính

a + 2c = 0
b + 2d = 0
2a + 4c = 0
2b + 4d = 0.

Hệ này tương đương với

a + 2c = 0
b + 2d = 0.

Cho c = t, d = s là các tham số tự do, ta được

a = −2t, b = −2s, c = t, d = s.

Vậy các ma trận M cần tìm là
[

−2t −2s
t s

]
với t, s ∈ R bất kì.

b. Vì AB = AC tương đương với AB − AC = 0, tức là A(B − C) = 0
nên ta có thể cho C là một ma trận tùy ý và B = C + M với M là
một ma trận khác không trong ý (a).

1.69.

(a) Vì I và A giao hoán nên

(I − A)2 = I2 − 2IA + A2 = I − 2A + A2.

Theo giả thiết, A2 = A. Do đó (I − A)2 = I − 2A + A = I − A. Vậy
I − A là lũy đẳng.

(b) Điều phải chứng minh tương đương với đẳng thức (2A − I)2 = I.
Tính toán như ý (a), ta có

(2A − I)2 = (2A)2 − 2 (2A) I + I2

= 4A2 − 4A + I
= 4A − 4A + I
= I.
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1.70. Vì A lũy linh nên tồn tại số nguyên dương p sao cho Ap = 0. Nhân
I − A với tổng I + A + ... + Ak,ta được

(I − A)
(
I + A + ... + Ak

)
= I + A + ... + Ak

−A − A2 − ... − Ak+1

= I − Ak+1.

Do đó, với k = p − 1, sử dụng Ap = 0, ta được

(I − A)
(
I + A + ... + Ap−1

)
= I.

Vậy I − A khả nghịch với nghịch đảo là I + A + ... + Ap−1.

1.71. Vì A là một ma trận sơ cấp nên A thu được từ ma trận đơn vị
I ∈ M3×3 sau một phép biến đổi hàng sơ cấp.

� Thực hiện đổi chỗ hai hàng của ma trận đơn vị ta không thể thu
được ma trận A.

� A thu được từ I sau khi nhân một số vào một hàng của I khi và chỉ
khi a = b = c = 0, c ̸= 0.

� A thu được từ I sau khi lấy một bội của một hàng cộng vào một
hàng khác khi và chỉ khi (a = 0, c = 1) hoặc (b = 0, c = 1).

Vậy A là một ma trận sơ cấp khi và chỉ khi (a = b = 0, c ̸= 0) hoặc (a = 0, c = 1)
hoặc (b = 0, c = 1). Ma trận A tương ứng là 1 0 0

0 1 0
0 0 c

 ,

 1 0 0
0 1 0
a 0 1

 ,

 1 0 0
0 1 0
0 b 1

 .

1.73.

(a) Nghịch đảo của ma trận đã cho là
− 7

40
11
20 −19

401
4 −1

2
1
411

40 − 3
20

7
40

 .
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(b) Nghịch đảo của ma trận đã cho là

3
5 −4

5
1
5

1
52

5
4
5 −1

5 −1
5

0 1
2 0 0

0 3
2 −1 0


.

1.74.

(a) Nghịch đảo của ma trận đã cho là 3 1 1
1 0 −1
2 −2 0

 .

(b) Nghịch đảo của ma trận đã cho là

√
2

26
2
√

2
13 0

−3
√

2
26

√
2

26 0

0 0 1
5

 .

1.75.

(a) Khử Gauss-Jordan  0 0 k1
0 k2 0
k3 0 0

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1


→

 k3 0 0
0 k2 0
0 0 k1

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1
0 1 0
1 0 0


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→


1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 1
k3

0 1
k2

0
1
k1

0 0

.

Vậy nghịch đảo của ma trận đã cho là


0 0 1

k3

0 1
k2

0
1
k1

0 0

 .

(b) Khử Gauss-Jordan k 0 0
1 k 0
0 1 k

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1


→

 k 0 0
1 k 0
0 1 k

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1


→

 k 0 0
0 k2 0
0 1 k

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

−1 k 0
0 0 1


→

 k 0 0
0 k2 0
0 0 k3

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

−1 k 0
1 −k k2



→


1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
k

0 0

− 1
k2

1
k

0
1
k3 − 1

k2
1
k

 .

Vậy nghịch đảo của ma trận đã cho là
1
k

0 0

− 1
k2

1
k

0
1
k3 − 1

k2
1
k

 .



7.4. DẠNG TOÀN PHƯƠNG 397

1.76. Khử Gauss ma trận A 1 3 4
2 a −1

−1 1 5

 →

 1 3 4
0 a − 6 −9
0 4 9


→

 1 3 4
0 4 9
0 a − 6 −9


→

 1 3 4
0 4 9
0 0 9a − 18

.

Vậy ma trận đã cho khả nghịch khi và chỉ khi 9a − 18 ̸= 0, tức là a ̸= 2.

1.77.

(a) Ma trận đã cho khả nghịch khi và chỉ khi c ̸= 0 và c ̸= 1.
(b) Ma trận đã cho khả nghịch khi và chi khi c ̸= 0, c ̸=

√
2 và c ̸= −

√
2.

1.78.

(a) Nghịch đảo của ma trận đã cho là −1 9
8 −3

8
0 3

8 −1
8

1 −1 0

 .

(b) Nghịch đảo của ma trận đã cho là 9
22 − 1

22
3
11

− 5
22

3
22

2
113

22
7
22

1
11

 .

(c) Nghịch đảo của ma trận đã cho là 3 −1 7
2

2 −1 2
−2 1 −5

2

 .
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(d) Nghịch đảo của ma trận đã cho là 2
7

3
7 1

0 0 1
3
7

1
7 0

 .

(e) Nghịch đảo của ma trận đã cho là 4
19 − 7

38
3
38

− 3
19 − 9

38 − 7
38

− 6
19

1
38

5
38

 .

1.79.

(a) Ma trận nghịch đảo là 
0 0 −1 0

−1
2 1 −1 1

21
2 0 −1 1

2
0 −1 1 0

 .

(b) Ma trận nghịch đảo là 
0 −3 −1 2
0 −1 0 0
0 −2 −1 1

−1 −4 −1 2

 .

(c) Ma trận nghịch đảo là
−1 0 1 0

0 −1
2

1
2

1
2

−1 −1
2

1
2 −1

2
−2 −1

2
3
2

1
2

 .

(d) Ma trận nghịch đảo là
−1 1

4
1
2 −3

4
−1 −1

4
1
2 −1

4
0 1

4
1
2

1
4

0 1
4 −1

2
1
4

 .
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(e) Ma trận nghịch đảo là
1
4

1
2 −1

4 0
3
4 −1

2
1
4 0

1
4 −1

2 −1
4 0

−1
6 0 −1

6
1
3

 .

1.80.

(a) Ma trận nghịch đảo là  0 1
k21

k1
0

 .

(b) Ma trận nghịch đảo là

0 0 0 1
k4

0 0 1
k3

0

0 1
k2

0 0
1
k1

0 0 0


.

1.4.

(a) Từ các công thức nghịch đảo của ma trận A khi n = 2, 3, 4 trong
các bài tập trên, ta đi đến dự đoán

A−1 =



0 · · · 0 1
kn

0 · · · 1
kn−1

0
... . .

. ...
...

1
k1

· · · 0 0


.

a. Ta tìm A−1 bằng phương pháp khử Gauss-Jordan:
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[A | I] =


0 · · · 0 k1
0 · · · k2 0
... . .

. ...
...

kn · · · 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1


(1)→


kn · · · 0 0
...

. . .
...

...
0 · · · k2 0
0 · · · 0 k1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 · · · 1
...

... . .
. ...

0 1 · · · 0
1 0 · · · 0



(2)→



1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 · · · 1
kn

...
... . .

. ...

0 1
k2

· · · 0
1
k1

0 · · · 0


trong biến đổi (1), ta đã thực hiện các phép biến đổi sơ cấp Hi ↔
Hn+1−i với i <

n + 1
2 , trong biến đổi (2), ta đã thực hiện các phép

biến đổi sơ cấp 1
kn

H1 → H1,
1

kn−1
H2 → H2, ...,

1
k1

Hn → Hn. Ta

thu được công thức của A−1 đã dự đoán bên trên.
Vậy nghịch đảo của ma trận A là

0 0 · · · 1
kn

...
... . .

. ...

0 1
k2

· · · 0
1
k1

0 · · · 0


.

1.82.

(a) Ma trận nghịch đảo là  1
k

0

− 1
k2

1
k

 .



7.4. DẠNG TOÀN PHƯƠNG 401

(b) Ma trận nghịch đảo là

1
k

0 0 0

− 1
k2

1
k

0 0
1
k3 − 1

k2
1
k

0

− 1
k4

1
k3 − 1

k2
1
k


.

1.83.

(a) Từ công thức của A−1 khi n = 2, 3 và 4 bên trên, ta đi đến dự đoán

A−1 =



1
k

0 0 · · · 0 0

− 1
k2

1
k

0 · · · 0 0
1
k3 − 1

k2
1
k

· · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
(−1)n

kn−1
(−1)n−1

kn−2
(−1)n−2

kn−3 · · · 1
k

0
(−1)n+1

kn

(−1)n

kn−1
(−1)n−1

kn−2 · · · − 1
k2

1
k


.

(b) Để tìm A−1, ta khử Gauss-Jordan ma trận [A | I]

k 0 0 · · · 0 0
1 k 0 · · · 0 0
0 1 k · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · k 0
0 0 0 · · · 1 k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · · 0 0
0 1 0 · · · 0 0
0 0 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 1 0
0 0 0 · · · 0 1


.

Thực hiện biến đổi kH2 − H1 → H2, chỉ có hàng 2 thay đổi. Hàng 2
mới là [

0 k2 0 · · · 0 0
∣∣∣ −1 k 0 · · · 0 0

]
.

Thực hiện phép biến đổi kH3 − H2 → H3, chỉ có hàng 3 thay đổi.
Hàng 3 mới là[

0 0 k3 · · · 0 0
∣∣∣ 1 −k k2 · · · 0 0

]
.
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Tiếp tục thực hiện liên tiếp các phép biến đổi kHi − Hi−1 → Hi với
i = 4, 5, ..., n − 1, n. Sau chuỗi biến đổi sơ cấp liên tiếp này, ta thu
được ma trận với nửa bên trái và nửa bên phải lần lượt là các ma
trận 

k 0 0 · · · 0 0
0 k2 0 · · · 0 0
0 0 k3 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · kn−1 0
0 0 0 · · · 0 kn


,



1 0 0 · · · 0 0
−1 k 0 · · · 0 0
1 −k k2 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
(−1)n (−1)n−1k (−1)n−2k2 · · · kn+2 0

(−1)n+1 (−1)nk (−1)n−1k2 · · · −kn+2 kn+1


.

Cuối cùng, thực hiện các phép biến đổi 1
k

H1 → H1,
1
k2 H2 →

H2, ...,
1

kn
Hn → Hn, ta nhận được ma trận

[
I | A−1

]
với ma trận A−1 dự đoán bên trên.

1.84. Khử Gauss-Jordan ma trận [A | I]:

[A | I] =

 0 1 1
1 0 1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1


→

 2 2 2
1 0 1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 1 0
0 0 1

 (
H1 + H2 + H3 → H1

)

→

 2 2 2
0 2 0
0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 −1 1
1 1 −1

 (
H1 − 2H2 → H2
H1 − 2H3 → H3

)

→

 2 0 0
0 2 0
0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 1

1 −1 1
1 1 −1

 (
H1 − H2 − H3 → H1

)
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→


1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1

2
1
2

1
21

2 −1
2

1
21

2
1
2 −1

2


(

1
2Hi → Hi

)

Vậy nghịch đảo của ma trận A là

A−1 = 1
2

 −1 1 1
1 −1 1
1 1 −1

 .

1.85.

(a) Ma trận nghịch đảo là
[

0 1
1 0

]
.

(b) Ma trận nghịch đảo là

1
3


−2 1 1 1

1 −2 1 1
1 1 −2 1
1 1 1 −2

 .

1.86.

(a) Từ công thức của A−1 với n = 2, 3, 4, ta đi đến dự đoán

A−1 = 1
n − 1



2 − n 1 1 · · · 1 1
1 2 − n 1 · · · 1 1
1 1 2 − n · · · 1 1
...

...
...

. . .
...

...
1 1 1 · · · 2 − n 1
1 1 1 · · · 1 2 − n


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(b) Để tìm A−1, khử Gauss-Jordan ma trận [A | I] :

0 1 1 · · · 1 1
1 0 1 · · · 1 1
1 1 0 · · · 1 1
...

...
...

. . .
...

...
1 1 1 · · · 0 1
1 1 1 · · · 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · · 0 0
0 1 0 · · · 0 0
0 0 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 1 0
0 0 0 · · · 0 1


Thực hiện phép biến đổi H1 + H2 + ... + Hn → H1, chỉ có hàng 1 của
ma trận thay đổi. Hàng 1 mới là[

n − 1 n − 1 n − 1 · · · n − 1 n − 1 | 1 1 1 · · · 1 1
]

Tiếp theo, thực hiện các phép biến đổi H1 − (n − 1)Hi → Hi, i =
2, 3, ..., n ta thu được ma trận với nửa bên trái và nửa bên phải lần
lượt là các ma trận

n − 1 n − 1 n − 1 · · · n − 1 n − 1
0 n − 1 0 · · · 0 0
0 0 n − 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · n − 1 0
0 0 0 · · · 0 n − 1




1 1 1 · · · 1 1
1 2 − n 1 · · · 1 1
1 1 2 − n · · · 1 1
...

...
...

. . .
...

...
1 1 1 · · · 2 − n 1
1 1 1 · · · 1 2 − n


.

Thực hiện phép biến đổi H1 − H2 − H3 − ... − Hn → H1,ta thu được
ma trận với nửa bên trái và nửa bên phải lần lượt là các ma trận

n − 1 0 0 · · · 0 0
0 n − 1 0 · · · 0 0
0 0 n − 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · n − 1 0
0 0 0 · · · 0 n − 1


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

2 − n 1 1 · · · 1 1
1 2 − n 1 · · · 1 1
1 1 2 − n · · · 1 1
...

...
...

. . .
...

...
1 1 1 · · · 2 − n 1
1 1 1 · · · 1 2 − n


Cuối cùng, nhân mỗi hàng của ma trận với 1

n − 1, ta thu được ma
trận [

I | A−1
]

với A−1 dự đoán trên.

1.87.

(a) Từ định nghĩa của A,ta thấy J ∈ Mn×n là ma trận có tất cả các
phần tử đều bằng 1. Do đó, tất cả các phần tử của J2 đều là

[
1 1 · · · 1

]
1×n


1
1
...
1


n×1

= n.

Vậy J2 = nJ .
(b) Vì J = A + I và 2 ma trận A, I giao hoán với nhau nên

J2 = (A + I)2 = A2 + 2AI + I2 = A + 2A + I.

Kết hợp với đẳng thức J2 = nJ , ta được

A2 + 2A + I = n(A + I)

Suy ra A2 + (2 − n)A + (1 − n)I = 0.
(c) Ta có

A2 + (2 − n)A + (1 − n)I = 0
⇒ A2 + (2 − n)A = (n − 1)I
⇒ A (A + (2 − n)I) = (n − 1)I
⇒ A

( 1
n − 1 (A + (2 − n)I)

)
= I.

Vậy nghịch đảo của ma trận A là 1
n − 1 (A + (2 − n)I) .
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1.88.

(a) Khử Gauss ma trận A:

A →

 2 −4 2 1 6
0 8 −8 −5 −11
0 1 −1 −1 3


→

 2 −4 2 1 6
0 1 −1 −1 3
0 8 −8 −5 −11


→

 2 −4 2 1 6
0 1 −1 −1 3
0 0 0 3 −35


︸ ︷︷ ︸

B

(b) Tiếp tục biến đổi sơ cấp trên ma trận bậc thang để được ma trận bậc
thang rút gọn

B →

 6 −12 6 0 53
0 3 −3 0 −26
0 0 0 3 −35


→

 6 0 −6 0 −51
0 3 −3 0 −26
0 0 0 3 −35


→

 1 0 −1 0 −17
2

0 1 −1 0 −26
3

0 0 0 1 −35
3



1.89.

(a) Ma trận hệ số mở rộng của hệ phương trình tuyến tính đã cho chính
là ma trận trong bài tập trên. Do đó, dạng bậc thang rút gọn của nó
là  1 0 −1 0 −17

2
0 1 −1 0 −26

3
0 0 0 1 −35

3


Vậy nghiệm của hệ phương trình đã cho là

x1 = t − 17
2 , x2 = t − 26

3 , x3 = t, x4 = −35
3

với t ∈ R bất kỳ.
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(b) Ma trận hệ số mở rộng của hệ phương trình tuyến tính đã cho là ma
trận con gồm 4 cột đầu tiên của ma trận A trong bài tập trước. Do
đó, dạng bậc thang của nó là 2 −4 2 1

0 1 −1 −1
0 0 0 3


Suy ra, hệ phương trình đã cho vô nghiệm.

(c) Ma trận hệ số mở rộng của hệ phương trình tuyến tính đã cho là ma
trận con gồm 3 cột đầu tiên của ma trận A trong bài tập trước. Do
đó, dạng bậc thang của nó là 2 −4 2

0 1 −1
0 0 0


Hệ đã cho có nghiệm duy nhất x1 = −1, x2 = −1.

(d) Ma trận hệ số mở rộng của hệ phương trình tuyến tính đã cho là ma
trận con gồm bốn cột 1, 2, 4 và 5 của ma trận A trong bài tập trước.
Do đó, dạng bậc thang rút gọn của nó là 1 0 0 −17

2
0 1 0 −26

3
0 0 1 −35

3


Vậy hệ đã cho có nghiệm duy nhất x1 = −17

2 , x2 = −26
3 , x3 = −35

3 .

1.90. Khử Gauss-Jordan ma trận hệ số mở rộng của hệ phương trình đã
cho, ta được ma trận bậc thang rút gọn[

1 0 1 3
0 1 1 5

]

Do đó, các nghiệm thực của hệ phương trình đã cho là

x = −t + 3, y = −t + 5, z = t,

với t ∈ R. Nghiệm này là nghiệm nguyên dương khi và chỉ khi

t ∈ Z, t > 0, −t + 3 > 0, −t + 5 > 0
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Do đó t = 1 hoặc t = 2. Vậy, hệ đã cho có đúng hai nghiệm nguyên dương
là (2, 4, 1) và (1, 3, 2).

1.91. Khử Gauss ma trận đã cho:

A →

 a b 0 2
0 2 a b
0 b − 4 −a −2


→

 a b 0 2
0 2 a b
0 0 a(b − 2) (b − 2)2


Xét các trường hợp sau đây.

� Trường hợp 1: a ̸= 0, b ̸= 2. Hệ đã cho có nghiệm duy nhất

x1 = 2 − b

a
, x2 = 1, x3 = b − 2

a
.

� Trường hợp 2: a ̸= 0, b = 2. Các nghiệm của hệ đã cho là

x1 = t, x2 = −at

2 + 1, x3 = t

với t ∈ R bất kì.

� Trường hợp 3: a = 0 0 b 0 2
0 2 0 b
0 0 0 (b − 2)2

 →

 0 2 0 b
0 b 0 2
0 0 0 (b − 2)2


→

 0 2 0 b
0 0 0 (b − 2)(b + 2)
0 0 0 (b − 2)2


Xét hai trường hợp nhỏ sau. Nếu b = 2 thì các nghiệm của hệ phương
trình đã cho là

x1 = t, x2 = 1, x3 = s

với t, s ∈ R tùy ý. Nếu b ̸= 2 thì hệ phương trình đã cho vô nghiệm.
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1.92. Để có thể thực hiện phép nhân AKB, ma trận K có cỡ 2 × 2:

K =
[

a b
c d

]

Khi đó

AKB =

 2b + 8d a + 4c −a − 4c
6d − 4b 3c − 2a 2a − 3c
2b − 4d a − 2c 2c − a


Biến đổi tương đương phương trình ma trận AKB = C thành hệ phương
trình tuyến tính rồi giải hệ này, ta được nghiệm duy nhất

a = 1, b = 2, c = 3, d = 4

Vậy ma trận K cần tìm là
[

1 2
3 4

]
.

1.93.

(a) Phương trình có nghiệm duy nhất

X =

 −1 5
3 −4
0 2


(b) Phương trình vô nghiệm.

1.94. Cỡ của ma trận X là 2 × 2:

X =
[

a b
c d

]

Rút gọn vế trái của phương trình ma trận đã cho, rồi biến đổi tương
đương nó thành một hệ phương trình tuyến tính và giải hệ này, ta thu
được nghiệm duy nhất

a = −1, b = 1, c = 3, d = −2.

Vậy ma trận X cần tìm là [
−1 1

3 −2

]
.
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1.95. Ta thấy

A + B = A + BA−1A = (I + BA−1)A

Vì A + B = (I + BA−1)A và A khả nghịch nên A + B khả nghịch khi và
chỉ khi I + BA−1 khả nghịch.

1.96. Nhân cả hai vế với (x−3)2(x2 +1) rồi đồng nhất hệ số của hai vế để
thu được một hệ phương trình tuyến tính của a, b, c, d. Hệ này có nghiệm
duy nhất

a = 2, b = −3, c = 2, d = −1.

1.4. Vì g(x) ∈ P3 nên

g(x) = a + bx + cx2 + dx3

với a, b, c, d ∈ R. Từ các đẳng thức đã cho, ta thu được một hệ 4 phương
trình tuyến tính của các ẩn a, b, c, d. Giải hệ này, ta được nghiệm duy nhất

a = 3, b = 1, c = −5, d = 2.

Vậy g(x) = 3 + x − 5x2 + 2x3.

1.98. Từ các điều kiện cho trong đề bài, ta lập được một hệ phương trình
của các ẩn a, b, c. Hệ này có nghiệm duy nhất

a = 2, b = 1, c = −5.

1.99. Điều phải chứng minh có thể phát biểu lại là

AB = BA ⇔ AB−1 = B−1A.

Giả sử AB = BA. Khi đó

1.100. Ta có
A3 − 2A2 + 3A + 5I = 0 ⇒ A3 − 2A2 + 3A = −5I

⇒ A
(
A2 − 2A + 3I

)
= −5I

⇒ A
(
−1

5A2 + 2
5A − 3

5I
)

= I.

Do đó, A khả nghịch với nghịch đảo A−1 là −1
5A2 + 2

5A − 3
5I.
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Chương 2

2.1.

(a) Ta có det(A) = (3)(4) − (3)(2) = 2. Vì det(A) ̸= 0 nên A khả nghịch.
Nghịch đảo của A là

A−1 = 1
2

[
4 −5

−2 3

]
=
[

2 −5
2

−1 3
2

]
.

(b) Ta có det(B) = (3)(2) − (1)(6) = 0.Vì det(B) = 0 nên B không khả
nghịch.

(c) Ta có det(C) = (
√

2)(
√

3) − (
√

6)(
√

4) = −3
√

6. Vì det(C) ̸= 0 nên
C khả nghịch. Nghịch đảo của C là

C−1 = 1
−3

√
6

[ √
3 −

√
6

−4
√

2

]
=
[

− 1
3
√

2
1
3

4
3
√

6
1

3
√

3

]
.

2.2. (a) Khai triển Laplace theo hàng 2, ta được

det (A) = −(1)
∣∣∣∣∣3 −4
2 5

∣∣∣∣∣− (1)
∣∣∣∣∣3 3
1 2

∣∣∣∣∣
= −23 − 6
= −26.

(b) Khai triển Laplace theo cột 2, ta được

det (B) = (−3)

∣∣∣∣∣∣∣
3 3 5
2 2 −2
2 10 2

∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
M33

− (3)

∣∣∣∣∣∣∣
3 3 5
2 2 −2
4 1 0

∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
M43

.

Ta tính định thức M33 bằng cách khai triển Laplace theo cột 1

M33 = 3
∣∣∣∣∣ 2 −2

10 2

∣∣∣∣∣− 2
∣∣∣∣∣ 3 5

10 2

∣∣∣∣∣+ 2
∣∣∣∣∣ 3 5

2 −2

∣∣∣∣∣
= 3 (24) − 2 (−44) + 2 (−16)
= 128.
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Tiếp theo, tính M43 bằng cách khai triển Laplace theo hàng 3

M43 = 4
∣∣∣∣∣ 3 5

2 −2

∣∣∣∣∣− 1
∣∣∣∣∣ 3 5

2 −2

∣∣∣∣∣
= 4 (−16) − (−16)
= −48.

Vậy
det (B) = −3 (128) − 3 (−48) = −240.

2.3.

(a) Định thức bằng −35.
(b) Định thức bằng 42.
(c) Định thức bằng −9.
(d) Định thức bằng 30.
(e) Định thức bằng −72.

2.4.

(a) Định thức bằng 60.
(b) Định thức bằng −5.
(c) Định thức bằng −6.
(d) Định thức bằng 0.
(e) Định thức bằng 30.

2.5. Định thức bằng −k3 + 8k2 + 10k − 95.

2.6. Hai ma trận A và B giao hoán với nhau khi và chỉ khi AB = BA. Ta
có

AB =
[

a b
0 c

] [
d e
0 f

]
=
[

ad ae + bf
0 cf

]

BA =
[

d e
0 f

] [
a b
0 c

]
=
[

ad bd + ce
0 cf

]
.
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Do đó
AB = BA ⇔ ae + bf = bd + ce

⇔ b(d − f) − e(a − c) = 0

⇔
∣∣∣∣∣ b a − c

e d − f

∣∣∣∣∣ = 0.

2.7. Giả sử A =
[
a b
c d

]
. Ta có

det(A) = ad − bc, tr(A) = a + d.

Mặt khác

A2 =
[

a b
c d

] [
a b
c d

]
=
[

a2 + bc ab + hd
ac + db bc + d2

]
,

Suy ra
tr(A2) = a2 + bc + bc + d2 = a2 + 2bc + d2.

Thay vào công thức của tr(A) và tr(A2) vào vế phải của đẳng thức cần
chứng minh, ta được∣∣∣∣∣ tr(A) 1

tr
(
A2) tr(A)

∣∣∣∣∣ = [tr(A)]2 − tr
(
A2
)

= (a + d)2 −
(
a2 + 2bc + d2

)
= 2(ad − bc)
= 2 det(A).

Ta thu được công thức mong muốn.

2.8. Giả sử A là một ma trận vuông cỡ 3 × 3,det(A) ̸= 0. Vì det(A) ̸= 0
nên mỗi hàng và mỗi cột của ma trận A đều có ít nhất một phần tử khác
không. Suy ra, A có ít nhất 3 phần tử khác không. Nói cách khác, ma trận
A có không quá 6 phần tử bằng không.

Để chứng minh ma trận A có nhiều nhất 6 phần tử bằng không, ta cần
chỉ ra tồn tại về ma trận A có 6 phần tử bằng không và định thức khác
không. Ma trận đơn vị là một ví dụ như thế1 0 0

0 1 0
0 0 1

 .
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2.9. Vì det(A) ̸= 0 nên mỗi hàng và mỗi cột của A có ít nhất một phần
tử khác không. Theo giả thiết, ma trận A gồm sáu sô 0 và ba số 1. Do đó,
ba số 1 sẽ phân bố trên ma trận sao cho mỗi hàng và mỗi cột đều có một
số 1. Một ví dụ của ma trận kiểu này0 1 0

0 0 1
1 0 0

 .

Định thức của ma trận này là 1.
Giả sử các phần tử nhận giá trị 1 của ma trận là a1i, a2j , a3k trong đó
(i, j, k) là một hoán vị của bộ ba (1, 2, 3). Ta có sáu hoán vị của bộ ba này
là

(1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 3, 1), (2, 1, 3), (3, 1, 2), (3, 2, 1).
Sáu ma trận tương ứng là1

1
1

 ,

1
1

1

 ,

 1
1

1

 ,

 1
1

1

 ,

 1
1

1

 ,

 1
1

1

 .

Định thức của các ma trận vuông lần lượt là

1, −1, −1, 1, 1, −1

Bây giờ, với mỗi ma trận, ta xác định số giao điểm của ba đoạn thẳng mô
tả trong đề bài.
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Số giao điểm (tính cả bội) lần lượt là

0, 1, 1, 2, 2, 3.

Ta thấy định thức là 1 nếu số giao điểm là chẵn, và định thức là −1 nếu
số giao điểm là lẻ.

2.10. Giả sử A là một ma trận vuông cỡ n × n, det(A) ̸= 0. Vì det(A) ̸= 0
nên mỗi hàng và mỗi cột của ma trận A đều có ít nhất một phần tử khác
không. Suy ra, A có ít nhất n phần tử khác không. Nói cách khác, ma trận
A có không quá n2 − n phần tử bằng không.

Để chứng minh ma trận A có nhiều nhất n2 − n phần tử bằng không, ta
chỉ cần chỉ ra tồn tại về ma trận A có n2 phần tử bằng không và định thức
khác không. Ma trận đơn vị là mộ ví dụ như thế

1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

 .

2.11. Ta chứng minh khẳng định bằng cách quy nạp theo cỡ của ma trận

A = [aij ]n×n .

Khi n = 1, A = [a11] , suy ra det(A) = a11 là một số nguyên. Giả sử khẳng
định của đề bài đúng với các ma trận cỡ n − 1. Tính định thức của ma
trận vuông A cỡ n × n bằng cách khai triển Laplace theo hàng một

det(A) = a11M11 − a12M12 + a13M13 − · · · + (−1)1+na1nM1n,

trong đó M1j là định thức con ứng với vị trí (1, j) của ma trận A. Theo
định nghĩa, M1j là định thức của ma trận con cỡ (n − 1) × (n − 1) của A
thu được bằng cách xóa bỏ hàng 1 và cột j. Theo giả thiết quy nạp, M1j

là số nguyên. Do đó, det(A) là một số nguyên. Theo nguyên lý quy nạp,
ta có điều phải chứng minh.

2.12. Ba điểm A, B, và C thẳng hàng khi và chỉ khi hai vec tơ −−→
AB và −→

AC
cùng phương với nhau. Ta có

−−→
AB = (x2 − x1, y2 − y1), −→

AC = (x3 − x1, y3 − y1).
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Do đó −−→
AB cùng phương −→

AC ⇔ x2 − x1
x3 − x1

= y2 − y1
y3 − y1

⇔
∣∣∣∣∣ x2 − x1 y2 − y1

x3 − x1 y3 − y1

∣∣∣∣∣ = 0.

So sánh định thức này với định thức trong đề bài, ta đi đến cách tính định
thức trong đề bài bằng cách lấy (−1) lần hàng một cộng vào các hàng hai
và ba, rồi khai triển phần bù đại số theo cột ba:∣∣∣∣∣∣∣

x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1

x2 − x1 y2 − y1 0
x3 − x1 y3 − y1 0

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ x2 − x1 y2 − y1

x3 − x1 y3 − y1

∣∣∣∣∣ .
Từ các lập luận trên, ta có điều phải chứng minh.

2.13. Điểm (x, y) thuộc đường thẳng đi qua hai điểm (a1, b1) và (a2, b2)
khi và chỉ khi ba điểm (x, y), (a1, b1) và (a2, b2) thẳng hàng. Theo bài tập
trên, điều này tương đương với∣∣∣∣∣∣∣

x y 1
a1 b1 1
a2 b2 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Phương trình này chính là phương trình của đường thẳng đi qua hai điểm
(a1, b1) và (a2, b2).

2.14.

(a) Định thức bằng 66.
(b) Định thức bằng 17.

2.15.

(a) Định thức bằng −2.
(b) Định thức bằng −39.

2.16.
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1. Định thức là −24.
2. Định thức là 100.
3. Định thức là −40.
4. Định thức là 9.
5. Định thức là 54.

2.17.

(a) Định thức cần tính thu được từ định thức ban đầu sau khi đổi chỗ
hai hàng hai lần. Do đó, định thức cần tính bằng 7.

(b) Định thức cần tính bằng (4)(−1)(−3) lần định thức ban đầu. Do đó,
định thức cần tính bằng 84.

(c) Định thức bằng 7.

(d) Định thức bằng 21.

2.18. Ta có

V3 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

x1 x2 x3
x2

1 x2
2 x2

3

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 x2 − x1 x3 − x1
0 x2

2 − x2x1 x2
3 − x3x1

∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)1+1(1)

∣∣∣∣∣ x2 − x1 x3 − x1
x2

2 − x2x1 x2
3 − x3x1

∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣ x2 − x1 x3 − x1

x2(x2 − x1) x3(x3 − x1)

∣∣∣∣∣
= (x2 − x1)(x3 − x1)

∣∣∣∣∣ 1 1
x2 x3

∣∣∣∣∣
Nhận xét rằng

∣∣∣∣∣ 1 1
x2 x3

∣∣∣∣∣chính là định thức Vandermonde cỡ 2 × 2 đối với

2 biến x2, x3. Nó có giá trị là (x3 − x2). Vậy

V3 = (x2 − x1)(x3 − x1)(x3 − x2).
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2.19. Tính định thức V4 sử dụng định thức V3 tương tự như cách ta đã
tính V3 sử dụng V2 trong bài tập trên.

V4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

x1 x2 x3 x4
x2

1 x2
2 x2

3 x2
4

x3
1 x3

2 x3
3 x3

4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2)=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
0 x2 − x1 x3 − x1 x4 − x1
0 x2

2 − x2x1 x2
3 − x3x2 x2

4 − x4x3
0 x3

2 − x2
2x1 x2

3 − x2
3x1 x2

4 − x2
4x1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Để có đẳng thức (2),ta đã lấy (−x1) lần hàng 3 cộng vào hàng 4, rồi lấy
(−x1) lần hàng 2 cộng vào hàng 3, rồi lấy (−x1) lần hàng 1 cộng vào hàng
2. Tiếp theo, khai triển Laplace theo cột 1, ta được

V4 = (−1)1+1(1)

∣∣∣∣∣∣∣
x2 − x1 x3 − x1 x4 − x1

x2
2 − x2x1 x2

3 − x3x2 x2
4 − x4x3

x3
2 − x2

2x1 x3
3 − x2

3x1 x3
4 − x2

4x1

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
x2 − x1 x3 − x1 x4 − x1

x2(x2 − x1) x3(x3 − x1) x4(x4 − x1)
x2

2(x2 − x1) x2
3(x3 − x1) x2

4(x4 − x1)

∣∣∣∣∣∣∣
= (x2 − x1)(x3 − x1)(x4 − x1)

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

x2 x3 x4
x2

2 x2
3 x2

4

∣∣∣∣∣∣∣
Định thức cỡ 3 còn phải tính chính là định thức V3 đối với các biến
x2, x3, x4. Ta nhận được công thức mong muốn của V4.

2.20.

(a) Từ các định thức V2, V3 và V4 trên, ta đi đến dự đoán

Vn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1
x1 x2 x3 · · · xn

x2
1 x2

2 x2
3 · · · x2

n
...

...
...

. . .
...

xn−1
1 xn−1

2 xn−1
3 · · · xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
n⩾i>j⩾1

(xi − xj).

(b) Để chứng minh công thức dự đoán bên trên cho định thức Vn,ta sẽ sử
dụng các phép biến đổi sơ cấp theo hàng và khai triển Laplace như
cách đã tính V3 qua V2 và V4 qua V3 bên trên. Ta có



7.4. DẠNG TOÀN PHƯƠNG 419

(c)

Vn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1
0 x2 − x1 x3 − x1 · · · xn − x1
0 x2

2 − x2x1 x2
3 − x3x2 · · · x2

n − xnx1
...

...
...

. . .
...

0 xn−1
2 − xn−2

2 x1 xn−1
3 − xn−2

3 x1 · · · xn−1
n − xn−2

n x1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Để có đẳng thức này, ta đã lấy (−x1) lần hàng i cộng vào hàng i + 1
với i lần lượt là n − 1, n − 2, . . . , 1.

Vn = (−1)1+1(1)(x2−x1)(x3−x1)(xn−x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1

x2 x3 · · · xn

...
...

. . .
...

xn−1
2 xn−1

3 · · · xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Định thức còn lại cần phải tính chính là Vn−1 đối với các biến
x2, x1, . . . , xn. Do vậy, theo nguyên lý quy nạp, ta có kết luận mong
muốn.

2.21. khai triển Laplace theo hàng 1, ta được

D2 =
∣∣∣∣∣ 0 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ = (−1)1+2a12a21 = −a12a21

D3 =

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 a13
0 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)1+3a13

∣∣∣∣∣ 0 a22
a31 a32

∣∣∣∣∣
= (−1)1+3a13(−1)1+2a22a31
= −a13a22a31

và

D4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 a14
0 0 a23 a24
0 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)1+4a14

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 a13
0 a32 a33

a41 a42 a43

∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)1+4a14(−1)1+3a23

∣∣∣∣∣ 0 a32
a41 a42

∣∣∣∣∣
= (−1)1+4a14(−1)1+3a23(−1)1+2a32a41
= a14a23a22a41
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2.22. Ta tính định thức của ma trận tam giác dưới đối với đường chéo
phụ bằng cách thực hiện liên tiếp khai triển Laplace theo hàng 1 như sau

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 · · · 0 0 a1,n

0 · · · 0 a2,n−1 a2,n

0 · · · a3,n−2 a3,n−1 a3,n

... . .
. ...

...
...

an1 · · · an,n−2 an,n−1 an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)1+na1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 · · · 0 a2,n−1
0 · · · a3,n−2 a3,n−1
... . .

. ...
...

an1 · · · an,n−2 an,n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)1+na1,n(−1)1+(n−1)a2,n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 · · · a3,n−2
... . .

. ...
an1 · · · an,n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= . . .

= (−1)1+na1,n(−1)1+(n−1)a2,n−1(−1)1+(n−2)a3,n−2 · · · (−1)1+2an−1,2an,1.

Do đó

Dn = (−1)n+1(−1)n(−1)n−1 · · · (−1)3a1,na2,n−1a3,n−2 · · · an−1,2an,1

Mặt khác (n + 1) + n + (n − 1) + · · · + 3 = (n−1)(n+4)
2 . Vậy

Dn = (−1)
(n−1)(n+4)

2 a1,na2,n−1a3,n−2 · · · an−1,2an,1.

2.24. Quan sát các định thức này, ta thấy tổng các phần tử trên mỗi cột
đều giống nhau. Do đó, ta sẽ cộng tất cả các hàng vào hàng 1 rồi đưa phần
tử chung của hàng 1 mới ra ngoài định thức. Hàng 1 mới gồm toàn 1. Tiếp
theo, ta sử dụng phần tử 1 đầu tiên khử đi các phần tử 1 còn lại của hàng
này. ∣∣∣∣∣ a b

b a

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ a + b a + b

b a

∣∣∣∣∣ = (a + b)
∣∣∣∣∣ 1 1

b a

∣∣∣∣∣
= (a + b)

∣∣∣∣∣ 1 0
b a − b

∣∣∣∣∣ = (a + b)(a − b).
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a b b
b a b
b b a

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
a + 2b a + 2b a + 2b

b a b
b b a

∣∣∣∣∣∣∣
= (a + 2b)

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
b a b
b b a

∣∣∣∣∣∣∣
= (a + 2b)

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0
b a − b 0
b 0 a − b

∣∣∣∣∣∣∣
= (a + 2b)(a − b)2.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b b b
b a b b
b b a b
b b b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a + 3b a + 3b a + 3b a + 3b

b a b b
b b a b
b b b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a + 3b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
b a b b
b b a b
b b b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a + 3b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
b a − b 0 0
b 0 a − b 0
b 0 0 a − b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a + 3b)(a − b)3.

2.25.

(a) Từ các định thức trong ý (a), ta đi đến dự đoán

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b b · · · b
b a b · · · b
b b a · · · b
...

...
...

. . .
...

b b b · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= [a + (n − 1)b] (a − b)n−1.
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(b) Định thức Dn được tính tương tự các định thức D2, D3, D4 bên trên.

Dn = [a + (n − 1)b]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1
b a b · · · b
b b a · · · b
...

...
...

. . .
...

b b b · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= [a + (n − 1)b]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · · 0
b a − b 0 · · · 0
b 0 a − b · · · 0
...

...
...

. . .
...

b 0 0 · · · a − b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= [a + (n − 1)b](a − b)n−1.

2.26. Ký hiệu hệ vec tơ hàng của A lần lượt là r1, r2, . . . , rn. Khi đó, hệ
véctơ hàng của B là rn, rn−1, . . . , r1. Do đó, B thu được từ A sau một số
phép đổi chỗ hai hàng một cách thích hợp. Với n = 2, 3, 4, ta hàm như sau

[
r1
r2

]
H1↔H2−−−−−→

[
r2
r1

]
,

 r1
r2
r3

 H1↔H3−−−−−→

 r3
r2
r1

 ,


r1
r2
r3
r4

 H1↔H4−−−−−→
H2↔H3


r4
r3
r2
r1

 .

Một cách tổng quát, ta thu được B từ A sau khi thực hiện các phép biến
đổi hàng Hi ↔ Hj với i + j = n + 1, i < j. Số lần đổi chỗ hai hàng là

⌊
n
2
⌋

trong đó ⌊−⌋ là hàm phần nguyên.

⌊
n

2

⌋
=
{

n
2

n−1
2

nếu n chẵn,
nếu n lẻ.

Do vậy,
det(A) = (−1)⌊

n
2 ⌋ det(B).

2.27.
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(a) Định thức bằng không vì cột 2 và cột 4 tỉ lệ với nhau. Cụ thể hơn,
sau khi thực hiện đổi −2C4 + C2 → C2,giá trị của định thức không
thay đổi, nhưng định thức mới bằng không vì cột 2 của nó gồm toàn
không.

(b) Định thức bằng không vì tổng các phần tử trong mỗi hàng đều bằng
không. Cụ thể hơn, sau khi thực hiện phép biến đổi C1 + C2 + C3 +
C1 + C5 → C5,giá trị của định thức không thay đổi nhưng định thức
mới bằng không vì cột 5 của nó gồm toàn không.

2.28. Định thức thứ nhất bằng tích của hai định thức∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0
1 8 2

−1 3 2

∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣

3 0 0
4 1 0

−3 7 2

∣∣∣∣∣∣∣ .
Giá trị của các định thức này lần lượt là 2 và 6. Do đó, định thức thứ nhất
trong hai định thức cần tính là 12. Tính toán tương tự cho định thức cần
tính thứ hai. Giá trị của định thức này là 1.

2.29.

(a) Đúng. Mỗi lần đổi chỗ hai cột, định thức đổi dấu.
(b) Đúng. Sau mỗi phép biến đổi aHi → Hi,định thức được nhân với a.

(c) Sai. Phép biến đổi aHi + Hj → Hj , i ̸= j,không làm thay đổi định
thức.

(d) Đúng. Phép biến đổi −H1 − H3 + H6 → H6 không làm thay đổi định
thức nhưng định thức mới bằng không vì hàng 6 của nó gồm toàn
không.

(e) Đúng. Nếu các phần phụ đại số đều bằng không thì ma trận liên hợp
cũng bằng không. Ngoài ra

A[adj(A)] = det(A)I.

(f) Sai. Định thức của một ma trận tam giác là tích các phần tử trên
đường chéo của nó.

(g) Đúng. Định thức có tính chất nhân tức là

det(AB) = det(A) det(B)

với mọi cặp ma trận vuông cùng cỡ A và B.
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2.30.

(a) Định thức của ma trận bằng −1. Vì định thức khác không nên ma
trận khả nghịch.

(b) Định thức của ma trận bằng 0. Vì định thức bằng không nên ma trận
không khả nghịch.

2.31.

(a) Định thức của ma trận bằng 8k + 8. Do đó, ma trận khả nghịch khi
và chỉ khi 8k + 8 ̸= 0, tức là k ̸= −1.

(b) Định thức của ma trận bằng 2 − 4k. Do đó, ma trận khả nghịch khi
và chỉ khi 2 − 4k ̸= 0, tức là k ̸= 1

2 .

2.32.

(a) Tập hợp các giá trị cần tìm của a là R \ {1}.
(b) Tập hợp các giá trị cần tìm của a là R \

{
3, 1

2

}
.

(c) Tập hợp các giá trị cần tìm của a là R \
{

−4, −3
2

}
.

(d) Tập hợp các giá trị cần tìm của a là R \
{

−1, −1−
√

5
2 , −1+

√
5

2

}
.

(e) Tập hợp các giá trị cần tìm của a là R \ {−1}.

2.33.
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(a) Sử dụng thuật toán Gauss - Jordan

[A|I] =

 2 5 5 1 0 0
2 4 3 0 1 0
1 1 0 0 0 1



→

 2 5 5 1 0 0
0 1 2 1 −1 0
0 3 5 1 0 −2



→

 2 0 −5 −4 5 0
0 1 2 1 −1 0
0 0 1 2 −3 2



→

 2 0 0 6 −10 10
0 1 0 −3 5 −4
0 0 1 2 −3 2



→

 1 0 0 3 −5 5
0 1 0 −3 5 −4
0 0 1 2 −3 2

 .

Vậy nghịch đảo của ma trận A là

A−1 =

 3 −5 5
−3 5 −4

2 −3 2

 .

(b) Các phần bù đại số của A ứng với các vị trí ở hàng 1 là

C11 = (−1)1+1
∣∣∣∣∣ 4 3

1 0

∣∣∣∣∣ = −3, C12 = (−1)1+2
∣∣∣∣∣ 2 3

1 0

∣∣∣∣∣ = 3,

C13 = (−1)1+3
∣∣∣∣∣ 2 4

1 1

∣∣∣∣∣ = −2

Định thức của A là

det(A) = 2C11 + 5C12 + 5C13
= 2(−3) + 5(3) + 5(−2) = −1.

Vì det(A) ̸= 0nên A khả nghịch. Các phần bù đại số còn lại của A là

C21 = (−1)2+1
∣∣∣∣∣ 5 5

1 0

∣∣∣∣∣ = 5, C22 = (−1)2+2
∣∣∣∣∣ 2 5

1 0

∣∣∣∣∣ = −5,
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C23 = (−1)2+3
∣∣∣∣∣ 2 5

1 1

∣∣∣∣∣ = 3, C31 = (−1)3+1
∣∣∣∣∣ 5 5

4 3

∣∣∣∣∣ = −5,

C32 = (−1)3+2
∣∣∣∣∣ 2 5

2 3

∣∣∣∣∣ = 4, C33 = (−1)3+3
∣∣∣∣∣ 2 5

2 4

∣∣∣∣∣ = −2.

Vậy nghịch đảo của ma trận A là

A−1 = 1
det(A)adj(A) = 1

−1

 −3 3 −2
5 −5 3

−5 4 −2


T

=

 3 −5 5
−3 5 −4

2 −3 2

 .

(c)

2.34.

(a) Nghịch đảo của ma trận đã cho là

 5
28 − 1

28
13
282

7
1
7

1
7

− 1
14

3
14

3
14

.

(b) Nghịch đảo của ma trận đã cho là

 2 0 −1
1
2 −1

2 0
3 0 −1

.

(c) Nghịch đảo của ma trận đã cho là

 1 2 2
3

−1
2 −3

2 −1
31

2
1
2 0

.

(d) Nghịch đảo của ma trận đã cho là

 −3 −2 0
3 9

5 −1
5

1 4
5 −1

5

.

(e) Nghịch đảo của ma trận đã cho là

 1
8 −5

8
3
81

4
3
4 −1

43
8

9
8 −7

8

.

2.35. Các phần phụ đại số của A ứng với các vị trí ở hàng 3 là

C31 = −14, C32 = −6, C33 = 2.
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Định thức của ma trận A là

det(A) = aC31 + 0C32 + 2C33 = −14a + 4.

Ma trận A khả nghịch khi và chỉ khi det(A) ̸= 0,tức là a ̸= 2
7 .

Bây giờ, giả sử a ̸= 2
7 . Để tìm nghịch đảo của A sử dụng ma trận liên hợp,

ta cần tính các phần bù đại số còn lại của A. Ta có

C11 = 2, C12 = 3a, C13 = −a, C21 = 6, C22 = −5a + 4, C23 = −3a.

Vậy nghịch đảo của ma trận A là

A−1 = 1
det(A)adj(A) = 1

−14a+4

 2 3a −a
6 −5a + 4 −3a

−14 −6 2


T

= 1
14a−4

 −2 −6 14
−3a 5a − 4 6

a 3a 2

 .

2.36.

(a) Ma trận hệ số và định thức của nó là

A =
[

3 1
7 −2

]
, det(A) = −13.

Theo định lý Cramer, hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất
xi = det(Ai)

det(A) trong đó

A1 =
[

5 1
3 −2

]
, A2 =

[
3 5
7 3

]
.

Vì det(A1) = −13, det(A2) = −26 nên x1 = 1, x2 = 2.

(b) Định thức ma trận hệ số A là det(A) = 18. Theo định lý Cramer, hệ
phương trình đã cho có nghiệm duy nhất xi = det(Ai)

det(A) . Vì det(A1) =
−33, det(A2) = −39, det(A3) = −12nên

x1 = −11
6 , x2 = −13

6 , x3 = −2
3 .
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2.37.

(f).

(a) det(2A) = 2n det(A).
(b) det(A3) = [det(A)]3.

(c) det(4A−1) = 4n det(A−1) = 4n

det(A) .

(d) det(−A) = det((−1)A) = (−1)n det(A).

(e) det((4A)−1) = 1
det(4A) = 1

4n det(A) .

(f) det(3AT ) = 3n det(AT ) = 3n det(A).

2.39. Sử dụng tính chất nhân của định thức và định thức của ma trận
chuyển vị, ta có

det(AT A) = det(AT ) det(A) = det(A) det(A) = [det(A)]2.

Do đó
A khả nghịch ⇔ det(A) ̸= 0

⇔ [det(A)]2 ̸= 0
⇔ det(AT A) ̸= 0
⇔ AT A khả nghịch.

2.40. Vì det(A) = 1 ̸= 0 nên theo định lý Cramer, hệ phương trình đã cho
có nghiệm duy nhất

xi = det(Ai)
det(A) = det(Ai), i = 1, 2, . . . , n

trong đó Ai là ma trận thu được từ A khi thay thế cột thứ i của A bởi vec
tơ cột b.

Vì A và b gồm toàn hệ số nguyên nên các ma trận A1, A2, . . . , An đều là
các ma trận hệ số nguyên. Do đó, các định thức det(Ai) cùng là số nguyên.
Vậy nghiệm duy nhất của hệ phương trình trên là một nghiệm nguyên.
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2.46. Sử dụng các phép biến đổi sơ cấp và khai triển Laplace, ta có∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
4 3 2 1
2 1 −1 3
1 1 2 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
0 −5 −10 −15
0 −3 −7 −5
0 −1 −1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)1+1(1)(−5)

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

−3 −7 −5
−1 −1 3

∣∣∣∣∣∣∣
= (−5)

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3
0 −1 4
0 1 6

∣∣∣∣∣∣∣
= (−5)(−1)1+1(1)

∣∣∣∣∣ −1 4
1 6

∣∣∣∣∣
= (−5)(−10)
= 50.

2.47.

(a) Định thức bằng 0.

(b) Định thức bằng −36.

2.48. Vì A phản đối xứng nên AT = A. Suy ra

det(AT ) = det(−A).

Ta có det(AT ) = det(−A) và det(−A) = (−1)n det(A). Do đó

det(A) = (−1)n det(A). (7)

1. Vì n lẻ nên (−1)n = −1. Ta được det(A) = (−1) det(A). Suy ra
det(A) = 0, tức ma trận A không khả nghịch.

2. Bây giờ giả sử n chẵn. Khi đó (−1)n = 1. Đẳng thức 7 đúng một cách
hiển nhiên và không cho ta thông tin gì về det(A).
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Thực ra, det(A) có thể khác không. Ví dụ: A =
[

0 1
−1 0

]
là một ma trận

phản đối xứng cỡ 2 × 2 với định thức là 1. Với n chẵn tùy ý, xét ma trận
A với các phần tử ngoài đường chéo phụ bằng không còn các phần tử trên
đường chéo phụ, kể từ trái qua phải là

−1, −1, · · · , −1, 1, 1, · · · , 1

với n

2 số −1,
n

2 số 1. Đây là một ma trận phản đối xứng với định thức là

(−1)
n

2 .

2.49.

1. Ma trận nghịch đảo là

 −1
6

1
91

6
1
9

 .

2. Ma trận nghịch đảo là


1
8

−1
8

−3
81

8
5
24

−1
241

4
−7
12

−1
12

 .

2.50. Định thức của các ma trận

A =
[

cos θ sin θ
sin θ − cos θ

]
, A1 =

[
x sin θ
y − cos θ

]
, A2 =

[
cos θ x
sin θ y

]

lần lượt là
−1, −x cos θ − y sin θ, y cos θ − x sin θ.

Vì det(A) ̸= 0 nên theo định lí Cramer, hệ phương trình tuyến tính đã cho
có nghiệm duy nhất

x′ = det(A1)
det(A) = x cos θ + y sin θ, y′ = det(A3)

det(A) = x sin θ − y cos θ.



7.4. DẠNG TOÀN PHƯƠNG 431

2.51. Khử Gauss ma trận hệ số mở rộng của hệ phương trình tuyến tính
đã cho 1 1 α 0

1 1 β 0
α β 1 0

 −→

 1 1 α 0
0 0 β − α 0
0 β − α 1 − α2 0

 −→

 1 1 α 0
0 β − α 1 − α2 0
0 0 β − α 0


Ta có

β − α = 0 ⇔ α = β, 1 − α2 = 0 ⇔ α = ±1.

Ta có các trường hợp sau đây

� Trường hợp 1: α ̸= β Hệ phương trình đã cho chỉ có nghiệm tầm
thường x = y = z = 0.

� Trường hợp 2: α = β và α ̸= ±1.Các nghiệm của hệ phương trình đã
cho là x = −t,y = t,z = 0 với t ∈ R bất kì.

� Trường hợp 3: α = β và α = ±1.Các nghiệm của hệ phương trình đã
cho là x = −t − αs,y = t,z = s với t, s ∈ R tùy ý.

2.52. Ta có

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣
= a11

∣∣∣∣∣ a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣∣ a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣∣ a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣∣
= a11a22a33 − a11a23a32 − a12a21a33 + a12a23a31

+a13a21a32 − a13a22a31.

Vì các aij đều bằng 0 hoặc 1 nên các tích a11a32a33, ... xuất hiện trong
tổng trên bằng 0 hoặc 1. Do đó,

det A ≤ 1 − 0 − 0 + 1 + 1 − 0 = 3.

Ta thấy, det(A) = 3 khi và chỉ khi

a11a22a33 = a12a23a31 = a13a21a32 = 1, (8)
a11a23a32 = a12a21a33 = a13a22a31 = 0. (9)
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Từ (8), aij = 1 với mọi i, j. Điều này mâu thuẫn với (9). Do đó, det A < 3.
Vì các aij là các số nguyên nên det(A) cũng là một số nguyên. Suy ra
det(A) ≤ 2. Hơn nữa, det(A) = 2 nếu

a11a22a33 = a12a23a31 = 1,

và
a11a23a32 = a12a21a33 = a13a22a31 = a13a21a32 = 0.

Hệ này có nghiệm duy nhất

A =

 1 1 0
0 1 1
1 0 1

 .

Vậy giá trị lớn nhất của det(A) là 2.

2.53. Đang cập nhật.

2.54. Gọi n là số cột của ma trận A. Cộng (n − 1) cột đầu tiên của ma
trận A vào cột cuối cùng, ta thu được ma trận B. Vì phép biến đổi trên
cột của ma trận này không làm thay đổi định thức nên det(A) = det(B).
Vì các phần tử trên mỗi hàng của A bằng không nên cột cuối cùng của B
gồm toàn không. Do đó, det(B) = 0. Vậy det(A) = 0.

2.55. Vì A khả nghịch nên det(A) ̸= 0 và adj(A)= det(A)I nên( 1
det(A)A

)
[adj(A)] = I.

Do đó, adj(A) khả nghịch và [adj(A)]−1 = 1
det(A)A. Tiếp theo, áp dụng

công thức A [adj(A)] = det(A)I với A thay bởi A−1,ta được

A−1
[
adj(A−1)

]
= det(A−1)I = 1

det(A)I.

Nhân hai vế, về phía bên trái, với A, ta được

adj(A−1) = A

[ 1
det(A)I

]
= 1

det(A)A.

Vậy [adj(A)]−1 = 1
det(A)A = adj(A−1).



7.4. DẠNG TOÀN PHƯƠNG 433

2.56. Lấy định thức hai vế của đẳng thức A [adj(A)] = det(A)I và sử dụng
tính chất nhân của định thức, ta được

det(A) det [adj(A)] = det(A)n.

2.57. Ta thấy rằng khi ghép lại các số trên mỗi hàng của ma trận ta thu
được các số chia hết cho 19 được cho trong đề bài. Do đó, ta cộng 104 lần
cột một và 103 lần cột hai và 102 lần cột ba và 10 lần cột bốn vào cột cuối
cùng của định thức đã cho. Giá trị của định thức không đổi, và định thức
mới là ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 3 7 21375
3 8 7 9 38798
3 4 1 6 34162
4 0 2 2 40223
7 9 1 5 79154

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Vì các phần tử của ma trận đều là số nguyên và các phần tử của cột cuối
chia đều hết cho 19 nên bằng cách khai triển phần bù đại số theo cột cuối
của định thức, ta suy ra định thức này chia hết cho 19.

2.58. Trong bài tập trên, ta có thể thay số 19 bởi một số nguyên dương d
bất kì. Khi đó ta cần tìm n số nguyên dương có n chữ số, mỗi số đều chia
hết cho d. Từ n số nguyên dương này, ta thiết lập một ma trận vuông cỡ
n×n với các phần tử của hàng thứ i chính là các chữ số của số thứ i trong
n số chia hết cho n bên trên. Khi đó, định thức của ma trận này chia hết
cho d.

Chương 3

3.1. Ta có
2u − 3v + w = 3(x + v)

⇔ 2u − 3v + w = 3x + 3v
⇔ 3x = 2u − 3v + w − 3v
⇔ 3x = 2u − 6v + w

⇔ x = 1
3(2u − 6v + w)

⇔ x = 2
3u − 2v + 1

3w.
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Thay u, v và w các giá trị cho trong đề bài rồi tính toán, ta được

x =
(

−19
3 , −1, 13, −4

)
.

3.2. Vì u ̸= 0 nên u và v cùng phương với nhau khi và chỉ khi tồn tại một
số thực k sao cho v = ku. Phương trình này tương đương với

(6, b, 0, 5, −12) = (−2k, k, 0, ka, 4k).

Vì 6 = −2k nên k = −3. Do đó,

b = −3, 5 = −3a

Suy ra a = −5
3 và b = −3. Khi đó các véctơ u, v lần lượt là(

−2, 1, 0, −5
3 , 4

)
, (6, −3, 0, 5, −12) .

Ta thấy v = −3u. Do đó, u và v cùng phương với nhau. Vậy các giá trị
cần tìm của a và b là a = −5

3 và b = 3.

3.3. Ta có
au + bv = a(−1, 1, 0, 1, 2) + b(2, 0, 1, 3, −2)

= (−a + 2b, a, b, a + 3b, 2a − 2b)

Do đó, phương trình đã cho tương đương với hệ phương trình tuyến tính

−a + 2b = 7
a = −1

b = 3
a + 3b = 8

2a − 2b = −8

Hệ này có nghiệm duy nhất a = −1, b = 3.

3.4. Các véctơ v1, v2 và v3 đều có thành phần thứ hai bằng không. Do
đó, tất cả các tổ hợp tuyến tính của v1, v2 và v3 cũng có thành phần thứ
hai bằng không. Vì thành phần thứ hai của véctơ (2, −2, 1, 3) là −2, khác
không, nên véctơ này không là một tổ hợp tuyến tính của các véctơ v1, v2
và v3.

3.5.
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(a) Khẳng định đúng. Đây là tính chất kết hợp của phép toán cộng
véctơ.

(b) Khẳng định sai. Hai véctơ có số thành phần khác nhau không thể
bằng nhau.

(c) Khẳng định sai. Hai véctơ v và (−1)v cùng phương với nhau.

3.6.

(a) Khẳng định sai.
(b) Khẳng định đúng.
(c) Khẳng định sai.

Chương 4

4.1. So sánh với các phép toán của không gian véctơ R2 thông thường,
ta thấy phép toán nhân hơi lạ. Do đó nên kiểm tra trước các tiên đề liên
quan đến phép nhân.

(a) Từ định nghĩa các phép toán trong đề bài, ta có

u + v = (1, 2) + (−1, 4) = (1 + (−1), 2 + 4) = (0, 6)

ku = 5(1, 2) = (5.1, 0) = (5, 0)

(b) Từ định nghĩa, ta thấy

1(a, b) = (1.a, 0) = (a, 0)

Do đó 1(a, b) ̸= (a, b) nếu b ̸= 0. Ví dụ 1(1, 1) = (1, 0) ̸= (1, 1). Vì tồn
tại véctơ u sao cho 1u ̸= u nên V không là một không gian véctơ.

4.2.

(a) u + v = (−1, 7), ku = (2, 4).
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(b) V không là một không gian véctơ vì hai phép toán cộng và nhân định
nghĩa trong đề bài không thỏa mãn tiên đề

k(u + v) = ku + kv với mọi k ∈ R, u, v ∈ V .

Thật vậy, giả sử u = (a1, b1), v = (a2, b2), ta có

k(u + v) = k(a1 + a2 + 1, b1 + b2 + 1) = (ka1 + ka2 + k, kb1 + kb2 + k),

ku + kv = (ka1, kb1) + (ka2, kb2) = (ka1 + ka2 + 1, kb1 + kb2 + 1).

Do đó k(u + v) ̸= ku + kv nếu k ̸= 1.

4.3.

(a) Với (a, b) thuộc V , ta có

(0, 0) + (a, b) = (0 + a + 1, 0 + b + 1) = (a + 1, b + 1) ̸= (a, b).

Do đó, (0, 0) không là véctơ không của V .
(b) Theo định nghĩa, véctơ không 0 = (x, y) của V phải thỏa mãn

(x + y) + (a, b) = (a, b)

với mọi (a, b) ∈ V . Vì (x, y)+(a, b) = (x+a+1, y +b+1) nên phương
trình trên tương đương với

x + a + 1 = a, y + b + 1 = b,

tức là x = −1, y = −1. Vậy véctơ không của V là 0 = (−1, −1).
(c) Mặc dù (a, b) + (−a − 1, −b − 1) = (0, 0) nhưng (0, 0) không là véctơ

không của V , nên (−a−1, −b−1) không là véctơ đối của (a, b). Theo
định nghĩa, véctơ (x, y) là véctơ đối của (a, b) trong V khi và chỉ khi

(x, y) + (a, b) = (−1, −1),

vì (−1, −1) là véctơ không của V . Phương trình trên tương đương
với

x + a + 1 = −1, y + b + 1 = −1,

tức là x = −a − 2, y = −b − 2. Vậy, véctơ đối của véctơ (a, b) trong
V là

(−1)(a, b) = ((−1)a + (−1) − 1, (−1)b + (−1) − 1 = (−a − 2, −b − 2) .
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4.4. Để chứng minh V là một không gian véctơ với hai phép toán cộng
và nhân đã cho, ta phải kiểm tra tất cả các tiên đề. Cho u = (a1, b1),
v = (a2, b2), w = (a3, b3) thuộc V và k, m thuộc R.

� Ta có u + v ∈ V và ku ∈ V vì a1 + a2 ∈ R, ka1 ∈ R với mọi
a1, a2, k ∈ R; b1b2 > 0, bk

1 > 0 với mọi b1, b2, k ∈ R, b1, b2 dương.

� Ta có u + v = v + u vì

u + v = (a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2),

v + u = (a2, b2) + (a1, b1) = (a2 + a1, b2 + b1).

� Ta có u + (v + w) = (u + v) + w vì

u + (v + w) = (a1, b1) + (a2 + a3, b2 + b3)
= (a1 + (a2 + a3), b1(b2b3)) ,

(u + v) + w = (a1 + a2, b1 + b2) + (a3, b3)
= ((a1 + a2) + a3, (b1b2)b3) .

� Phần tử (0, 1) là véctơ không vì

u + (0, 1) = (a1 + 0, b1.1) = (a1, b1) = u.

� Phần tử u có phần tử đối, đó là
(

−a1,
1
b1

)
vì

u +
(

−a1,
1
b1

)
=
(

a1 + (−a1), b1.
1
b1

)
= (0, 1).

Chú ý rằng (0, 1) chính là véctơ không.

� Ta có k(u + v) = ku + kv vì

k(u + v) = k(a1 + a2, b1b2) =
(
k(a1 + a2), (b1b2)k

)
,

ku + kv = (ka1, bk
1) + (ka2, kbk) = (ka1 + ka2 + 1, bk

1bk
2).

� Ta có (k + m)u = ku + mu vì

(k + m)u =
(
(k + m)a1, bk+m

1

)
,

ku + mu =
(
ka1, bk

1

)
+ (ma1, bm

1 ) =
(
ka1 + ma1, bk

1bm
1

)
.
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� Ta có k(mu) = (km)u vì

k(mu) = k (ma1, bm
1 ) =

(
k(ma1), (bm

1 )k
)

,

(km)u =
(
(km)a1, bkm

1

)
.

� Ta có 1u = u vì

1u = 1(a1, b1) =
(
1.a1, b1

1

)
= (a1, b1).

Vậy V là một không gian véctơ.

4.5.

(a) Ta có (1) vì 0̃ là một véctơ không của V . Ta có (2) vì 0 là một véctơ
không của V .

(b) Ta có biến đổi tương đương (3) vì đã cộng (−u) vào hai vế phương
trình x + u = v, và rút gọn vế trái

(x + u) + (−u) = x + (u + (−u)) = x + 0 = x.

Ta có ba đẳng thức trong rút gọn trên sử dụng tính chất kết hợp của
phép toán cộng véctơ, tính chất của véctơ đối và tính chất của véctơ
không. Biến đối tương đương (4) có được nhờ định nghĩa của phép
toán trừ véctơ: trừ véctơ là cộng với véctơ đối.

(c) Ta có phép suy ra (5) vì đã cộng hai vế của phương trình với −w. Ta
có phép suy ra (6) nhờ rút gọn 2 vế:

u + w + (−w) = u + 0 = 0, v + w + (−w) = v + 0 = 0.

Tính chất của véctơ không và tính chất của véctơ đối được sử dụng
ở đây.

4.7.

(a) Với mọi véctơ (u, w) ∈ V × W , ta có

(0V + 0W ) + (v, w) = (0V + v, 0W + w) = (v, w).
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(b) Ta có

(v + w) + (−v, −w) = (v + (−v), w + (−w)) = (0V + 0W ) .

Hơn nữa, (0V + 0W ) là véctơ không của V × W . Do đó (−v, −w) là
véctơ đối của véctơ (v, w).

4.8.

(a) Định nghĩa phép cộng của V × W .
(b) Định nghĩa phép nhân của V × W .
(c) Tính phân phối giữa phép nhân với phép cộng véctơ trong các không

gian véctơ V và W .
(d) Định nghĩa phép cộng của V × W .
(e) Định nghĩa phép nhân của V × W .

4.9.

(a) Tập con Mn×n gồm các ma trận chéo là một không gian con. Nhắc
lại rằng một ma trận A = [aij ] là chéo nếu aij = 0 với mọi i ̸= j.
Vì ma trận 0 gồm toàn phần tử 0 nên 0 là một ma trận chéo. Cho
A = [aij ]n×n và B = [bij ]n×n là hai ma trận chéo, cho k ∈ R. Ma trận
C = A + B và D = kA đều là các ma trận chéo vì

cij = aij + bij = 0, dij = kaij = 0

với mọi i ̸= j.
(b) Kí hiệu tập con của Mn×n gồm các ma trận có định thức bằng không

là V . Nếu n = 1 thì V chỉ có đúng một phần tử, đó là ma trận không
[0] của M1×1. Do đó, V là một không gian con của M1×1. Nếu n ≥ 2
thì V không là một không gian con của Mn×n vì nó không đóng đối
với phép cộng. Thật vậy, hai ma trận chéo

A = diag (1, 1, ..., 1, 0) và B = diag (0, 0, ..., 0, 1)

có định thức bằng không nhưng tổng A+B có định thức khác không.
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(c) Tập hợp con của Mn×n gồm các ma trận có vết bằng không là một
không gian con. Nhắc lại rằng vết của một ma trận là tổng các phần
tử trên đường chéo của nó và ta có

tr (A + B) = tr (A) + tr (B) và tr (kA) = ktr (A) .

Ma trận không gồm toàn các phần tử không nên nó có vết bằng
không. Cho A và B là hai ma trận có vết bằng không, cho k ∈ R.
Khi đó, tổng A + B và tích kA đều có vết bằng không vì

tr (A + B) = tr (A) + tr (B) = 0, tr (kA) = ktr (A) = 0.

4.10.

(a) Tập con của Mn×n gồm các ma trận đối xứng là một không gian
con.

(b) Để chứng minh khẳng định này, nhắc lại rằng một ma trận A là đối
xứng khi và chỉ khi AT = A. Hơn nữa, ta có các tính chất

(A + B)T = AT + BT , (kA)T = kAT .

(c) Tập con của Mn×n gồm các ma trận khả nghịch không phải là một
không gian con vì nó không chứa ma trận không trong khi ma trận
không lại là véctơ không của Mn×n.

(d) Tập con của Mn×n gồm các ma trận giao hoán với một ma trận A
cho trước là một không gian con.

4.11.

(a) Tập con này của P∞ không là một không gian con.
(b) Tập con này của P∞ không là một không gian con vì nó không đóng

đối với phép nhân với vô hướng. Ở đây, vô hướng được hiểu là một
số thực bất kì.
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4.12. Vì V1 và V2 là các không gian con của V nên 0 ∈ V1 và 0 ∈ V2, với 0
là véctơ không của V . Do đó 0 ∈ V1 ∩ V2. Cho u, v ∈ V1 ∩ V2 và k ∈ R. Khi
đó u, v ∈ V1 và u, v ∈ V2. Vì V1 và V2 là các không gian con của V nên

u + v ∈ V1, ku ∈ V1, u + v ∈ V2, ku ∈ V2.

Do đó u + v ∈ V1 ∩ V2 và ku ∈ V1 ∩ V2. Vậy V1 ∩ V2 là một không gian con
của V .

4.13. Vì Vi là các không gian con của V nên 0 ∈ Vi với mọi i ∈ I, với 0
là véctơ không của V . Do đó 0 ∈

⋂
i∈I

Vi. Cho u, v ∈
⋂

i∈I
Vi và k ∈ R. Khi đó,

u, v ∈ Vi với mọi i ∈ I. Vì Vi là các không gian con của V nên

u + v ∈ Vi, ku ∈ Vi

với mọi i ∈ I. Suy ra u + v ∈
⋂

i∈I
Vi và ku ∈

⋂
i∈I

Vi. Vậy
⋂

i∈I
Vi là một không

gian con của V.

4.14. Ta thấy V1 và V2 là các đường thẳng đi qua gốc trong R2. Để đơn
giản, chọn

V1 =
{

(x, 0) ∈ R2 : x ∈ R
}

, V2 =
{

(0, y) ∈ R2 : y ∈ R
}

.

Khi đó, V1 và V2 là các không gian con của R2 và

V1 ∪ V2 = {(x, y) ∈ R : x = 0 hoặc y = 0} .

Ta chứng minh V1 ∪ V2 không là một không gian con của R2 bằng cách
chỉ ra nó không đóng đối với phép toán cộng véctơ. Thật vậy, hai véctơ
u = (1, 0) và v = (0, 1) đều thuộc V1 ∪ V2 nhưng

u + v = (1, 0) + (0, 1) = (1, 1)

không thuộc V1 ∪ V2 vì cả hai thành phần của nó đều khác không.

4.15. Vì V1 và V2 là các không gian con của V nên 0 ∈ V1, 0 ∈ V2. Do đó,
0 = 0 + 0 ∈ V1 + V2. Cho u + v ∈ V1 + V2 và k ∈ R. Khi đó, tồn tại phân
tích

u = u1 + u2, v = v1 + v2
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với u1, v1 ∈ V1 và u2, v2 ∈ V2. Ta có

u + v = (u1 + u2) + (v1 + v2) = (u1 + v1) + (u2 + v2)

ku = k(u1 + u2) = ku1 + ku2.

Vì V1 và V2 là các không gian con của V nên

u1 + v1 ∈ V1, ku1 ∈ V1, u2 + v2 ∈ V2, ku2 ∈ V2.

Do đó u + v ∈ V1 + V2 và ku ∈ V1 + V2. Vậy V1 + V2 là một không gian con
của V.

4.16.

(a) Định nghĩa của V1 + V2.
(b) V1 ⊂ U và V2 ⊂ U .
(c) U là một không gian con của V .
(d) Định nghĩa của quan hệ bao hàm.
(e) v1 = v1 + 0, v2 = 0 + v2.
(f) V1 + V2 ⊂ U .
(g) Định nghĩa của quan hệ bao hàm.

4.17. Ta sẽ chứng minh V1 − V2 = V1 + V2. Từ đó suy ra V1 − V2 là một
không gian con của V vì V1 + V2 là một không gian con của V . Theo định
nghĩa

V1 − V2 = V1 + V2 ⇔
{

(V1 − V2) ⊂ (V1 + V2) ,
(V1 + V2) ⊂ (V1 − V2) .

Chứng minh (V1 − V2) ⊂ (V1 + V2): Lấy v ∈ V1 − V2 bất kì. Khi đó, tồn
tại v1 ∈ V1 và v2 ∈ V2 sao cho v = v1 − v2. Suy ra

v = v1 + (−v2).

Vì v2 ∈ V2 và V2 là một không gian con của V nên −v2 ∈ V2. Do đó
v ∈ V1 + V2. Vậy (V1 − V2) ⊂ (V1 + V2).

Chứng minh (V1 + V2) ⊂ (V1 − V2): Ta thực hiện chứng minh gần như
giống hệt chứng minh trên. Lấy v ∈ V1 + V2 bất kì. Khi đó, tồn tại v1 ∈ V1
và v2 ∈ V2 sao cho v = v1 + v2. Suy ra

v = v1 − (−v2).
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Vì v2 ∈ V2 và V2 là một không gian con của V nên −v2 ∈ V2. Do đó
v ∈ V1 − V2. Vậy (V1 + V2) ⊂ (V1 − V2) .

4.18.

(a) Ta thấy

(−x)n = (−1)nxn =
{

xn nếu n chẵn,
−xn nếu n lẻ.

Do đó, hàm xn là hàm chẵn (tương ứng, hàm lẻ) khi và chỉ khi số n
là chẵn (tương ứng, lẻ).

(b) véctơ không của F (−∞, ∞) là hàm 0, trong đó 0(x) = 0 với mọi x.
Vì 0(−x) = 0 = 0(x) nên 0 là một hàm chẵn. Cho f và g là các hàm
chẵn và k ∈ R. Khi đó f(−x) = f(x) và g(−x) = g(x) với mọi x ∈ R.
Ta có

(f + g)(−x) = f(−x) + g(−x) = f(x) + g(x) = (f + g)(x),

(kf)(−x) = k [f(−x)] = k [f(x)] = (kf)(x).

Do đó f + g và kf là các hàm chẵn. Vậy tập hợp các hàm chẵn là
một không gian con của F (−∞, ∞).

(c) Khẳng định này có chứng minh gần như giống hệt chứng minh của
khẳng định (b).

4.19.

(a) Vì 0 ∈ V+, 0 ∈ V− nên 0 ∈ V+ ∩ V−. Bây giờ, cho f ∈ V+ ∩ V−. Ta
cần chứng minh f = 0.

� Vì f ∈ V+ nên f(−x) = f(x) với mọi x ∈ R.
� Vì f ∈ V− nên f(−x) = −f(x) với mọi x ∈ R.

Do đó, với mọi x ∈ R,

f(x) = f(−x) = −f(x).

Suy ra f(x) = 0 với mọi x ∈ R, tức là f = 0. Vậy V+ ∩ V− = {0}.
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(b) Cho x ∈ R bất kì. Vì f = f− + f+ nên

f(x) = f+(x) + f−(x).

Để sử dụng giả thiết về tính chẵn, lẻ của các hàm f+, f−, ta thay x
bởi −x trong đẳng thức trên

f(−x) = f+(−x) + f−(−x) = f+(x) − f−(x).

Do đó

f+(x) = 1
2 [f(x) + f(−x)] , f−(x) = 1

2 [f(x) − f(−x)] .

(c) Cho f ∈ F (−∞, ∞). Theo định nghĩa của V+ + V−, ta chỉ cần chỉ ra
tồn tại các hàm f+ ∈ V+ và f− ∈ V− sao cho f = f+ + f−. Phần (b)
dẫn ta đến định nghĩa

f+(x) = 1
2 [f(x) + f(−x)] , f−(x) = 1

2 [f(x) − f(−x)] .

Khi đó

f+(x) + f−(x) = 1
2 [f(x) + f(−x)] + 1

2 [f(x) − f(−x)] = f(x).

Ta cần chứng minh f+ là một hàm chẵn và f− là một hàm lẻ. Ta có

f+(−x) = 1
2 [f(−x) + f (−(−x))] = 1

2 [f(x) + f(−x)] = f+(x)

f−(−x) = 1
2 [f(−x) − f (−(−x))] = 1

2 [f(x) − f(−x)] = f−(x).

Do đó f+ là một hàm chẵn và f− là một hàm lẻ như mong muốn.

4.20.

(a) Vì ma trận 0 ∈ Mn×n có tất cả các phần tử bằng 0 nên 0 là một ma
trận đối xứng. Cho A, B ∈ Mn×n là các ma trận đối xứng và k ∈ R.
Khi đó AT = A, BT = B. Ta có

(A + B)T = AT + BT = A + B,

(kA)T = kAT = kA.

Suy ra, A + B và kA là các ma trận đối xứng. Vậy tập con của Mn×n

gồm các ma trận đối xứng là một không gian con.
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(b) Khẳng định này có chứng minh giống hệt khẳng định (a).

4.21. Bài tập này có chứng minh giống hệt với chứng minh của bài tập
liên quan đến hàm chẵn và hàm lẻ bên trên.

(a) Vì Vs và Va là các không gian con của Mn×n nên chúng đều chứa ma
trận không. Do đó, 0 ∈ Vs ∩ Va. Bây giờ, cho ma trận A ∈ Vs ∩ Va.
Ta cần chứng minh A = 0.

� Vì A ∈ Vs nên AT = A.
� Vì A ∈ Va nên AT = −A.

Do đó A = −A, tức là A = 0.
(b) Theo giả thiết

A = As + Aa.

Lấy chuyển vị hai vế, và sử dụng giả thiết As ∈ Vs, Aa ∈ Va, ta được

AT = (As)T + (Aa)T = As − Aa.

Do đó
As = 1

2
(
A + AT

)
, Aa = 1

2
(
A − AT

)
.

(c) Cho A ∈ Mn×n. Theo định nghĩa của tổng hai không gian con, ta
cần tìm các ma trận As ∈ Vs và Aa ∈ Va sao cho A = As + Aa. Từ ý
(b), ta định nghĩa

As = 1
2
(
A + AT

)
, Aa = 1

2
(
A − AT

)
.

Khi đó,
As + Aa = 1

2
(
A + AT

)
+ 1

2
(
A − AT

)
= A.

Ta cần chứng minh As ∈ Vs và Aa ∈ Va. Ta có

(As)T =
[1

2
(
A + AT

)]T

= 1
2

[
AT +

(
AT
)T
]

= 1
2
(
AT + A

)
= As,

(As)T =
[1

2
(
A − AT

)]T

= 1
2

[
AT −

(
AT
)T
]

= 1
2
(
AT − A

)
= −Aa.
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4.22. Kí hiệu tập con của R∞ cho trong đề bài là V . véctơ không của R∞

là dãy (0)∞
n=1 có tất cả các số hạng bằng không. Vì a0 + b0 = 0 nên dãy số

này thuộc vào V . Cho các dãy số (xn)∞
n=1 và (yn)∞

n=1 thuộc V , cho k ∈ R.
Theo định nghĩa

(xn)∞
n=1 + (yn)∞

n=1 = (xn + yn)∞
n=1 , k (xn)∞

n=1 = (kxn)∞
n=1 .

Ta có

a (xn−1 + yn−1) + b (xn−2 + yn−2) = (axn−1 + bxn−2) + (ayn−1 + byn−2)
= xn + yn

và
a (kxn−1) + b (kn−2) = k (axn−1 + bxn−2) = kxn.

Suy ra (xn)∞
n=1 + (yn)∞

n=1 ∈ V và k (xn)∞
n=1 ∈ V . Vậy V là một không gian

con của R∞.

4.23. Kí hiệu tập con của C∞(−∞, ∞) cho trong đề bài là V . véctơ không
của C∞(−∞, ∞) là hàm hằng 0. Vì a0′ + b0 = 0 = 0′′ nên 0 ∈ V . Cho f
và g thuộc V , cho k ∈ R. Ta có

a (f + g)
′′

+ b (f + g) = a
(
f

′ + g
′
)

+ b (f + g)
=

(
af

′ + bf
)

+
(
ag

′ + bg
)

= f
′′ + g

′′

= (f + g)
′′

.

và
a (kf)

′
+ b (kf) = a

(
kf

′
)

+ b (kf)
= k

(
af

′ + bf
)

= kf
′′ = (kf)

′′
.

Suy ra f+g ∈ V và kf ∈ V . Vậy V là một không gian con của C∞(−∞, ∞).

4.24. Kí hiệu các véctơ trong các ý (a), (b), (c), (d) lần lượt là v1, v2,
v3,v4. Trong 4 véctơ này, hiển nhiên v3 = (0, 0, 0) là một tổ hợp tuyến tính
của u và v:

(0, 0, 0) = 0u + 0v.
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Để giải bài toán cho cả 3 véctơ còn lại, xét một véctơ tổng quát (a, b, c) ∈
R3. véctơ (a, b, c) là một tổ hợp tuyến tính của u và v khi và chỉ khi phương
trình véctơ

x1u + x2v = (a, b, c)

có nghiệm. Phương trình véctơ này tương đương với hệ phương trình tuyến
tính

0x1 + 1x2 = a
−1x1 + 3x2 = b

1x1 − 1x2 = c.

Khử Gauss ma trận hệ số mở rộng của đồng thời 3 hệ phương trình ứng
với 3 véctơ v1, v2 và v4 0 1

−1 3
1 −1

∣∣∣∣∣∣∣
2 0 1
2 4 2
2 5 3

 −→

 1 −1
−1 3

0 1

∣∣∣∣∣∣∣
2 5 3
2 4 2
2 0 1


−→

 1 −1
0 2
0 1

∣∣∣∣∣∣∣
2 5 3
4 9 5
2 0 1


−→

 1 −1
0 2
0 0

∣∣∣∣∣∣∣
2 5 3
4 9 5
0 9 3


Do đó, trong 3 véctơ v1, v2 và v4, chỉ có véctơ v1là một tổ hợp tuyến tính
của u và v. Hơn nữa ta có

v1 = 4u + 2v.

4.25. Để biểu thị tuyến tính ma trận
[

a b
c d

]
qua hệ ma trận A, B, C, D,

ta cần giải phương trình

x1A + x2B + x3C + x4D =
[

a b
c d

]
.

Phương trình này tương đương với hệ phương trình tuyến tính

1x1 + 0x2 + 2x3 + 0x4 = a
−1x1 + 1x2 + 0x3 + 1x4 = b

0x1 + 0x2 + 1x3 + 0x4 = c
2x1 + 1x2 + 1x3 + 0x4 = d.
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Khử Gauss ma trận hệ số mở rộng của đồng thời 2 hệ phương trình tương

ứng với hai ma trận
[

1 2
2 4

]
và
[

3 1
1 2

]
, tức là ma trận


1 0 2 0

−1 1 0 1
0 0 1 0
2 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3
2 1
2 1
4 2


về dạng bậc thang. Từ đó, ta nhận được biểu thị tuyến tính[

1 2
2 4

]
= −3A + 8B + 2C − 9D,

[
3 1
1 2

]
= A − B + C + 3D.

4.26. Các biểu thị tuyến tính cần tìm là

6 + 11x + 6x2 = 4p1 + 5p2 + p3
0 = 0p1 + 0p2 + 0p3

7 + 8x + 9x2 = 0p1 + 2p2 + 3p3.

4.27.

a. Hệ véctơ đã cho là một hệ sinh của R3.

b. Hệ véctơ đã cho không là một hệ sinh của R3.

4.28.

a. Hệ đa thức p1, p2, p3, p4 là một hệ sinh của P2.

b. Hệ đa thức p1, p2, p3 không là một hệ sinh của P2.

4.29.
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a. Ta có đẳng thức lượng giác quen thuộc

cos 2x = cos2 x − sin2 x.

Do đó cos 2x ∈ L
(
cos2 x, sin2 x

)
.

b. Hàm sin 2x thuộc L
(
cos2 x, sin2 x

)
khi và chỉ khi phương trình

a cos2 x + b sin2 x = sin 2x

trong F (−∞, ∞), có nghiệm a, b ∈ R. Cho x lần lượt là 0, π

4 và π

2 , ta
được hệ phương trình tuyến tính

1a + 0b = 0
1
2a + 1

2b = 1
0a + 1b = 0

Hệ này vô nghiệm. Vậy sin 2x không thuộc L
(
cos2 x, sin2 x

)
.

4.30.

4.31. Ta có

L(p1, p2) = L(q1, q2) ⇔
{

L(p1, p2) ⊂ L(q1, q2)
L(q1, q2)⊂ L(p1, p2)

Chứng minh L(p1, p2) ⊂ L(q1, q2). Ta thấy

1 + x2 = (1 + x)2 − (2x)
1 + x + x2 = (1 + x)2 − 1

2(2x)

Do đó p1, p2là tổ các tổ hợp tuyến tính của q1, q2,tức là p1, p2 ∈ L(q1, q2).
Suy ra L(p1, p2) ⊂ L(q1, q2).

Chứng minh L(q1, q2)⊂ L(p1, p2) được thực hiện tương tự.

4.32. Đang cập nhật.

4.33. Chứng minh L(v1, v2, v3) ⊂ L(v1 + v2, v1 − v2, v2 + v3).
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Để chứng minh bao hàm thức này, ta cần chỉ ra v1, v2, v3 là các tổ hợp
tuyến tính của v1 + v2, v1 − v2 và v2 + v3. Đặt u1 = v1 + v2, u2 = v1 − v2
và u3 = v2 + v3. Xem v1, v2, v3 là các ẩn, rồi thực hiện khử Gauss:

v1 + v2 = u1
v1 − v2 = u2

v2 + v3 = u3

⇒


v1 + v2 = u1

2v2 = u1 − u2
v2 + v3 = u3

⇒


v1 + v2 = u1

2v2 = u1 − u2
2v3 = 2u3 − (u1 − u2)

Từ hệ bậc thang này ta thu được L(v1 + v2, v1 − v2, v2 + v3) ⊂ L(v1, v2, v3)
đúng vì

v1 = 1
2u1 + 1

2u2

v2 = 1
2u1 − 1

2u2

v3 = −1
2u1 + 1

2u2 + u3.

Vậy L(v1, v2, v3) ⊂ L(v1 + v2, v1 − v2, v2 + v3).

Bao hàm thức ngược lại đúng vì v1 + v2, v1 − v2 và v2 + v3 là các tổ hợp
tuyến tính của v1, v2, v3.

4.34.

a. Hệ véctơ đã cho là một hệ độc lập tuyến tính.
b. Hệ véctơ đã cho là một hệ phụ thuộc tuyến tính.

4.35.

a. Hệ đa thức đã cho là một hệ véctơ phụ thuộc tuyến tính.
b. Hệ đa thức đã cho là một hệ véctơ độc lập tuyến tính.
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4.36. Hệ ma trận đã cho là một hệ véctơ độc lập tuyến tính.

4.37. Hệ ma trận đã cho là một hệ độc lập tuyến tính khi và chỉ khi
phương trình véctơ

x1

[
1 0
1 k

]
+ x2

[
2 0
1 3

]
+ x3

[
1 0

−k −1

]
=
[

0 0
0 0

]

chỉ có nghiệm tầm thường x1 = x2 = x3 = 0. Phương trình véctơ trên
tương đương với hệ phương trình tuyến tính

1x1 + 2x2 + 1x3 = 0
1x1 + 1x2 − kx3 = 0
kx1 + 3x2 − 1x3 = 0

Khử Gauss ma trận hệ số mở rộng của hệ phương trình tuyến tính này ta
được  1 2 1 0

1 1 −k 0
k 3 −1 0

 −→

 1 2 1 0
0 1 k + 1 0
0 2k − 3 k + 1 0


−→

 1 2 1 0
0 1 k + 1 0
0 0 (k + 1)(4 − 2k) 0


Do đó, hệ phương trình tuyến tính chỉ có nghiệm tầm thường khi và chỉ
khi (k + 1)(4 − 2k) ̸= 0, tức là k ̸= −1 và k ̸= 2. Vậy tập hợp các giá trị
cần tìm của k là R \ {−1, 2}.

4.38.

a. Vì sin2 x + cos2 x = 1 nên

6(1) − 2(3 sin2 x) − 3(2 cos2 x) = 0.

Suy ra hệ hàm 1, 3 sin2 x, 2 cos2 x phụ thuộc tuyến tính.
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b. Hệ hàm x, sin x, cos x độc lập tuyến tính khi và chỉ khi phương trình
véctơ

x1x + x2 sin x + x3 cos x = 0

trong F (−∞, ∞) chỉ có nghiệm tầm thường x1 = x2 = x3 = 0. Cho x

các giá trị 0,
π

2 , π ta thu được hệ phương trình tuyến tính

0x1 + 0x2 + 1x3 = 0
π

2 x1 + 1x2 + 0x3 = 0
πx1 + 0x2 − 1x3 = 0

Hệ này có nghiệm tầm thường x1 = x2 = x3 = 0. Vậy hệ hàm
x, sin x, cos x độc lập tuyến tính.

4.39.

a. Hệ hàm đã cho là một hệ véctơ độc lập tuyến tính.
b. Hệ hàm đã cho là một hệ véctơ phụ thuộc tuyến tính.

4.40. Trong phương trình véctơ

x1f1(x) + x2f2(x) + x3f3(x) = 0

của không gian véctơ F (−∞, ∞), cho x các giá trị 0, 1, 2.

4.41. Xét hệ n đa thức pj = aj + bjx + cjx2, j = 1, 2, 3, ..., n trong không
gian véctơ P2, với n > 3.

Theo định nghĩa, hệ đa thứcp1, p2, ..., pn phụ thuộc tuyến tính khi và chỉ
khi phương trình véctơ

x1p1 + x2p2 + ... + xnpn = 0

có nghiệm không tầm thường. Phương trình véctơ này tương đương với hệ
phương trình tuyến tính thuần nhất

a1x1 + a2x2 + · · · + anxn = 0
b1x1 + b2x2 + · · · + bnxn = 0
c1x1 + c2x2 + · · · + cnxn = 0.
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Vì n > 3 nên hệ phương trình tuyến tính thuần nhất này có số ẩn nhiều
hơn số phương trình. Do đó, hệ có nghiệm không tầm thường.

Vậy hệ n đa thức p1, p2, ..., pn là một hệ véctơ phụ thuộc tuyến tính.

4.42. Hệ véctơ v1, v2, v3 độc lập tuyến tính khi và chỉ khi phương trình
véctơ

x1v1 + x2v2 + x3v3 = 0

chỉ có nghiệm tầm thường. Giả sử phương trình này có một nghiệm không
tầm thường x1 = k1, x2 = k2, x3 = k3.

Nếu k3 ̸= 0 thì đẳng thức k1v1 + k2v2 + k3v3 = 0 kéo theo

v3 = −k1
k3

v1 − k2
k3

v2.

Đẳng thức này mâu thuẫn với giả thiết v3 /∈ L(v1, v2). Do đó k3 = 0. Khi
đó đẳng thức k1v1 + k2v2 + k3v3 = 0 trở thành

k1v1 + k2v2 = 0.

Do đó, x1 = k1, x2 = k2 là một nghiệm không tầm thường của phương
trình véctơ

x1v1 + x2v2 = 0.

Điều này mâu thuẫn với giả thiết độc lập tuyến tính của hệ véctơ v1, v2.

Như vậy, giả sử phương trình véctơ x1v1 + x2v2 + x3v3 = 0 có nghiệm
không tầm thường là sai. Nói cách khác, phương trình véctơ này chỉ có
nghiệm tầm thường. Vậy hệ véctơ v1, v2, v3 độc lập tuyến tính.

4.43. Vì {v1, v2} ⊂ {v1, v2, v3} nên L(v1, v2) ⊂ L(v1, v2, v3).

Để có bao hàm thức ngược lại, L(v1, v2, v3) ⊂ L(v1, v2), ta cần chỉ ra
v1, v2, v3 đều thuộc L(v1, v2). Hiển nhiên v1, v2 thuộc L(v1, v2).Theo giả
thiết, v3 là một tổ hợp tuyến tính của v1 và v2, do đó, v3 ∈ L(v1, v2). Ta
thu được L(v1, v2, v3) ⊂ L(v1, v2).

Vậy L(v1, v2) = L(v1, v2, v3).

4.44.

a. Sai. Xét bao tuyến tính của véctơ không.
b. Sai. Xét bao tuyến tính của hai véctơ cùng phương.
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c. Đúng.
d. Sai. Khi thêm véctơ vào hệ sinh, hệ mới nhận được cũng là một hệ

sinh.
e. Sai. Các tổ hợp tuyến tính của x + 1, (x + 1)2, (x + 1)3 có dạng

a(x + 1) + b(x + 1)2 + c(x + 1)3.

Tất cả các đa thức này đều nhận −1 là một nghiệm, nhưng P3 chứa
đa thức không nhận −1 là nghiệm.

4.45. Theo định nghĩa

(xn)∞
n=1 = (yn)∞

n=1 ⇔ xn = yn với mọi n = 1, 2, 3, ...

Do đó, nếu (xn)∞
n=1 = (yn)∞

n=1 thì x1 = y1 và x2 = y2.

Bây giờ giả sử x1 = y1 và x2 = y2. Ta cần chứng minh xn = yn với mọi n
bằng quy nạp theo n. Giả sử rằng xn = yn với mọi n − 1, 2, ..., k, trong đó
k ≥ 2. Ta có

xk+1 = axk + bxk−1 = ayk + byk−1 = yk+1.

Suy ra xn = yn với n = k + 1. Theo nguyên lý quy nạp, xn = yn với mọi
n = 1, 2, 3, ....

4.46.

a. Cho λ ∈ R, λ ̸= 0. Theo định nghĩa, dãy số thực (λn)∞
n=1 thuộc V5,−6

khi và chỉ khi

λn = 5λn−1 − 6λn−2, với mọi n = 3, 4, ...

Vì λ ̸= 0 nên các phương trình này tương đương với λ2 = 5λ − 6, tức
là λ2 − 5λ + 6 = 0. Phương trình bậc hai này có hai nghiệm là λ1 = 2,
λ2 = 3. Ta nhận được hai dãy số (2n)∞

n=1 và (3n)∞
n=1 cần tìm.
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b. Hệ hai véctơ (2n)∞
n=1 và (3n)∞

n=1 của V5,−6 là độc lập tuyến tính khi
và chỉ khi phương trình véctơ

x(2n)∞
n=1 + y(3n)∞

n=1 = 0

chỉ có nghiệm tầm thường. Ta có

x(2n)∞
n=1 + y(3n)∞

n=1 = (2nx + 3ny)∞
n=1 = 0,

và véctơ không của V5,−6 là 0 = (0)∞
n=1. Do đó, phương trình véctơ

trên tương đương với hệ phương trình tuyến tính

21x + 31y = 0,
22x + 32y = 0.

Hệ này có nghiệm duy nhất x = y = 0. Vậy hệ véctơ (2n)∞
n=1 và

(3n)∞
n=1 của V5,−6 là độc lập tuyến tính.

4.47.

a. Cho λ ∈ R, λ ̸= 0. Dãy số (λn)∞
n=1 thuộc V4,−4 khi và chỉ khi

λn = 4λn−1 − 4λn−2, với mọi n = 3, 4, ...

Vì λ ̸= 0 nên các phương trình này tương đương với λ2 = 4λ − 4, tức
là λ2 − 4λ + 4 = 0. Phương trình bậc hai này có nghiệm duy nhất
λ = 2. Ta thu được dãy số (2n)∞

n=1 cần tìm.
b. Ta cần chứng minh dãy số (n.2n)∞

n=1 thuộc V4,−4. Với mọi n ≥ 3, ta
có

4
(
(n − 1).2n−1)− 4

(
(n − 2).2n−2) = 4.2n−2 (2(n − 1) − (n − 2))

= n.2n.

Do đó, dãy (n.2n)∞
n=1 thuộc V4,−4.

c. Hệ véctơ (2n)∞
n=1 và (n.2n)∞

n=1 của V4,−4 độc lập tuyến tính khi và chỉ
khi phương trình véctơ

x(2n)∞
n=1 + y(n.2n)∞

n=1 = 0

chỉ có nghiệm tầm thường. Ta có

x(2n)∞
n=1 + y(n.2n)∞

n=1 = (2nx + n.2ny)∞
n=1 = 0,
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và véctơ không của V4,−4 là 0 = (0)∞
n=1. Do đó, phương trình véctơ

trên tương đương với hệ phương trình tuyến tính

2x + 2y = 0,
2x + 4y = 0.

Hệ này có nghiệm duy nhất x = y = 0. Vậy hệ véctơ (2n)∞
n=1 và

(n.2n)∞
n=1 của V4,−4 là độc lập tuyến tính.

4.48.

a. Cho λ ∈ R. Hàm số eλx thuộc V khi và chỉ khi(
eλx
)′′

=
(
eλx
)′

+ 12eλx.

Vì
(
eλx
)′

= λeλx,
(
eλx
)′′

= λ2eλx nên phương trình trên tương đương
với λ2 = λ + 12, tức là λ2 − λ − 12 = 0. Phương trình bậc hai này có
hai nghiệm λ1 = 4 và λ2 = −3. Ta thu được hai hàm e4x và e−3x cần
tìm.

b. Hệ véctơ e4x và e−3x của V độc lập tuyến tính khi và chỉ khi phương
trình véctơ

x1e4x + x2e−3x = 0

chỉ có nghiệm tầm thường x1 = x2 = 0. Cho x = 0 và x = 1 trong
phương trình trên ta được hệ phương trình tuyến tính

x1 + x2 = 0,
e4x1 + e−3x2 = 0.

Hệ này có nghiệm duy nhất x1 = x2 = 0. Vậy hệ véctơ e4x, e−3x của
V là độc lập tuyến tính.

4.49. Lời giải bài này gần như giống hệt với bài trên λ = 5.

4.50. Định thức của ma trận
1 0 0 1

−2 0 4 2
1 1 12 −1
2 1 8 0


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là −16.

4.51. Ký hiệu các ma trận trong đề bài lần lượt là A1, A2, A3, A4. Hệ ma
trận A1, A2, A3, A4 là một cơ sở của M2×2 khi và chỉ khi phương trình
véctơ

x1A1 + x2A2 + x3A3 + x4A4 = A

có nghiệm duy nhất với mọi ma trận A =
[

a b
c d

]
∈ M2×2. Phương trình

véctơ trên tương đương với hệ phương trình tuyến tính

0x1 − 2x2 − x3 − 2x4 = a
1x1 + 2x2 + 1x3 + 1x4 = b
1x1 + 2x2 + 0x3 + 1x4 = c
1x1 + 3x2 + 1x3 + 2x4 = d

Hệ phương trình tuyến tính này có nghiệm với mọi a, b, c, d khi và chỉ khi
định thức của ma trận hệ số của nó khác không. Ta có

det


0 −2 −1 −2
1 2 1 1
1 2 0 1
1 3 1 2

 = 0

Vậy hệ ma trận đã cho không phải một cơ sở của M2×2.

4.54. Hệ véctơ v1, v2, ..., vp là một hệ sinh của V khi và chỉ khi phương
trình véctơ

x1v1 + x2v2 + ... + xpvp = v

có nghiệm x1, x2, ..., xp ∈ R với mọi véctơ v ∈ V . Tọa độ hóa đối với cơ sở
B, phương trình véctơ trong V này trở thành

[x1v1 + x2v2 + ... + xpvp]B = [v]B

Vì [x1v1 + x2v2 + ... + xpvp]B = x1 [v1]B + x2 [v2]B + ... + xp [vp]B nên đẳng
thức trên tương đương với phương trình véctơ trong Rn

x1 [v1]B + x2 [v2]B + ... + xp [vp]B = [v]B

Vì [v]B có thể là bất kỳ véctơ nào của Rn khi v thay đổi trong V nên
phương trình véctơ trong Rn này có nghiệm với mọi v ∈ V khi và chỉ khi
hệ véctơ tọa độ [v1]B , [v2]B , ..., [vp]B là một hệ sinh của Rn.
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4.55. Vì một hệ véctơ là phụ thuộc tuyến tính khi và chỉ khi nó không
độc lập tuyến tính nên ta chỉ cần chứng minh khẳng định về tính độc lập
tuyến tính. Theo định nghĩa, hệ véctơ v1, v2, ..., vp là độc lập tuyến tính
khi và chỉ khi phương trình véctơ

x1v1 + x2v2 + ... + xpvp = 0

chỉ có nghiệm tầm thường x1 = x2 = ... = xp = 0. Tọa độ hóa theo cơ sở
B, phương trình véctơ trong V này trở thành

[x1v1 + x2v2 + ... + xpvp]B = [0]B

Vì [x1v1 + x2v2 + ... + xpvp]B = x1 [v1]B+x2 [v2]B+...+xp [vp]B và [0]B = 0
nên đẳng thức trên tương đương với phương trình véctơ trong Rn

x1 [v1]B + x2 [v2]B + ... + xp [vp]B = 0

Phương trình véctơ này của Rn chỉ có nghiệm tầm thường x1 = x2 = ... =
xp = 0 khi và chỉ khi hệ véctơ tọa độ [v1]B , [v2]B , ..., [vp]B là một cơ sở của
Rn.

4.56. Sử dụng kết quả của hai bài tập trên, ta thấy rằng các khẳng định
sau tương đương với nhau.

� Hệ véctơ v1, v2, ..., vp là một cơ sở của V .

� Hệ véctơ v1, v2, ..., vp đồng thời là hệ sinh và hệ độc lập tuyến tính
của V .

� Hệ véctơ tọa độ [v1]B , [v2]B , ..., [vp]B đồng thời là hệ sinh và hệ độc
lập tuyến tính của Rn.

� Hệ véctơ tọa độ [v1]B , [v2]B , ..., [vp]B là một cơ sở của Rn.

4.57. Cố định cơ sở chính tắc của P2, tức là cơ sở B =
{
1, x, x2}.

a. Hệ đa thức p1, p2, p3 là một cơ sở của P2 khi và chỉ khi hệ véctơ tọa
độ của chúng trong cơ sở B là một cơ sở của R3,

[p1]B =

 1
−1
−3

 , [p2]B =

 −3
4
9

 , [p3]B =

 2
−2

4


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b. véctơ tọa độ của đa thức p trong cơ sở p1, p2, p3 chính là véctơ tọa độ
của [p]B trong cơ sở [p1]B , [p2]B , [p3]B. véctơ cần tìm là (−1, −1, 3).

4.58. Tọa độ hóa các đa thức trên đối với cơ sở chính tắc của P3, rồi
chuyển bài toán về không gian véctơ R4. Ma trận

3 5 0 1
7 1 1 16
0 0 −2 −6
0 −2 0 2


có định thức là 0. Do đó, hệ đa thức đã cho không là một cơ sở của P3.

4.59. Tọa độ hóa các ma trận trên trong cơ sở E11, E21, E12, E22 của M2×2,
chuyển bài toán về không gian véctơ R4. Định thức của ma trận

5 9 6 0
−3 1 −2 0

4 8 4 0
2 −6 0 1


là −32. Hệ ma trận đã cho là một cơ sở của M2×2.

4.60.

a. Không gian con các ma trận chéo của M2×2 là một không gian véctơ
2 chiều với một cơ sở là hệ ma trận[

1 0
0 0

]
,

[
0 0
0 1

]

b. Không gian con các ma trận tam giác trên của M2×2 là một không
gian véctơ 3 chiều với một cơ sở là hệ véctơ[

1 0
0 0

]
,

[
0 1
0 0

]
,

[
0 0
0 1

]

4.61.
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a. Không gian con các ma trận phản đối xứng của M2×2 là một không

gian véctơ 1 chiều với một cơ sở là ma trận
[

0 1
−1 0

]
b. Không gian con các ma trận có vết bằng không của M2×2 là một không

gian véctơ 3 chiều với một cơ sở là hệ véctơ[
1 0
0 −1

]
,

[
0 0
1 0

]
,

[
0 1
0 0

]

4.62. Cho ma trận A = [aij ] ∈ Mn×n. Với mỗi cặp (i, j), nhắc lại rằng
Eij ∈ Mn×n là ma trận có phần tử khác không duy nhất là giá trị là 1 và
ở vị trí (i, j).

a. Ma trận A là chéo khi và chỉ khi aij = 0 với mọi i ̸= j. Do đó

A =


a11 0 . . . 0

0 a22 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . ann

 = a11E11 + a22E22 + ... + annEnn

với a11, a22, ..., ann là các số thực xác định duy nhất. Vậy không gian
con các ma trận đối xứng của Mn×n là một không gian véctơ n chiều
với một cơ sở là hệ ma trận

E11, E22, ..., Enn

b. Ma trận A đối xứng khi và chỉ khi aij = aji với mọi i, j. Do đó

A =


a11 a12 . . . a1n

a12 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

a1n a2n . . . ann

 = a11E1+a22E2+...+annEn+
∑

1≤i<j≤n

aij (Eij + Eji)

với aij , i ≤ j, là các số thực xác định duy nhất. Vậy không gian
con các ma trận đối xứng của Mn×n có một cơ sở là hệ ma trận Ei,
i = 1, 2, ..., n và Eij + Eji, 1 ≤ i < j ≤ n. Số chiều của không gian
véctơ này là n + n2−n

2 = n2+n
2 .

4.63. Bài tập này có cách làm tương tự như bài trên nên lời giải chỉ có
đáp số.
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a. Không gian con các ma trận tam giác trên của Mn×ncó một cơ sở là
hệ ma trận Eij với 1 ≤ i ≤ j ≤ n. Số chiều của không gian véctơ này
là n2+n

2 .
b. Không gian con các ma trận phản đối xứng của Mn×n có một cơ sở là

hệ ma trận Eij − Eji với 1 ≤ i < j ≤ n. Số chiều của không gian véctơ
này là n2−n

2 .
c. Không gian con các ma trận có vết bằng không của Mn×n có một cơ

sở là hệ ma trận Eij với i ̸= j và Eii − Enn với i = 1, 2, ..., n − 1. Số
chiều của không gian véctơ này là n2 − 1.

4.64. Lấy v1 ∈ V là một véctơ khác không bất kỳ. Ví dụ, chọn v1 = (0, 0).
Các véctơ thuộc L(v1) có dạng

kv1 = k(0, 0) = (k − 1, k − 1)

Ta thấy L(v1) ̸= V , ví dụ v2 = (1, 0) ∈ V nhưng v2 /∈ L(v1).Khi đó, hệ
véctơ v1, v2 là độc lập tuyến tính. Ta cần xác định xem L(v1, v2) = V hay
L(v1, v2) ̸= V . Một véctơ v = (a, b) của V thuộc vào L(v1, v2) khi và chỉ
khi phương trình véctơ

x1v1 + x2v2 = v

có nghiệm x1, x2 ∈ R. Ta có

x1v1 + x2v2 = x1(0, 0) + x2(1, 0)
= (x1 − 1, x2 − 1) + (x1 + x1 − 1, x2 − 1)
= ((x1 − 1) + (2x1 − 1) + 1, (x2 − 1) + (x2 − 1) + 1)
= (3x1 − 1, 2x2 − 1)

Phương trình véctơ trên tương đương với hệ phương trình{
3x1 − 1 = a

2x2 − 1 = b

Hệ này có nghiệm duy nhất x1 = 1
3(a + 1), x2 = 1

2(b + 1) với mọi a, b ∈ R.
Suy ra L(v1, v2) = V . Vậy hệ véctơ v1 = (0, 0), v2 = (1, 0) là một cơ sở của
V , số chiều của V là 2.

4.65. V là một không gian véctơ 2 chiều với cơ sở là một hệ hai véctơ bất
kỳ v1, v2 thỏa mãn

v1 ̸= (0, 1), v2 /∈ L(v1).

4.66.
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a. Cho λ ∈ R, λ ̸= 0. Dãy số (λn)∞
n=1 thuộc Va,b khi và chỉ khi

λn = aλn−1 + bλn−2, với mọi n ≥ 3.

Điều này tương đương với λ2 = aλ + b, tức là λ2 − aλ − b = 0. Biệt
thức của phương trình bậc hai này là

∆ = (−a)2 − 4.(1).(−b) = a2 + 4b

Theo giả thiết, ∆ > 0. Do đó, phương trình λ2 − aλ − b = 0 có 2
nghiệm thực phân biệt λ1 và λ2. Ta nhận được các dãy (λn

1 )∞
n=1 và

(λn
2 )∞

n=1 cần tìm.
b. Hai dãy số (λn

1 )∞
n=1 và (λn

2 )∞
n=1 lập thành một cơ sở của Va,b khi và chỉ

khi phương trình véctơ

x (λn
1 )∞

n=1 + y (λn
2 )∞

n=1 = (xn)∞
n=1

có nghiệm thực x, y duy nhất với mọi (xn)∞
n=1 ∈ Va,b. Vì

x (λn
1 )∞

n=1 + y (λn
2 )∞

n=1 = (λn
1 x + λn

2 y)∞
n=1

nên phương trình véctơ trong Va,b trên tương đương với hệ phương
trình tuyến tính

λ1x + λ2y = x1
λ2

1x + λ2
2y = x2

Hệ phương trình này có nghiệm duy nhất với mọi x1, x2 ∈ R khi và chỉ
khi định thức của ma trận hệ số của nó khác không. Định thức này là

det
[

λ1 λ2
λ2

1 λ2
2

]
= λ1λ2

2 − λ2λ2
1 = λ1λ2 (λ2 − λ1)

Vì các số thực λ1, λ2 khác không và khác nhau nên định thức này khác
không. Vậy hệ véctơ (λn

1 )∞
n=1 và (λn

2 )∞
n=1 là một cơ sở của Va,b.

4.67.

a. λ1 và λ2 là các nghiệm của phương trình bậc hai λ2 = λ + 12, tức là
λ1 = 4, λ2 = −3.
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b. véctơ tọa độ của (xn)∞
n=1 đối với cơ sở (4n)∞

n=1, ((−3)n)∞
n=1 là nghiệm

duy nhất của phương trình

x (4n)∞
n=1 + y ((−3)n)∞

n=1 = (xn)∞
n=1 ,

với x, y ∈ R. Vì

x (4n)∞
n=1 + y ((−3)n)∞

n=1 = (4nx + (−3)ny)∞
n=1

nên phương trình véctơ trên tương đương với hệ phương trình tuyến
tính

41x + (−3)1y = x1 = −2
42x + (−3)2y = x2 = 3

Hệ này có nghiệm duy nhất x = − 3
28 , y = 11

21 . Vậy véctơ tọa độ của
dãy số (xn)∞

n=1 trong cơ sở (4n)∞
n=1, ((−3)n)∞

n=1 của V1,12 là(
− 3

28 ,
11
21

)
c. Từ ý (b), ta có

(xn)∞
n=1 = − 3

28 (4n)∞
n=1 + 11

21 ((−3)n)∞
n=1

Suy ra

xn = −3.4n

28 + 11.(−3)n

21

4.68. Bài tập này có lời giải gần như giống hệt lời giải của bài tập trên. λ
là số thực duy nhất thỏa mãn λ2 = aλ + b. Cụ thể, λ = a

2 .

4.69. xn = − 6
35(−5)n + 1

14 (2n)

4.70. yn = −19
9 .3n + 10

9 n.3n

4.71.
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a. Để tìm ma trận chuyển cơ sở PB→B′ , khử Gauss-Jordan ma trận[
B | B′

]
:

[
B | B′

]
=

 1 2 2
2 1 −1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 3
1 0 1

−3 −2 −5


⇝

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
−7 −5 −9
19
2

13
2

25
2

−11
2 −7

2 −13
2



Do đó PB→B′ =

 −7 −5 −9
19
2

13
2

25
2

−11
2 −7

2 −13
2


b. véctơ tọa độ của véctơ v trong cơ sở B′ là (−7, −12, 8).
c. véctơ tọa độ của véctơ v trong cơ sở B là

[v]B = PB→B′ [v]B′ =

 5
−9

29
2



4.72.

a. Ma trận PB→C có hệ véctơ cột là hệ véctơ tọa độ của các véctơ của cơ
sở C trong cơ sở B, do đó, từ giải thiết

PB→C =

 4 −1 0
−1 1 1

0 1 −2


b. Ma trận chuyển cơ sở PC→B là nghịch đảo của ma trận chuyển cơ sở

PB→C , do đó

PC→B =

 3
10

1
5

1
101

5
4
5

2
51

10
2
5 − 3

10


c. véctơ tọa độ của véctơ w trong cơ sở C là

[w]C = PC→B [w]B

 9
521
58
5





7.4. DẠNG TOÀN PHƯƠNG 465

4.73. Giả sử C = {v1, v2, v3}. Theo định nghĩa

P =
[

[v1]B [v2]B [v3]B
]

Suy ra

v1 = 1

 1
3
1

+ 1

 0
3
1

+ 0

 0
2
1

 =

 1
6
2


v2 = (1, 7, 3), v3 = (0, 8, 3)

4.74.

a. Gọi S =
{
1, x, x2} là cơ sở chính tắc của P2. Khử Gauss-Jordan ma

trận

[
[C]S | [B]S

]
=

 −3 −3 1
0 2 6

−3 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣
−6 −2 −2
−6 −6 −3

0 4 7


⇝

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
0 −4

3 −17
63

2
3
2 3

−3
2 −3

2 −3
2



Vậy PB→C =

 0 −4
3 −17

63
2

3
2 3

−3
2 −3

2 −3
2


b. véctơ tọa độ của p trong cơ sở C là (−1, 2, 1).
c. véctơ tọa độ của p trong cơ sở B là

(
−11

2 , 9
2 , −3

)
.

4.75.

a. Khử Gauss ma trận A, ta thu được ma trận bậc thang 1 3 1
0 −19 −5
0 0 0


� Không gian hàng Row(A) là một không gian véctơ 2 chiều với

một cơ sở là hệ véctơ (1, 3, 1), (0, −19, −5).



466 CHƯƠNG 7. KHÔNG GIAN CÓ TÍCH VÔ HƯỚNG

� Không gian cột Col(A) là một không gian véctơ 2 chiều với một
cơ sở là hệ véctơ (1, 5, 7), (3, −4, 2).

� Hạt nhân Nul(A) là một không gian véctơ 1 chiều với một cơ sở
là véctơ (−4, −5, 19).

b. Khử Gauss ma trận B, ta thu được ma trận bậc thang
1 4 5 6 9
0 1 1 1 2
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


� dimRow(B) = 2, một cơ sở của Row(B) là hệ véctơ (1, 4, 5, 6, 9), (0, 1, 1, 1, 2).
� dim Col(B) = 2, một cơ sở của Col(B) là hệ véctơ (1, 2, 1, 2), (4, 1, 0, 3).
� dim Nul(B) = 3, một cơ sở của Nul(B) là hệ véctơ (−1, −1, 1, 0, 0), (−2, −1, 0, 1, 0), (−1, −2, 0, 0, 1).

4.7. Khử Gauss ma trận C, ta thu được ma trận bậc thang
1 −2 5 0
0 −1 −3 0
0 0 0 1
0 0 0 0


� dim Row(C) = 3, một cơ sở của Row(C) là hệ véctơ (1, −2, 5, 0), (0, −1, −3, 0), (0, 0, 0, 1).

� dim Col(C) = 3, một cơ sở của Col(C) là hệ véctơ (1, 1, 1, −3), (−2, −2, −3, 8), (0, 1, −1, 1).

� dim Nul(C) = 1, một cơ sở của Nul(C) là hệ véctơ (−11, −3, 1, 0).

4.77. Thành lập ma trận nhận hệ véctơ đã cho là hệ véctơ cột rồi khử
Gauss ma trận này, ta thu được ma trận bậc thang

1 −1 5 −3
0 1 −1 1
0 0 0 0
0 0 0 0


Một cơ sở cho L(v1, v2, v3, v4) là hệ véctơ v1, v2. Biểu thị tuyến tính của
các véctơ v3, v4 qua cơ sở v1, v2 là

v3 = 4v1 − v2
v4 = −2v1 + v2
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4.78. Thành lập ma trận nhận hệ véctơ đã cho là hệ véctơ cột rồi khử
Gauss ma trận này, ta thu được ma trận bậc thang

−1 −2 4 0 −7
0 1 −1 4 7
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0


Một cơ sở của L(v1, v2, v3, v4, v5) là hệ véctơ v1, v2, v4. Biểu thị tuyến tính
của các véctơ v3, v5 qua cơ sở v1, v2, v4 là

v3 = −2v1 − v2
v5 = v1 + 3v2 + v4

4.79. Các đa thức đã cho đều thuộc P3. Tọa độ hóa các đa thức đã cho
trong cơ sở chính tắc S =

{
1, x, x2, x3} của P3, các véctơ tọa độ thu được

lần lượt là

[p1]S = (1, 4, 5, 2), [p2]S = (2, 1, 3, 0), [p3]S = (−1, 3, 2, 2).

Khử Gauss ma trận
[

[p1]S [p2]S [p3]S
]

ta thu được ma trận bậc thang
1 2 −1
0 1 −1
0 0 0
0 0 0

 .

Một cơ sở cho không gian L(p1, p2, p3) là hệ véctơ p1, p2. Biểu thị tuyến
tính của p3 qua cơ sở p1, p2 là

p3 = p1 − p2.

4.80. Một cơ sở của L(p1, p2, p3, p4) là hệ véctơ p1, p2, p3. Biểu thị tuyến
tính của p4 qua cơ sở p1, p2, p3 là

p4 = −p2 − p3

4.81.
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a. Dạng bậc thang của ma trận đã cho là 1 −2 2 3 −1
0 0 1 2 −2
0 0 0 0 0


Ma trận đã cho có hạng và số khuyết lần lượt là 2 và 3.

b. Dạng bậc thang của ma trận đã cho là
1 0 −2 1 0
0 1 3 −1 3
0 0 0 1 −7
0 0 0 0 1


Ma trận đã cho có hạng và số khuyết lần lượt là 4 và 1.

4.82. Khử Gauss ma trận đã cho

A =

 t 1 1
1 t 1
1 1 t

 H1 ↔ H3−−−−−−→

 1 1 t
1 t 1
t 1 1


H2−H1→H2−−−−−−−−−−−→

tH1 − H3 → H3

 1 1 t
0 t − 1 1 − t
0 t − 1 t2 − 1


H3 − H2 → H3−−−−−−−−−−−→

 1 1 t
0 t − 1 1 − t
0 0 t2 + t − 2


Ta thấy

t − 1 = 0 ⇔ t = 1 và t2 + t − 2 = 0 ⇔
[

t = 1
t = −2

Ta có các trường hợp sau

Điều kiện của t hạng của ma trận A

t = 1 1
t = −2 2

t = 1, t ̸= −2 3



7.4. DẠNG TOÀN PHƯƠNG 469

4.83. Khử Gauss ma trận đã cho

B =

 1 3 −t
t 3 −1
3 6 −2

 tH1−H2→H2−−−−−−−−−−−→3H1 − H3 → H3

 1 3 −t
0 3t − 3 −t2 + 1
0 3 −3t + 2


H2 ↔ H3−−−−−−→

 1 3 −t
0 3 −3t + 2
0 3t − 3 −t2 + 1


H3 − (t − 1)H2 → H3−−−−−−−−−−−−−−−−→

 1 3 −t
0 3 −3t + 2
0 0 2t2 − 5t + 3


Ta thấy

2t2 − 5t + 3 = 0 ⇔ t = 1 hoặc t = 3
2 .

Có hai trường hợp xảy ra:

� Trường hợp 1: t = 1 hoặc t = 3
2 . Hạng của ma trận đã cho là 2.

� Trường hợp 2: t ̸= 1 và t ̸= 3
2 . Hạng của ma trận đã cho là 3.

Chương 5

5.1.

a. Ta có

T

([
x1
x2

])
=

 x2
−x1

x1 + 3x2

 =

 0 1
−1 0

1 3

[ x1
x2

]
.

Do đó, ánh xạ T là biến đổi ma trận với ma trận chính tắc là

 0 1
−1 0

1 3

.

b. Ta có  x1
x3

x1 + x2

 =

 1 0 0
0 0 1
1 1 0


 x1

x2
x3

 .

5.2.
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a. Theo định nghĩa, T là một ánh xạ từ R2 đến R2. Cho u = (x, y) ∈ R2

và k ∈ R. Ta có

T (ku) = T

([
kx
ky

])
=

[
(kx)2

ky

]
=

[
k2x2

ky

]
,

và

kT (u) = k

[
x2

y

]
=

[
kx2

ky

]
.

Do đó, T (ku) ̸= kT (u) nếu k2x2 ̸= kx2, chẳng hạn khi k = 2,x = 1.
Vậy ánh xạ T không bảo toàn phép toán nhân số và véctơ. Theo định
nghĩa, T không là một ánh xạ tuyến tính.

b. c. được chứng minh tương tự như a.

5.3. Theo định nghĩa, T là một ánh xạ từ R đến R. Cho x, y ∈ R và k ∈ R.
Ta có

T (x + y) = m(x + y) + b = mx + my + b
T (x) + T (y) = (mx + b) + m(y + b) = mx + my + 2b

và
T (kx) = m(kx) + b = kmx + b
kT (x) = k(mx + b) = kmx + kb.

Do đó

Ánh xạ T là tuyến tính ⇔
{

T (x + y) = T (x) + T (y)
T (kx) = kT (x) với mọi x, y ∈ R, k ∈ R

⇔
{

b = 2b
b = kb

với mọi k ∈ R

⇔ b = 0.

Vậy ánh xạ T : R → R cho bởi T (x) = mx + b là một ánh xạ tuyến tính
khi và chỉ khi b = 0.

5.4.
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a. Ta có (2, 1, 3) = 2e1 + e2 + 3e3. Vì T là ánh xạ tuyến tính nên

T (2, 1, 3) = 2T (e1) + T (e2) + 3T (e3).

Sử dụng định nghĩa của T (e1), T (e2), T (e3), ta được

T


 2

1
3


 = 2

[
1
3

]
+
[

−4
7

]
+ 3

[
0

−2

]
=
[

−2
7

]
.

Vậy T (2, 1, 3) = (−2, 7).
b. Ma trận chính tắc của T có hệ véctơ cột là các véctơ T (e1), T (e2), T (e3).

Ta có thể thấy điều này như sau. Với (x1, x2, x3) ∈ R3, ta có

(x1, x2, x3) = x1e1 + x2e2 + x3e3.

Suy ra

T


 x1

x2
x3


 = x1T (e1) + x2T (e2) + x3T (e3)

=
[

T (e1) T (e2) T (e3)
]  x1

x2
x3


=

[
1 −4 0
3 7 −2

] x1
x2
x3

 .

5.5.

a. Ta có

3
[

1
1

]
−
[

2
3

]
=
[

1
0

]
= e1.

Vì T tuyến tính nên

T (e1) = 3T

([
1
1

])
− T

([
2
3

])

= 3
[

1
−2

]
−
[

−2
5

]
=

[
5

−11

]
.
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b. Vì ma trận chính tắc của ánh xạ tuyến tính T là
[

T (e1) T (e2)
]

nên
ta cần tính thêm T (e2). Làm tương tự như ý (a). Ta có[

2
3

]
− 2

[
1
1

]
=
[

0
1

]
= e2.

Vì T tuyến tính nên

T (e2) = T

([
2
3

])
− 2T

([
1
1

])

=
[

−2
5

]
− 2

[
1

−2

]
=

[
−4

9

]
.

Vậy ma trận chính tắc của ánh xạ tuyến tính T là

[
T (e1) T (e2)

]
=
[

5 −4
−11 9

]
.

5.6. Ánh xạ trong các ý (b) là một ánh xạ tuyến tính. Các ánh xạ trong
các ý (a) và (c) không là ánh xạ tuyến tính.

5.7. Các ánh xạ trong các ý (b) và (c) là các ánh xạ tuyến tính. Ánh xạ
trong các ý (a) không là ánh xạ tuyến tính.

5.8. Các ánh xạ trong các ý (a) và (c) là các ánh xạ tuyến tính. Ánh xạ
trong ý (b) không là ánh xạ tuyến tính.

5.9. Các ánh xạ trong các ý (a) và (c) là các ánh xạ tuyến tính. Ánh xạ
trong ý (b) không là ánh xạ tuyến tính.

5.10. Ta có ker(T ) = Nul(A) và Im(T ) = Col(A). Để có thông tin về cả
Nul(A) và Col(A), ta khử Gauss ma trận A về dạng bậc thang. Từ đó, ta
có các kết luận sau

� Số các khuyết của T là 1. Một cơ sở của hạt nhân ker(T ) là véctơ
(2, 10, 0, 7).

� Hạng của T là 3. Một cơ sở của ảnh của T là 3 véctơ cột đầu tiên
của nó.
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5.11. Theo định nghĩa[
a b
c d

]
∈ ker(T ) ⇐⇒ T

([
a b
c d

])
= 0

⇐⇒ 3a − 4b + c − d = 0
⇐⇒ d = 3a − 4b + c.

Do đó, các phần tử của ker(T ) có dạng
[

a b
c 3a − 4b + c

]
với a, b, c ∈ R

xác định duy nhất. Ta có[
a b
c 3a − 4b + c

]
= a

[
1 0
0 3

]
+ b

[
0 1
0 −4

]
+ c

[
0 0
1 1

]
.

Do đó ker(T ) là một không gian véctơ 3 chiều với một cơ sở là hệ ma trận[
1 0
0 3

]
,

[
0 1
0 −4

]
,

[
0 0
1 1

]
.

Ta có
dim Im(T ) = dim M2×2 − dim ker(T ) = 4 − 3 = 1.

Hơn nữa, Im(T ) ⊂ R, dimR = 1 nên Im(T ) = R. Một cơ sở của Im(T ) là
số thực 1.

5.12. Cho p(x) = a + bx + cx2 ∈ P2. Theo định nghĩa

T (p(x)) = (a, a + b + c, 2a + b + c) .

Do đó

p(x) ∈ ker(T ) ⇐⇒


a

a + b + c

2a + b + c

= 0
= 0
= 0.

Nghiệm của hệ phương trình tuyến tính này là a = 0, b = −t, c = t với
t ∈ R tùy ý. Do đó, các đa thức p(x) thuộc ker(T ) là

−tx + tx2 = t(−x + x2).

Vậy ker(T ) là một không gian véctơ 1 chiều với một cơ sở là đa thức
−x + x2.Số chiều của Im(T ) là

dim Im(T ) = dimP2 − dim ker(T ) = 3 − 1 = 2.
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Vì Im(T ) là một không gian véctơ 2 chiều nên để có một cơ sở của Im(T ),
ta tìm trong Im(T ) một hệ hai véctơ độc lập tuyến tính. Ta có

T (1) = (1, 1, 2), T (x) = (0, 1, 1)

đều thuộc Im(I). Hệ véctơ (1, 1, 2) và (0, 1, 1) độc lập tuyến tính vì chúng
không cùng phương với nhau.

Vậy hệ véctơ (1, 1, 2),(0, 1, 1) là một cơ sở của Im(T ).

Cách khác. Ta có thể tìm số chiều và cơ sở cho Im(T ) một cách trực tiếp,
không sử dụng đến số chiều của ker(T ) như sau. Mọi véctơ (x1, x2, x3)
thuộc Im(T ) khi và chỉ khi hệ phương trình tuyến tính

a = x1
a + b + c = x2
2a + b + c = x3

có nghiệm a, b, c ∈ R. Khử Gauss ma trận hệ số mở rộng của hệ này 1 0 0 x1
1 1 1 x2
2 1 1 x3

 −→

 1 0 0 x1
0 1 1 x2 − x1
0 1 1 x3 − 2x1


−→

 1 0 0 x1
0 1 1 x2 − x1
0 0 0 −x1 − x2 + x3

 .

Do đó

(x1, x2, x3) ∈ Im(T ) ⇐⇒ −x1 − x2 + x3 = 0
⇐⇒ x1 = −t + s, x2 = t, x3 = s
⇐⇒ (x1, x2, x3) = t(−1, 1, 0) + s(1, 0, 1).

Vậy Im(T ) là một không gian véctơ 2 chiều với một cơ sở là hệ véctơ
(−1, 1, 0), (1, 0, 1).

5.13.

a. Để chứng minh T tuyến tính, ta chỉ ra nó bảo toàn phép toán cộng
véctơ và phép nhân vô hướng với véctơ:

T (p(x) + q(x)) = T (p(x)) + T (q(x)), T (kp(x)) = kT (p(x)).

Hãy sử dụng định nghĩa để tính tường minh hai vế của mỗi đẳng thức.
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b. Ta có
a0 + a1x + a2x2 + a3x3 ∈ ker(T ) ⇐⇒ T (a0 + a1x + a2x2 + a3x3) = 0

⇐⇒ 3a0 + a1x + (a0 + a1)x2 = 0

⇐⇒


3a0

a1

a0 + a1

= 0
= 0
= 0

⇐⇒ a0 = a1 = 0.

Do đó ker(T ) gồm các đa thức a2x2 + a3x3 với a2, a3 ∈ R bất kì. Suy
ra, ker(T ) là một không gian véctơ 2 chiều với một cơ sở là hệ đa thức
x2, x3.

c. Ta có
dim Im(T ) = dimP3 − dim ker(T ) = 4 − 2 = 2.

Do đó, để có một cơ sở của Im(T ),ta cần trong Im(T ) một hệ hai đa
thức độc lập tuyến tính. Ta có

T (1) = 3 + x2, T (x) = x + x2

thuộc Im(T ). Hệ đa thức 3 + x2,x + x2 độc lập tuyến tính. Do đó, hệ
véctơ này chính là một cơ sở của Im(T ).

5.14.

a. Để tính T (x1, x2, x3), ta cần biểu thị (x1, x2, x3) qua các véctơ v1, v2, v3:

(x1, x2, x3) = k1v1 + k2v2 + k3v3.

Phương trình véctơ này tương đương với hệ phương trình tuyến tính
k1 = x1
k1 + k2 = x2
k1 + k2 + k3 = x3.

Hệ này có nghiệm duy nhất k1 = x1,k2 = x2 − x1,k3 = x3 − x2. Do đó

(x1, x2, x3) = x1v1 + (x2 − x1)v2 + (x3 − x2)v3.

Tác động T vào 2 vế, sử dụng tính tuyến tính của T, ta được
T (x1, x2, x3) = x1T (v1) + (x2 − x1)T (v2) + (x3 − x2)T (v3)

= x1

 3
0
1

+ (x2 − x1)

 −1
5
1

+ (x3 − x2)

 2
5
2


=

 4x1 − 3x2 + 2x3
−5x1 + 5x3

− x2 + 2x3

 .
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b. Ma trận chính tắc của T là

A =

 4 −3 2
−5 0 5

0 −1 2

 .

c. ker(T ) = Nul(A), Im(T ) = Col(A). Khử Gauss ma trận A về dạng bậc
thang ta sẽ có được các kết quả mong muốn.

5.15.

a. Kí hiệu đạo hàm của một hàm f(x) là f ′(x). Ta sẽ chứng minh ánh xạ
đạo hàm D là tuyến tính, sử dụng các tính chất quen thuộc của đạo
hàm. Cho p(x), q(x) ∈ P3, k ∈ R. Ta có

D(p(x) + q(x)) = (p(x) + q(x))′

= p′(x) + q′(x)
= D(p(x)) + D(q(x)),

và
D(kp(x)) = (kp(x))′ = kp′(x) = kD(p(x)).

Do đó, ánh xạ D là ánh xạ tuyến tính.
b. Để xác định ker(D) và Im(D), ta sử dụng công thức quen thuộc sau

D(a0 + a1x + a2x2 + a3x3) = a1 + 2a2x + 3a3x2.

Do đó,

a0 + a1x + a2x2 + a3x3 ⇐⇒ a1 + 2a2x + 3a3x2 = 0
⇐⇒ a1 = a2 = a3 = 0.

Suy ra ker(D) là tập con của P3 gồm các đa thức a0 với a0 ∈ R tùy ý.
Vậy ker(D) là một không gian véctơ 1 chiều với một cơ sở là đa thức
1. Đối với Im(D), từ công thức cụ thể của ánh xạ D bên trên, ta thấy
rằng Im(D) là tập con của P3 gồm các đa thức b0 + b1x + b2x2 với
b0, b1, b2 ∈ R bất kì. Vậy Im(D) là một không gian véctơ 3 chiều với
cơ sở là hệ đa thức 1, x, x2.

5.16.

a. Chứng minh giống hệt bài tập trên.
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b. Làm giống như bài trên. Chú ý

D(a0 + a1x + a2x2 + · · · + anxn) = a1 + 2a2x + · · · + nanxn−1.

Hạt nhân ker(D) chính là P0, dim ker(D) = 1, một cơ sở của ker(D)
là đa thức 1. Ảnh Im(D) chính là Pn−1, dim Im(D) = n, một cơ sở của
Im(D) là hệ đa thức 1, x, x2, . . . , xn−1.

5.17.

a. Để chứng minh ánh xạ J là tuyến tính, ta sử dụng các tính chất cơ
bản của tích phân xác định. Cho p(x), q(x) ∈ P2 và k ∈ R. Ta có

J(p(x) + q(x)) =
´ 1

−1(p(x) + q(x))dx

=
´ 1

−1 p(x)dx +
´ 1

−1 q(x)dx

= J(p(x)) + J(q(x))

và

J(kp(x)) =
1ˆ

−1

kp(x)dx = k

1ˆ

−1

p(x)dx = kJ(x).

Do đó, J là một ánh xạ tuyến tính.
b. Ta xác định công thức tường minh của ánh xạ J.

J(a0 + a1x + a2x2) =
´ 1

−1(a0 + a1x + a2x2)dx

=
[
a0x + a1x2

2 + a2x3

3

]1

−1

= 2a0 + 2
3a2.

Do đó,

a0 + a1x + a2x2 ∈ ker(D) ⇐⇒ 2a0 + 2
3a2 = 0

⇐⇒ a0 = −t, a1 = s, a2 = 3t.

Vậy ker(T ) là tập con của P3 gồm các đa thức

−t + sx + 3tx2 = t(−1 + 3x2) + sx

với t, s ∈ R bất kì. Hạt nhân ker(J) là một không gian véctơ 2 chiều
với một cơ sở là hệ hai đa thức −1 + 3x2, x.
Đối với Im(J), từ công thức cụ thể trên của J, ta thấy Im(J) gồm các
đa thức b0,với b0 ∈ R bất kì. Vậy Im(J) là một không gian véctơ 1
chiều với một cơ sở là đa thức 1.
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5.18.

a. Làm tương tự như bài trên.
b. Ta có

J(a0 + a1x + a2x2 + a3x3) = 2a0 + 2a1 + 8
3a2 + 4a3.

Số chiều của ker(J) là 3. Một cơ sở của ker(J) là hệ 3 đa thức

−1 + x, −4 + 3x2, −2 + x3.

Số chiều của Im(J) là 1. Một cơ sở của Im(J) là đa thức 1.

5.19.

a. Ma trận chính tắc của T là
[

0 1
1 0

]
.

b. dim ker(T ) = 0,dim Im(T ) = 2.

5.20.

a. Ma trận chính tắc của T là
[

0 0
0 1

]
.

b. dim ker(T ) = 1,dim Im(T ) = 1.

5.21.

a. Ma trận chính tắc của T là

 −1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

b. dim ker(T ) = 0, dim Im(T ) = 3.

5.22.

a. Ma trận chính tắc của T là

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 .
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b. dim ker(T ) = 0, dim Im(T ) = 3.

5.23.

a. Ma trận chính tắc của T là

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

 .

b. dim ker(T ) = 1, dim Im(T ) = 2.

5.24.

a. Ma trận chính tắc của T là

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 .

b. dim ker(T ) = 2, dim Im(T ) = 1.

5.25. .

5.26. .

5.27. .

5.28. .

5.29. Cơ sở chính tắc của P3 là
{
1, x, x2, x3}. Ta cần xác định ảnh của các

véctơ trong cơ sở này dưới tác động của ánh xạ tuyến tính T rồi biểu thị
các véctơ ảnh thu được qua cơ sở chính tắc. Ví dụ

T (x2) = (x − 2)2 = x2 − 4x + 4
= 4 · 1 − 4 · x + 1 · x2 + 0 · x3.

Ma trận cần tìm là 
1 −2 4 8
0 1 −4 12
0 0 1 −6
0 0 0 1

 .

5.30. Ánh xạ đạo hàm D : P3 → P3 cho bởi

D
(
a0 + a1x + a2x2 + a3x3

)
= a1 + 2a2x + 3a3x2.
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a. Ma trận của D trong cơ sở chính tắc của P3 là
0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0


b. Ma trận của D trong cơ sở đã cho là

0 2 0 0
0 0 4 0
0 0 0 6
0 0 0 0



5.31. Ánh xạ đạo hàm

D
(
a0 + a1x + a2x2 + ... + anxn

)
= a1 + 2a2x + ... + nanxn−1.

Ma trận của D trong cơ sở chính tắc là
0 1 0 · · · 0 0
0 0 2 · · · 0 0
0 0 0 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 0 n

 .

5.32. Ta cần tác động lên các véctơ trong cơ sở đã cho của M3×2 rồi biểu
thị tuyến tính véc tớ ảnh qua cơ sở đã cho của M2×2. Ví dụ

T (E21) = AE21 =
[
a11 a12 a13
a21 a22 a23

]0 0
1 0
0 1


=
[
a12 0
a22 0

]
= a12E11 + 0E12 + a22E21 + 0E22.

Do đó, véctơ cột thứ 3 của ma trận cần tìm là (a12, 0, a22, 0). Ma trận cần
tìm là 

a11 0 a12 0 a13 0
0 a11 0 a12 0 a13

a21 0 a22 0 a23 0
0 a21 0 a22 0 a23

 .

5.33. .
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Chương 6

6.1. Với mỗi i = 1, 2, 3, ta cần tính Avi và so sánh nó với véctơ vi. Ta có

Av1 =

 1 2 4
0 1 0
3 1 2


 1

0
1

 =

 5
0
5

 = 5

 1
0
1

 = 5v1.

Suy ra v1 là một véctơ riêng của A ứng với giá trị riêng λ = 5. Tính toán
tương tự, ta có

Av2 = v2, Av3 = −2v3.

Do đó, v2 và v3 cũng là các véctơ riêng của A với các giá trị riêng tương
ứng lần lượt là 1 và −2.

6.2. Có hai khả năng của a, đó là 1 và −1. Khi a = 1, giá trị riêng tương
ứng là 5, còn khi a = −1, giá trị riêng tưng ứng là 1. Hai số thực b và c có
giá trị lần lượt là −1 và 2. Hai véctơ riêng đối với hai giá trị này của b và
c đều ứng với giá trị riêng là 1.

6.3. Với mỗi vô hướng λ = −1 và λ = 1, ta cần khử Gauss ma trận A−λI
để xác định xem hạt nhân Nul (A − λI) có khác {0} hay không. Khử Gauss
ma trận A − (−1) I ta được

A − (−1) I =

 5 0 1
−2 2 0
−2 0 2

 →

 5 0 1
0 10 2
0 0 12

 .

Suy ra Nul (A − (−1) I) = {0}, tức là λ1 = −1 không là một giá trị riêng
của A.

Tiếp theo, khử Gauss ma trận A − I, ta được

A − I =

 3 0 1
−2 0 0
−2 0 0

 → · · · →

 3 0 1
0 0 1
0 0 0

 .

Suy ra Nul (A − I) ̸= {0}, tức là λ2 = 1 là một giá trị riêng của A.

6.4. Vì T là phép quay góc 90◦ nên không tồn tại véctơ v ̸= 0 sao cho
T (v) cùng phương với v.
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Do đó, biến đổi tuyến tính T này không có giá trị riêng, không có véctơ
riêng.

6.5. (a) Đa thức đặc trưng của ma trận A là

PA (λ) = −λ3 + 3λ + a.

(b) và (c). Số giá trị riêng thực phân biệt của A là số nghiệm của phương
trình đặc trưng PA(λ) = 0. Phương trình này tương đương với

−λ3 + 3λ = −a.

Số nghiệm của phương trình này là số giao điểm của đồ thị hàm số y =
−λ3 +3λ với đường thẳng y = −a. Khảo sát hàm số y = −λ3 +3λ để phác
thảo đồ thị của nó.

Từ đồ thị này, ta có kết luận sau.
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� Ma trận A có 3 giá trị riêng phân biệt khi và chỉ khi −2 < a < 2.

� Ma trận A có 2 giá trị riêng phân biệt khi và chỉ khi a = 2 hoặc
a = −2.

6.8. Bảng các giá trị riêng và bội đại số của ma trận A là

Giá trị riêng 1 2 3
Bội đại số 1 1 1

6.9. (a) Bảng giá trị riêng và véctơ riêng của ma trận là

Giá trị riêng 5 −1
Bội đại số 1 1
Bội hình học 1 1

Cơ sở của
không gian con riêng

[
1
1

] [
−2

1

]

(b) Bảng giá trị riêng và véctơ riêng của ma trận là

Giá trị riêng 2
Bội đại số 2
Bội hình học 1

Cơ sở của
không gian con riêng

[
0
1

]

6.10. (a) Bảng các giá trị riêng và véctơ riêng của ma trận là

Giá trị riêng 1 2 3
Bội đại số 1 1 1
Bội hình học 1 1 1
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Cơ sở của
không gian con riêng

 0
1
0


 −1

2
2


 −1

1
1



(b) Bảng các giá trị riêng và véctơ riêng của ma trận là

Giá trị riêng 1 2
Bội đại số 1 2
Bội hình học 1 2

Cơ sở của
không gian con riêng

 −2
−1

1


 −3

1
0

 ,

 −2
0
1



6.11. Giải phương trình Av = λv với hai ẩn là a và λ. Đáp số: a = 16 và
λ = −3.

6.1. a = 5 và b = 3. Các giá trị riêng tương ứng với các véctơ riêng v1, v2
và v3 lần lượt là 2, 5 và 4.

6.13. Gọi T là phép đối xứng qua đường thẳng L (u).

Một véc tơ v là một véc tơ riêng của T nếu và chỉ nếu T (v) cùng phương
với v. Điều này xảy ra khi và chỉ khi v ∥ u hoặc v ⊥ u.

� Nếu v ∥ u thì T (v) = v, do đó, v là một véc tơ riêng của T ứng với
giá trị riêng λ = 1.
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� Nếu v ⊥ u thì T (v) = −v, do đó, v là một véc tơ riêng của T ứng
với giá trị riêng λ = −1.

6.14. Gọi T là phép quay góc 180◦.

Với mọi véc tơ v, ta luôn có T (v) = −v. Do đó, giá trị riêng duy nhất của
T là −1 và tất cả các véc tơ v ̸= 0 đều là véc tơ riêng của T ứng với giá
trị riêng −1.

6.15. (a) Ta có det (A) = PA (0) = −5.Vì det (A) ̸= 0 nên A khả nghịch.

(b) Ta có det (A) = PA (0) = 0.Vì det (A) = 0 nên A không khả nghịch.

6.1. Gọi ma trận cần tìm là A =
[

x11 x12
x21 x22

]
. Theo giả thiết

A

[
3
1

]
= 5

[
3
1

]
=
[
15
5

]
, A

[
1
2

]
= 7

[
1
2

]
=
[

7
14

]
.

Suy ra [
x11 x12
x21 x22

] [
3
1

]
=
[
15
5

]
,

[
x11 x12
x21 x22

] [
1
2

]
=
[

7
14

]
.

Từ hai phương trình ma trận này, bằng cách so sánh các phần tử tương
ứng, ta nhận được 4 phương trình tuyến tính của các ẩn x11, x12, x21, x22.
Giải hệ phương trình này, ta tìm được ma trận A.
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Một cách làm khác là ghép lại hai phương trình ma trận trên để được
phương trình [

x11 x12
x21 x22

] [
3 1
1 2

]
=
[
15 7
5 14

]
.

Phương trình này tương đương với[
x11 x12
x21 x22

]
=
[
15 7
5 14

] [
3 1
1 2

]−1

.

Do đó A =
[

6 −7
5

−1 42
5

]
.

6.17. Nhắc lại rằng nếu v là một véctơ riêng của A ứng với gái trị riêng λ
thì Av = λv. Từ giả thiết, ta có

A

 1
−1

1

 = 1

 1
−1

1

 =

 1
−1

1

 , A

 1
1
0

 = (−1)

 1
1
0

 =

 −1
−1

0

 .

và

A

 1
−1

0

 = 2

 1
−1

0

 =

 2
−2

0

 .

Do đó,

A

 1 1 1
−1 1 −1

1 0 0

 =

 1 −1 2
−1 −1 −2

1 0 0

 .

Ma trận

 1 1 1
−1 1 −1

1 0 0

khả nghịch vơi nghịch đảo là

 0 0 1
1
2

1
2 0

1
2

1
2 −1

. Vậy

A =

 1 −1 2
−1 −1 −2

1 0 0


 0 0 1

1
2

1
2 0

1
2

1
2 −1

 =

 1
2 −3

2 −1
−3

2
1
2 1

0 0 1

 .

6.18. Ta có
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A

 1 −1 −1
1 0 1

−1 1 0

 =

 1 2 2
1 0 −2

−1 −2 0

 .

Do đó

A =

 1 3 −3
3 1 −3

−3 3 −5

 .

6.19.

a. Giả sử A =
[

a b
c d

]
. Đa thức đặc trưng của A là

PA (λ) = det (A − λI)

=
∣∣∣∣∣ a − λ b

c d − λ

∣∣∣∣∣
= (a − λ) (d − λ) − cd
= λ2 − (a + d) λ + ad − bc.

Mặt khác, tr (A) = a + d và det (A) = ad − bc. Do đó,

PA (λ) = λ2 − tr (A) λ + det (A) .

b. Ta có

A2 =
[

a b
c d

] [
a b
c d

]
=

[
a2 + bc ab + bd
ac + cd bc + d2

]

tr (A) A = (a + d)
[

a b
c d

]
=

[
a2 + ad ab + bd
ac + cd ad + d2

]

det (A) I = (ad − bc)
[

1 0
0 1

]
=

[
ad − bc 0

0 ad − bc

]
.

Do đó,
A2 − tr (A) A + det (A) I = 0.

6.20.

1. Vì tr (A) = 8, det (A) = 15 và A2 − tr (A) A + det (A) I = 0 nên

A2 − 8A + 15I = 10.
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2. Gọi thương và phần dư khi chia λ100cho λ2 − 8λ + 15 là các đa thức
Q (λ)và R (λ). Vì bậc của đa thức chia λ2−8λ+15 là 2 nên deg R (λ) <
2, tức là R (λ) = aλ + b, với a, b ∈ R nào đó. Ta có

λ100 =
(
λ2 − 8λ + 15

)
Q (λ) + aλ + b.

Để tìm a và b, ta sẽ tính giá trị hai vế của hệ thức trên tại các nghiệm
của đa thức λ2 − 8λ + 15. Ta thấy

λ2 − 8λ + 15 = 0 ⇔ λ = 3, λ = 5.

Do đó,
3100 = 3a + b
5100 = 5a + b

Giải hệ phương trình tuyến tính này ta được

a = 1
2
(
5100

)
− 1

2
(
3100

)
, b = 5

2
(
3100

)
− 3

2
(
5100

)
.

Vậy phần dư khi chia λ100 cho λ2 − 8λ + 15 là aλ + b với a, b như trên.
3. Vì λ100=

(
λ2 − 8λ + 15

)
Q (λ) + aλ + b và A2 − 8A + 15I = 0 nên

A100 =
(
A2 − 8A + 15I

)
Q (A) + aA + bI

= aA + bI

Thay thế các giá trị cụ thể của a, b, A, I vào biểu thức aA+bI ta được

A100 =
(1

2
(
5100)− 1

2
(
3100)) [ 1 −2

4 7

]
+
(5

2
(
3100)− 3

2
(
5100)) [ 1 0

0 1

]

=
[

2
(
3100)− 5100 3100 − 5100

2
(
5100)− 2

(
3100) 2

(
5100)− 3100

]
.

6.21. Ta có

A2 − 4A − 21I = 0.

Phần dư khi chia λ100 cho λ2 − 4λ − 21 là aλ + b với

a = 1
10
(
7100

)
− 1

10
(
3100

)
, b = 3

10
(
7100

)
+ 7

10
(
3100

)
.

Khi đó,
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A100 = aA + bI.

Thay các giá trị cụ thể của a, b, A, I, ta tìm được A100.

6.22. Gọi x là một véctơ riêng của A ứng với giá trị riêng λ. Theo định
nghĩa Ax = λx.

(a) Ta có

A2x = A (Ax) = A (λx) = λ (Ax) = λ (λx) = λ2x.

Do đó, λ2 là một giá trị riêng của A2, với một véctơ riêng tương ứng
chính là véctơ x.

(b) Ta có

A3x = A
(
A2x

)
= A

(
λ2x

)
= λ2 (Ax) = λ2 (λx) = λ3x.

Do đó, λ3 là một giá trị riêng của A3, với một véctơ riêng tương ứng
chính là véctơ x.

6.23. Gọi x là một véctơ riêng của A ứng với giá trị riêng λ, tức là Ax = λx.
Từ các công thức Ax = λx,A2x = λ2x và A3x = λ3x, ta đi đến dự đoán

Anx = λnx

với mọi số nguyên dương n. Ta sẽ chứng minh đẳng thức này bằng phương
pháp quy nạp theo số nguyên dương n. Khi n = 1, Ax = λx theo định
nghĩa của x. Giả sử đẳng thức đúng với n = k ≥ 1 tức là Akx = λkx. Ta
có

Ak+1x = A
(
Akx

)
= A

(
λkx

)
= λk (Ax) = λk (λx) = λk+1x.

Suy ra đẳng thức cần chứng minh đúng với n = k + 1. Theo nguyên lí quy
nạp, Anx = λnx với mọi n nguyên dương.

Vì Anx = λnx nên λn là một giá trị riêng của An, với một giá trị riêng
tương ứng chính là véctơ x.

6.24. Gọi x là một véctơ riêng của A ứng với giá trị riêng λ, tức là Ax = λx.
Giả sử f (t) = a0tn + a1tn−1 + · · · + an−1t + an. Khi đó
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f (A) = a0An + a1An−1 + · · · + an−1A + anI.

Suy ra

f (A) x = a0Anx + a1An−1x + · · · + an−1Ax + anIx
= a0λnx + a1λn−1x + · · · + an−1λx + anx
= f (λ) x.

Đẳng thức thứ hai có được vì ta có Anx = λnx với mọi số nguyên dương
n như đã chứng minh trong bài tập trên. Vậy, f (λ) là một giá trị riêng
của f (A), với một véctơ riêng tương ứng chính là véctơ x.

6.25. Để nhận được các giá trị riêng của các ma trận B, C và D từ các
giá trị riêng của A, ta cần biểu thị mỗi ma trận B, C và D này qua ma
trận A.

(a) Ta có B = A + 2I. Do đó, mỗi giá trị riêng λ của A sinh ra một giá
trị riêng λ + 2 của B. Do đó, các giá trị riêng của B là −1, −2, 7.

(b) Ta có C = A − 3I. Do đó, mỗi giá trị riêng λ của A sinh ra một giá
trị riêng λ − 3 của C. Do đó, các giá trị riêng của C là −6, −7, 2.

(c) Ta có D = 2A + I. Do đó, mỗi giá trị riêng λ của A sinh ra một giá
trị riêng 2λ + 1 của D. Do đó, các giá trị riêng của D là −5, −7, 11.

6.26. (a) Giải các phương trình

Av1 = λ1v1, Av2 = λ2v2

với các ẩn là a, b, c, λ1, λ2 ta nhận được

a = −4, b = −1, c = 2, λ1 = −2, λ2 = −1.

(b) Từ ý (a) ta thấy rằng ma trận A có hai giá trị riêng là λ1 = −1 và
λ2 = −2. Vì A là một ma trận vuông cỡ 3 × 3 nên A còn một giá trị riêng
λ3. Ta có thể tìm λ3 bằng cách giải phương trình đặc trưng. Một cách làm
khác là dựa vào đẳng thức

λ1 + λ2 + λ3 = tr (A) .

Khi đó λ3 = 1. Vậy các giá trị riêng của ma trận A là −2, −1, 1.
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Một cơ sơ cho không gian con riêng E1 = Nul (A − I) là v3 = (−1, 0, 1).
Bảng các giá trị riêng và véctơ riêng của ma trận A là

Giá trị riêng −2 −1 1
Bội đại số 1 1 1
Bội hình học 1 1 1

Cơ sở của
không gian con riêng

 2
1

−2


 0

2
−1


 −1

0
1



(c) Vì B = A − 2A3 nên mỗi véctơ riêng λ của A sinh ra một véctơ riêng
λ − 2λ3 của B. Hơn nữa, nếu v là một véctơ riêng của A ứng với giá trị
riêng λ vì v cũng là một véctơ riêng của B ứng với giá trị riêng λ − 2λ3.
Do đó, từ bảng các giá trị riêng và véctơ riêng của A, ta nhận được bảng
các giá trị riêng và véctơ riêng của ma trận B là

Giá trị riêng 14 1 −1
Bội đại số 1 1 1
Bội hình học 1 1 1

Cơ sở của
không gian con riêng

 2
1

−2


 0

2
−1


 −1

0
1



6.27. Giải các phương trình

Av1 = λ1v1, Av2 = λ2v2, Av3 = λ3v3

ta nhận được các giá trị riêng

λ1 = 4, λ2 = 3, λ3 = 2

của ma trận A. Bảng các giá trị riêng và véctơ riêng của ma trận A là

Giá trị riêng 4 3 2
Bội đại số 1 1 1
Bội hình học 1 1 1
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Cơ sở của
không gian con riêng

 −1
−2

1


 1

−1
1


 2

−1
1



(a) Bảng các giá trị riêng và véctơ riêng cuả ma trận A3 là

Giá trị riêng 64 27 8
Bội đại số 1 1 1
Bội hình học 1 1 1

Cơ sở của
không gian con riêng

 −1
−2

1


 1

−1
1


 2

−1
1



(b) Bảng các giá trị riêng và véctơ riêng cuả ma trận 2A − A2 là

Giá trị riêng −4 −6
Bội đại số 1 2
Bội hình học 1 2

Cơ sở của
không gian con riêng

 −1
−2

1


 1

−1
1

 ,

 2
−1

1



6.28.

(a) Vì A khả nghịch nên phương trình Ax = 0 chỉ có nghiệm tầm thường.
Do đó, không tồn tại véctơ khác không x ∈ Rn sao cho

Ax = 0x.

Theo định nghĩa, vô hướng 0 không là một giá trị riêng của A. Do
đó, λ ̸= 0.

(b) Gọi x là một véctơ riêng của A ứng với giá trị riêng λ, tức là

Ax = λx.

Nhân hai vế với A−1, ta được

x = A−1Ax = A−1 (λx) = λ
(
A−1x

)
.
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Vì λ ̸= 0 nên đẳng thức trên kéo theo

A−1x = 1
λ

x.

Do đó 1
λ là một giá trị riêng của A, với một véctơ riêng tứng ứng

chính là véctơ x.

6.29. Giả sử v là véc tơ riêng của A và B ứng với giá trị riêng là λ và µ.
Theo định nghĩa

Av = λv, Bv = µv.

Suy ra
(A + B) v = Av + Bv = λµ + Bµ = (λ + µ) v.

Do đó, v là một véc tơ riêng của tổng A + B ứng với giá trị riêng λ + µ.

6.30. Giả sử v là véc tơ riêng của A và B ứng với giá trị riêng là λ và µ.
Theo định nghĩa

Av = λv, Bv = µv.

Suy ra
(AB) v = A (Bv) = A (µv) = µ (Av) = µλv

Do đó, v là một véc tơ riêng của tích AB ứng với giá trị riêng λµ.

6.31. Gọi ma trận cần tìm là A =
[

a b
c d

]
. Ta có

[
a b
c d

] [
2
3

]
= −7

[
2
3

]
⇔

[
2a + 3b
2c + 3d

]
=
[

−14
−21

]
.

So sánh các thành phần của các véc tơ, ta nhận được hệ phương trình
tuyến tính đối với các ẩn a, b, c, d

2a + 3b = −14
2c + 3d = −21

Cho các ẩn tự do b, d các tham số 2t và 2s, và tính các ẩn còn lại qua t và
s ta được

a = −7 − 3t, b = 2t, c = −21
2 − 3s, d = 2s.
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Vậy các ma trận cần tìm là[
−7 − 3t 2t

−21
2 − 3s 2s

]
.

6.32. Các ma trận cần tìm là[
5 + 2t t

−10 + 2s s

]
.

6.36. Vì v là một véctơ riêng của ma trận vuông A ứng với giá trị riêng
là 5 nên

Av = 5v.

Nhân cả hai vế với 1
5 ta được

A

(1
5v

)
= v.

Do đó, v ∈ Col (A).

6.37. Giả sử v là một véc tơ riêng của ma trận A ứng với giá trị riêng λ.
Theo định nghĩa

Av = λv. (10)

Xét hai trường hợp.

� Trường hợp λ = 0. Khi đó Av = 0. Suy ra v ∈ Nul (A).

� Trường hợp λ ̸= 0. Nhân cả hai vế của (10) với 1
λ ta được

A

( 1
λ

v

)
= v.

Suy ra v ∈ Col (A).
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Vậy v ∈ Col (A) hoặc v ∈ Nul (A).

6.38. Cho v ∈ Col (A) , v ̸= 0. Vì rank (A) = 1 nên dim Col (A) = 1. Do
đó, véc tơ v là một cơ sở của Col (A).

Vì Av ∈ Col (A) nên tồn tại một vô hướng λ sao cho

Av = λv.

Vậy v là một véc tơ riêng của A.

6.40. Cho A và B là hai ma trận đồng dạng. Theo định nghĩa, tồn tại một
ma trận khả nghịch P sao cho

A = PBP −1.

Ta cần chứng minh tr (A) = tr (B). Vì tr (MN) = tr (NM) với M, N là
hai ma trận vuông cùng cỡ nên

tr (A) = tr
(
PBP −1

)
= tr

(
P
(
BP −1

))
= tr

((
BP −1

)
P
)

= tr (B) .

6.41. (a) Ta có
tr (A) = 5, tr (B) = 13.

Vì tr (A) ̸= tr (B) nên hai ma trận A và B không đồng dạng với nhau.

(b) Ta có
det (A) = −2, det (B) = 2.

Vì det (A) ̸= det (B) nên hai ma trận A và B không đồng dạng với nhau.

6.42. ▷ Đa thức đặc trưng của A là

PA (λ) = det (A − λI)

=

∣∣∣∣∣∣∣
2 − λ 2 −1

1 3 − λ −1
−1 −2 2 − λ

∣∣∣∣∣∣∣
= (2 − λ)

∣∣∣∣∣3 − λ −1
−2 2 − λ

∣∣∣∣∣− 2
∣∣∣∣∣ 1 −1

−1 2 − λ

∣∣∣∣∣
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= + (−1)
∣∣∣∣∣ 1 3 − λ

−1 −2

∣∣∣∣∣
= −λ3 + 7λ2 − 11λ + 5
= − (λ − 5) (λ − 1)2

Do đó, ma trận A có các giá trị riêng là 5 và 1 với bội đại số lần lượt là 1
và 2.

▷Không gian con riêng của A ứng với giá trị riêng 1 là hạt nhân Nul(A − I).
Khử Gauss ma trận A − I ta được,

A − I =

 1 2 −1
1 2 −1

−1 −2 1

 →

 1 2 −1
0 0 0
0 0 0

 .

Suy ra

x ∈ Nul (A − I) ⇔ x1 = −2s + t, x2 = s, x3 = t
⇔ x = s (−2, 1, 0) + t (1, 0, 1)

▷ Không gian con riêng Nul (A − I) là một không gian véctơ 2 chiều với
một cơ sở là hệ véctơ (−2, 1, 0) ,(1, 0, 1). Bội hình học của giá trị riêng
1 là 2. Không gian con riêng của A ứng với giá trị riêng 5 là hạt nhân
Nul (A − 5I). Khử Gauss ma trận A − 5I:

A − 5I =

 −3 2 −1
1 −2 −1

−1 −2 −3

 → · · · →

 1 −2 −1
0 1 1
0 0 0


Suy ra

x ∈ Nul (A − 5I) ⇔ x1 = −t, x2 = −t, x3 = t
⇔ x = t (−1, −1, 1)

Không gian con riêng Nul (A − 5I) là một không gian véctơ 1 chiều với
một cơ sở là véctơ (−1, −1, 1). Bội hình học của gái trị riêng 5 là 1.

Bảng các giá trị riêng và véctơ riêng của ma trận đã cho là

Giá trị riêng 1 5
Bội đại số 2 1
Bội hình học 2 1
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Cơ sở của
không gian con riêng

 −2
1
0

 ,

 1
0
1


 −1

−1
1



▷ Vì ma trận A cỡ 3 × 3 có đủ 3 giá trị riêng, tính cả bội đại số, và mỗi
giá trị riêng có bội đại số bằng bội hình học nên A chéo hóa được. Từ tính
toán trên, ta có

A = PDP −1

trong đó

P =

 −2 1 −1
1 0 −1
0 1 1

 , D =

 1 0 0
0 1 0
0 0 5

 .

6.43.

a. Đa thức đặc trưng của A là

PA (λ) = det (A − λI) =
∣∣∣∣∣ d − λ 0

a d − λ

∣∣∣∣∣ = (d − λ)2 .

Do dó, λ = d là giá trị riêng duy nhất của A. Bội đại số của giá trị
riêng này là 2.

b. Không gian con riêng của A ứng với giá trị riêng λ = d là Nul (A − λI).
Ta có

A − λI =
[

0 0
a 0

]
−→

[
a 0
0 0

]
.

Trường hợp 1. a ̸= 0. Khi đó Nul (A − λI) là một không gian véctơ 1
chiều. Suy ra bội hình học của giá trị riêng λ = d là 1. Vì giá trị riêng
λ = d có bội hình học khác bội đại số nên A không chéo hóa được.

Trường hợp 2. a = 0. Khi đó A =
[

d 0
0 d

]
là một ma trận chéo nên

tất nhiên A chéo hóa được.

Vậy ma trận A =
[

d 0
a d

]
chéo hóa được khi và chỉ khi a = 0.
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6.44. (a) Ta có

A =
[

−1 3
1 2

] [
−3 0

0 2

] [
−1 3

1 2

]−1

.

(b) Ta có

An =
[

−1 3
1 2

] [
−3 0

0 2

]n [
−1 3

1 2

]−1

.[
−1 3

1 2

] [
(−3)n 0

0 2n

](
1
5

[
−2 3

1 1

])

Tính cụ thể ta được

An = 1
5

[
2 (−3)n + 3 (2)n −3 (−3)n + 3 (2)n

−2 (−3)n + 2 (2)n 3 (−3)n + 2 (2)n

]
.

6.2. Ta có

A =

 1 1 1
0 0 1
1 0 5


 −2 0 0

0 −1 0
0 0 1


 1 1 1

0 0 1
1 0 5


−1

Suy ra

An =

 1 1 1
0 0 1
1 0 5


 −2 0 0

0 −1 0
0 0 1


n  1 1 1

0 0 1
1 0 5


−1

 1 1 1
0 0 1
1 0 5


 (−2)n 0 0

0 (−1)n 0
0 0 1


n  0 −5 1

1 4 −1
0 1 0


Tính cụ thể ta được

An =

 (−1)n −5 (−2)n + 4 (−1)n + 1 (−2)n − (−1)n

0 1 0
0 5 − 5 (−2)n (−2)n

 .

6.47. Bảng các giá trị riêng và véctơ riêng của ma trận đã cho là
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Giá trị riêng 5 3
Bội đại số 1 2
Bội hình học 1 2

Cơ sở của
không gian con riêng

 1
2
1


 −1

0
1

 ,

 0
1
0



Vì ma trận vuông A cỡ 3 × 3 có đầy đủ 3 giá trị riêng tính cả bội và mỗi
giá trị riêng có bội hình học bằng bội đại số nên A chéo hóa được. Ta có
phân tích A = PDP −1 trong đó

P =

 1 −1 0
2 0 1
1 1 0

 , D =

 5 0 0
0 3 0
0 0 3

 .

6.48.

a. Ma trận A chéo hóa được, A = PDP −1 trong đó

P =

 1 2 1
1 3 3
1 3 4

 , D =

 1 0 0
0 2 0
0 0 3

 .

b. Ma trận B không chéo hóa được. Ma trận B có giá trị riêng duy nhất
λ = 5, với bội đại số bằng 3 và bội hình học bằng 1, khác bội đại số.

c. Ma trận C chéo hóa được, C = PDP −1 trong đó

P =

 −1 1 0
0 0 1
1 1 0

 , D =

 −3 0 0
0 3 0
0 0 3

 .

6.49. Gọi T là phép đối xứng qua một không gian con 2 chiều V trong
không gian véc tơ Euclid R3.
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Một véc tơ v là véc tơ riêng của T khi và chỉ khi T (v) cùng phương với v.
Điều này xảy ra khi và chỉ khi v ∈ V hoặc v ⊥ V .

� Nếu v ∈ V thì T (v) = v, do đó, v là một véc tơ riêng của T ứng với
giá trị riêng λ = 1.

� Nếu v ∈ V thì T (v) = −v, do đó, v là một véc tơ riêng của T ứng
với giá trị riêng λ = −1.

Do đó, các giá trị riêng của T là 1 và −1. Các không gian con riêng tương
ứng là E1 = V và E−1 = V ⊥. Vì tổng các bội hình học của T là 3, bằng
đúng số chiều của R3 nên T chéo hóa được.

Hơn nữa, nếu u1, u2 là một cơ sở của V và u3 là một cơ sở của V ⊥ thì ma
trận của T trong cơ sở u1, u2, u3 là 1 0 0

0 1 0
0 0 −1

 .

6.52. Đa thức đặc trưng của A là

PA (λ) = det (A − λI) =

∣∣∣∣∣∣∣
d − λ 0 0

a d − λ 0
0 b d − λ

∣∣∣∣∣∣∣ = (d − λ)3 .

Do đó, ma trận A có giá trị riêng duy nhất là d với bội đại số bằng 3.

Không gian con riêng của A ứng với giá trị riêng d là hạt nhân Nul (A − dI).
Khử Gauss ma trận A − dI ta được
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A − 5I =

 0 0 0
a 0 0
0 b 0

 −→

 a 0 0
0 b 0
0 0 0

 .

Trường hợp 1. a ̸= 0 và b ̸= 0. Không gian con riêng Nul (A − dI)là một
không gian véctơ 1 chiều. Bội hình học của giá trị riêng d bằng 1. Vì giá
trị riêng d có bội hình học khác bội đại số nên A không chéo hóa được.

Trường hợp 2. a ̸= 0 và b = 0 hoặc a = 0 và b ̸= 0. Không gian con riêng
Nul (A − dI) là một không gian véctơ 2 chiều. Bội hình học của giá trị
riêng d bằng 2. Vì giá trị riêng d có bội hình học khác bội đại số nên A
không chéo hóa được.

Trường hợp 3. a = b = 0. Khi đó A − dI = 0. Không gian con riêng
Nul (A − dI) là một không gian véctơ 3 chiều. Bội hình học của giá trị
riêng d bằng 3. Vì giá trị riêng duy nhất d có bội đại số bằng bội hình học
nên A chéo hóa được.

6.53. Một ví dụ về ma trận A là



2
−3

1 −3
−3

5
1 5


trong đó các vị trí để trống của ma trận là các số 0.

6.55.

a. Vì đa thức đặc trưng PA (λ) là một đa thức bậc 3 nên A là một ma
trận vuông cỡ 3 × 3. Phân tích đa thức PA (λ) thành nhân tử, ta được

PA (λ) = − (λ − 1) (λ + 3)2 .

Do đó, ma trận A có các giá trị riêng là 1 và −3 với bội đại số lần lượt
là 1 và 2.
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b. Giá trị riêng 1 có bội đại số bằng 1 nên bội hình học của nó cũng bằng
1. Giá trị riêng −3 có bội đại số bằng 2 nên bội hình học của nó bằng
1 hoặc 2.
Trường hợp 1. Bội hình học của giá trị riêng −3 bằng 2. Khi đó, ma
trận vuông A cỡ 3 × 3 có đủ 3 giá trị riêng tính cả bội đại số và mỗi
giá trị riêng có bội hình học bằng bội đại số. Do đó, A chéo hóa được.
Ví dụ đơn giản nhất về ma trận kiểu này là 1 0 0

0 −3 0
0 0 −3

 .

Trường hợp 2. Bội hình học của giá trị riêng −3 bằng 1. Khi đó, giá
trị riêng −3 có bội hình học khác bội đại số. Do đó, A không chéo hóa
được. Một ví dụ về ma trận kiểu này là 1

−3
1 −3

 .

6.56. Trong mỗi phần, ký hiệu đa thức đã cho là f (λ). Theo giả thiết
PA (λ) = f (λ). Do đó:

A là một ma trận cỡ n × n với n là bậc của đa thức f (λ).

Các giá trị riêng của A là các nghiệm của thực của f (λ). Bội đại số của
mỗi giá trị riêng là bội đại số của số thực này xem như là một nghiệm của
f (λ).

Với mỗi giá trị riêng λ, nếu bội đại số là d thì bội hình học của nó, tức là
số chiều của không gian con riêng tương ứng có thể là một giá trị bất kỳ
trong tập hợp {1, 2, ..., d}.

6.57.

(a) Ta chứng minh An = PBnP −1 với mọi số nguyên dương n bằng quy
nạp theo n.
Khi n = 1, A = PBP −1 theo giả thiết. Giả sử khẳng định đúng với
số nguyên dương n = k, tức là Ak = PBkP −1. Ta có

Ak+1 = AkA = PBkP −1PBP −1 = PBk+1P −1.

Do đó, khẳng định đúng với n = k + 1. Theo nguyên lí quy nạp, ta
có An = PBnP −1 với mọi số nguyên dương n.
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(b) Giả sử f (λ) = a0 + a1λ + · · · + apλp. Khi đó,

f (A) = a0I + a1A + · · · + apAp, f (B) = a0I + a1B + · · · + apBp.

Vì An = PBnP −1 với mọi số nguyên dương n nên

f (A) = a0PIP −1 + a1PBP −1 + · · · + apPBpP −1

= P (a0I + a1B + · · · + apBp) P −1 = Pf (B) P −1

(c)

(i) Vì A = PBP −1 nên B = P −1AP . Theo giả thiết, các ma trận P
và A khả nghịch. Do đó, B là tích của các ma trận khả nghịch.
Suy ra B khả nghịch.

(ii) Nghịch đảo hai về đẳng thức A = PBP −1 ta được

A−1 =
(
PBP −1

)−1
=
(
P −1

)−1
B−1P −1 = PB−1P −1,

như mong muốn.
(iii) Khẳng định này là hệ quả của ii) và a). Thật vậy, vì n là nguyên

âm nên −n là nguyên dương. Do đó,

An =
(
A−1

)−n
=
(
PB−1P −1

)−n
= P

(
B−1

)−n
P −1 = PBnP −1.

6.58. .

6.59. (a) Ta có

x ∈ Nul (A) ⇔ Ax = 0
⇔ PBP −1x = 0
⇔ BP −1x = 0
⇔ P −1x ∈ Nul (B)

6.60.



504 CHƯƠNG 7. KHÔNG GIAN CÓ TÍCH VÔ HƯỚNG

(a) Vì

det (MN) = det (M) det (N) = det (N) det (M) = det (NM)

với mọi cặp ma trận vuông cùng cỡ M và N nên

det (A) = det
(
PBP −1

)
= det

(
P
(
BP −1

))
= det

((
BP −1

)
P
)

= det (B) .

(b) Ta có

P (B − λI) P −1 = PBP −1 − P (λI) P −1 = A − λPIP −1 = A − λI.

(c) Từ ý b), hai ma trận A − λI và B − λI đồng dạng với nhau. Do đó

det (A − λI) = det (B − λI) .

Theo định nghĩa, PA (λ) = det (A − λI), và PB (λ) = det (B − λI).
Vậy PA (λ) = PB (λ).

(d) Vì giá trị riêng và bội đại số của nó chỉ phụ thuộc vào đa thức đặc
trưng của ma trận nên hai đa thức đặc trưng của A và B bằng nhau
kéo theo các giá trị riêng và bội đại số của nó là giống hệt nhau đối
với hai ma trận A và B.

(e) Cho λ là một giá trị riêng chung của A và B. Theo định nghĩa,
Bội hình học của λ như là một giá trị riêng của A là dim Nul (A − λI).
Bội hình học của λ như là một giá trị riêng của B là dim Nul (B − λI).
Theo ý b), hai ma trận A − λI và B − λI đồng dạng với nhau. Do đó
hai không gian véctơ Nul (A − λI) và Nul (B − λI) có cùng số chiều.

6.61.

(a) Vì A chéo hóa được nên tồn tại phân tích

A = PDP −1

trong đó P là một ma trận khả nghịch và D là một ma trận chéo.
Lấy chuyển vị hai vế của đẳng thức trên và sử dụng công thức chuyển
vị của tích và của nghịch đảo, ta được

AT =
(
PDP −1

)T
=
(
P −1

)T
DT P T =

(
P T
)−1

DT P T .

Vì D là một ma trận chéo nên DT = D. Đặt S =
(
P T
)−1

. Ma trận

S khả nghịch với S−1 =
((

P T
)−1

)−1
= P T . Suy ra

AT = SDS−1.

Do đó, theo định nghĩa, ma trận AT chéo hóa được.
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(b) Từ chứng minh của ý a), ta thấy hai ma trận A và AT cùng đồng
dạng với một ma trận chéo D. Ta biết rằng quan hệ đồng dạng của
các ma trận có tính chất bắc cầu. Do đó, A đồng dạng với B.

6.63. Vì D là một ma trận chéo nên ta có phân tích

A = PDP −1

với P là một ma trận khả nghịch và D là một ma trận chéo. Vì A đồng
dạng với D nên

rank (A) = rank (B) .

Hạng của ma trận chéo D chính là số phần tử khác không trên đường chéo
chính của nó. Các phần tử trên đường chéo chính của D lại chính là các
giá trị riêng của A với số lần lặp lại bằng đúng bội của giá trị riêng.

Vậy rank (A) chính là số các giá trị riêng khác không của A, tính cả bội.

Chương 7

7.1. (a) Ta có

⟨5u1 − 7u2, 8v1 + 6v2⟩
= ⟨5u1, 8v1⟩ + ⟨5u1, 6v2⟩ + ⟨−7u2, 8v1⟩ + ⟨−7u2, 6v2⟩
= 40 ⟨u1, v1⟩ + 30 ⟨u1, v2⟩ − 56 ⟨u2, v1⟩ − 42 ⟨u2, v2⟩.

(b) Ta có

⟨u − 4v, 5u + 2v⟩
= ⟨u, 5u⟩ + ⟨u, 2v⟩ + ⟨−4v, 5u⟩ + ⟨−4v, 2v⟩
= 5 ⟨u, u⟩ + 2 ⟨u, v⟩ − 20 ⟨v, u⟩ − 8 ⟨v, v⟩
= 5 |u|2 − 18 ⟨u, v⟩ − 8 |v|2.

(c) Ta có

|3u − 2v|2
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= ⟨3u − 2v, 3u − 2v⟩
= 9 |u|2 − 12 ⟨u, v⟩ + 4 |v|2.

7.3. ⟨u, v⟩ = 3, |u + 2v| =
√

78, d(u, v) =
√

15.

7.4. Ta có
u′ = Au =

[
13
3

]
, v′ = Av =

[
−2

6

]
.

Do đó
⟨u, v⟩ = u′ · v′ = −8, |u − v| = 3

√
26

và
d(u − v, v) = |u − 2v| =

√
370.

7.5. Ta có

u′ = Au =

 4
5
3

 , v′ = Av =

 −3
5
0

 .

Do đó
⟨u, v⟩ = u′ · v′ =

√
13, |u − v| =

√
56

và
d(u + v, v) = |u| = 5

√
2.

7.6. Ta có
⟨u, u⟩ = x1x1 − x2x2 = x2

1 − x2
2.

Do đó, tồn tại véc tơ u sao cho ⟨u, u⟩ < 0, ví dụ, với u = (0, 1), ta có
⟨u, u⟩ = −1 < 0.

Do đó, ánh xạ đã cho không thỏa mãn tiên đề xác định dương của tích vô
hướng. Vậy, nó không phải là một tích vô hướng trên R2.

7.7. Theo định nghĩa, với u = (x1, x2) và v = (y1, y2), ta có

⟨u, v⟩ = x1y1 − x1y2 + x2y2.
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Từ đó suy ra
⟨v, u⟩ = y1x1 − y1x2 + y2x2.

So sánh hai đẳng thức này, ta thấy

⟨u, v⟩ ≠ ⟨v, u⟩

nếu x1y2 ̸= x2y1. Một ví dụ về cặp véc tơ thỏa mãn điều kiện này là
u = (0, 1) và v = (1, 0).

Do đó, ánh xạ đã cho không thỏa mãn tiên đề đối xứng của tích vô hướng.
Vậy, nó không phải là một tích vô hướng trên R2.

7.12. Ta có

AT A =

 1 ∗ ∗
∗ 13 ∗
∗ ∗ 2

 , |A| = 4.

Theo định nghĩa, d(A, B) = |A − B|.

(A − B)T (A − B) =

 1 ∗ ∗
∗ 13 ∗
∗ ∗ 2

 , d(A, B) =
√

35.

7.13. Ta có

⟨p, p⟩ = 12 + 42 + 22 + 32 = 30,

⟨q, q⟩ = (−1)2 + 22 + 32 = 14,

⟨p, q⟩ = (1) (−1) + (4) (2) + (2) (0) + (3) (3) = 16.

Do đó
cos∠ (p, q) = ⟨p, q⟩

|p| |q|
= 16√

30
√

14
= 8√

105
.

7.14. (a) Đối với tích vô hướng Euclid, ta có

u · v = (1) (−3) + (−2) (1) + (3) (2) = 1

Vì u · v ̸= 0 nên u ̸⊥ v.
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(b) Đối với tích vô hướng có trọng số cho trong đề bài, ta có

⟨u, v⟩ = a (1) (−3) + 2 (−2) (1) + (3) (2) = −3a + 2.

Do đó
u ⊥ v ⇔ ⟨u, v⟩ = 0 ⇔ −3a + 2 = 0 ⇔ a = 2

3 .

7.15. (a) Ta có

〈
x, x2

〉
=

1ˆ

−1

xx2 dx =
1ˆ

−1

x3 dx =
[

x4

4

]1

−1
= 0.

Vì
〈
x, x2〉 = 0 nên x ⊥ x2.

(b) Ta có

⟨xm, xn⟩ =
1ˆ

−1

xmxn dx =
1ˆ

−1

xm+n dx.

=
[

xm+n+1

m + n + 1

]1

−1
= 1 − (−1)m+n+1

m + n + 1 .

Do đó
xm ⊥ xn ⇔ ⟨xm, xn⟩ = 0 ⇔ 1 − (−1)m+n+1 = 0.

Đẳng thức cuối cùng xảy ra khi và chỉ khi m + n + 1 là một số chẵn, tức
là m + n là một số lẻ.

7.16. (a) Ta có

u · v = −20, u · u = 81, v · v = 10.

Suy ra

cos∠ (u, v) = u · v

|u| |v|
= −20

9
√

10
= −2

√
10

9 .

(b) Ta có
Au = (1, 16, 12) , Av = (0, −1, −2) .
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Suy ra

⟨u, v⟩ = (Au) · (Av) = −18,

⟨u, u⟩ = (Au) · (Au) = 401,

⟨v, v⟩ = (Av) · (Av) = 5.

Vậy
cos∠ (u, v) = ⟨u, v⟩

|u| |v|
= −18√

401
√

5
= − 18√

2005
.

7.17. (a) Đối với tích vô hướng chính tắc của P2, ta có

⟨p, q⟩ = −16, ⟨p, p⟩ = 30, ⟨q, q⟩ = 21.

Suy ra

cos∠ (p, q) = ⟨p, q⟩
|p| |q|

= −16√
30

√
21

= −8
√

70
105 .

(b) Đối với tích vô hướng tính giá trị tại dãy điểm −1, 0, 1, ta có

⟨p, q⟩ = −40, ⟨p, p⟩ = 56, ⟨q, q⟩ = 35.

Suy ra

cos∠ (p, q) = ⟨p, q⟩
|p| |q|

= −40√
56

√
35

= −2
√

10
7 .

7.24. Ta có

|u + v|2 = ⟨u + v, u + v⟩
= |u|2 + 2⟨u, v⟩ + |v|2.

Công thức tương tự cho |u − v|2 là

|u − v|2 = |u|2 − 2⟨u, v⟩ + |v|2.

Do đó

|u + v|2 + |u − v|2 =
(
|u|2 + 2⟨u, v⟩ + |v|2

)
+
(
|u|2 − 2⟨u, v⟩ + |v|2

)
= 2

(
|u|2 + |v|2

)
.
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7.25. Ta có

|u + v|2 − |u − v|2 =
(
|u|2 + 2⟨u, v⟩ + |v|2

)
−
(
|u|2 − 2⟨u, v⟩ + |v|2

)
= 4⟨u, v⟩.

7.30. Một đa thức bất kỳ p (x) = a + bx + cx2 trong P2 thuộc phần bù
trực giao L (2 + x)⊥ khi và chỉ khi ⟨p (x) , 2 + x⟩ = 0. Ta có

⟨p (x) , 2 + x⟩ =
ˆ 1

0

(
a + bx + cx2

)
(2 + x) dx

=
ˆ 1

0

(
2a + (a + 2b) x + (b + 2c) x2 + cx3

)
dx

=
[
2ax + (a + 2b) x2

2 + (b + 2c) x3

3 + c
x4

4

]1

0

= 1
12 (30a + 16b + 11c) .

Do đó

p (x) ∈ L (2 + x)⊥ ⇔ 30a + 16b + 11c = 0
⇔ p (x) = (−16t − 11s) + (30t) x + (30s) x2

⇔ p (x) = t (−16 + 30x) + s
(
−11 + 30x2).

Vậy một cơ sở của L (2 + x)⊥ là hệ đa thức −16 + 30x, −11 + 30x2.

7.32. Khi r = 1, đẳng thức cần chứng minh trở thành đẳng thức hiển
nhiên |u1|2 = |u1|2. Khi r = 2, đẳng thức cần chứng minh chính là định lý
Pythagoras. Khi r ≥ 3, ta chứng minh tương tự như đã chứng minh định
lý Pythagoras.

Trước khi xét trường hợp tổng quát, ta xét trường hợp r = 3. Ta có

|u1 + u2 + u3|2
= ⟨u1 + u2 + u3, u1 + u2 + u3⟩
= ⟨u1, u1⟩ + ⟨u1, u2⟩ + ⟨u1, u3⟩ + ⟨u2, u1⟩ + ⟨u2, u2⟩ + ⟨u2, u3⟩

+ ⟨u3, u1⟩ + ⟨u3, u2⟩ + ⟨u3, u3⟩
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Vì B là một hệ véc tơ trực giao nên ⟨ui, uj⟩ = 0 với mọi i ̸= j. Suy ra

|u1 + u2 + u3|2 = ⟨u1, u1⟩ + ⟨u2, u2⟩ + ⟨u3, u3⟩
= |u1|2 + |u2|2 + |u3|2 .

Bây giờ xét trường hợp r tổng quát. Ta có

|u1 + u2 + · · · + ur|2 = ⟨u1 + u2 + · · · + ur, u1 + u2 + · · · + ur⟩

=
r∑

i=1

r∑
j=1

⟨ui, uj⟩ .

Vì B là một hệ véc tơ trực giao nên ⟨ui, uj⟩ = 0 với mọi i ̸= j. Suy ra

|u1 + u2 + · · · + ur|2 =
r∑

i=1
⟨ui, ui⟩ =

r∑
i=1

|ui|2

= |u1|2 + |u2|2 + · · · + |ur|2 .

7.34. (a) Giả sử

[u]B = (a1, a2, . . . , an) , [v]B = (b1, b2, . . . , bn) .

Suy ra
[u]B · [v]B = a1b1 + a2b2 + · · · + anbn.

Mặt khác, ta có

⟨u, v⟩ = ⟨a1e1 + a2e2 + · · · + anen, b1e1 + b2e2 + · · · + bnen⟩

=
n∑

i=1

n∑
j=1

⟨aiei, bjej⟩ =
n∑

i=1

n∑
j=1

aibj ⟨ei, ej⟩ .

Vì B là một cơ sở trực chuẩn nên ⟨ei, ej⟩ = 0 với mọi i ̸= j và ⟨ei, ei⟩ = 1
với mọi i. Suy ra

⟨u, v⟩ =
n∑

i=1
aibi ⟨ei, ei⟩ =

n∑
i=1

aibi.

= a1b1 + a2b2 + · · · + anbn

= [u]B · [v]B .
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(b) Vì B là một cơ sở trực chuẩn của V nên

[u]B = (⟨u, e1⟩ , ⟨u, e2⟩ , . . . , ⟨u, en⟩) ,

[v]B = (⟨v, e1⟩ , ⟨v, e2⟩ , . . . , ⟨v, en⟩) .

Do đó

⟨u, v⟩ = [u]B · [v]B
= ⟨u, e1⟩ ⟨v, e1⟩ + ⟨u, e2⟩ ⟨v, e2⟩ + · · · + ⟨u, en⟩ ⟨v, en⟩ .

7.37. (a) Trực chuẩn hóa Gram-Schmidt hệ véc tơ u1, u2, u3:

� v1 = u1 = (1, 1, 1, 1) .

� v2 = u2 − ⟨u2,v1⟩
|v1|2 v1 = (2, 2, 3, 5) − 12

4 (1, 1, 1, 1) = (−1, −1, 0, 2).

� v3 = u3− ⟨u3,v1⟩
|v1|2 v1− ⟨u3,v2⟩

|v2|2 v2 = (2, 3, −2, 1)−4
4 (1, 1, 1, 1)−−3

6 (−1, −1, 0, 2) =
1
2 (1, 3, −6, 2).

Vậy, trực giao hóa Gram-Schmidt, ta nhận được hệ véc tơ trực giao

v1 = (1, 1, 1, 1) , v2 = (−1, −1, 0, 2) , v3 = 1
2 (1, 3, −6, 2) .

(b) Để trực chuẩn hóa Gram-Schmidt hệ véc tơ u1, u2, u3, ta chuẩn hóa hệ
véc tơ v1, v2, v2 bên trên, và nhận được hệ véc tơ trực chuẩn.

w1 = 1
|v1|v1 = 1

2 (1, 1, 1, 1)
w2 = 1

|v2|v2 = 1
6 (−1, −1, 0, 2)

w3 = 1
|v3|v3 = 1

5
√

2 (1, 3, −6, 2).

7.38. Trực giao hóa Gram-Schmidt hệ véc tơ v1, e1, e2, e3:

� u1 = v1 = (1, 1, 1) .

� u2 = e1 − ⟨e1,u1⟩
|u1|2 u1 = (1, 0, 0) − 1

3 (1, 1, 1) = 1
3 (2, −1, −1) .
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� u3 = e2− ⟨e2,u1⟩
|u1|2 u1− ⟨e2,u2⟩

|u2|2 u2 = (0, 1, 0)− 1
3 (1, 1, 1)− −1

6 (2, −1, −1) =
1
2 (0, 1, −1) .

� u4 = 0 vì hệ véc tơ u1, u2, u3 là một cơ sở của R3. (Hệ này độc lập
tuyến tính và có số véc tơ bằng dimR3.)

Do đó, ta có thể chọn

v2 = (2, −1, −1) , v3 = (0, 1, −1)

để được cơ sở trực giao v1, v2, v3 của R3.
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