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0 Introduction

LA THEORIE DE QUILLEN

Soit G un groupe fini arbitraire. Le célebre article de Quillen [Qui] fournit
en particulier une “approximation” de H*(G;F3), la cohomologie modulo 2
du groupe G. On rappelle ci-apres la théorie de Quillen dans ce contexte.

On considere la catégorie, disons Q, suivante :

— les objets de Qg sont les 2-sous-groupes abéliens élémentaires £ C G
(E ~ (Z/2)? pour un certain d);

— les morphismes de Qg sont les homomorphismes de groupes f : E — E’
induits par une conjugaison dans G.

On note respectivement ob Q et mor Q¢ 'ensemble des objets et ’ensemble
des morphismes de Q¢ ; on obervera que ces deux ensembles sont finis.

Comme une conjugaison dans G induit 'identité de H*(G; Fy), le produit des
homomorphismes de restriction

H*(G;F2) — H H*(E;F»)

EcobQg

induit un homomorphisme de Fp-algebres (commutatives) N-graduées de
H*(G; Fy) sur la sous-algebre de [[pcq,0, H(£;F2) constituée des éléments
(TE) peopo,, Vérifiant xp = f*zp pour tout f € morQg. Nous notons L(G)
cette sous-algebre et

q¢ : H*(G;Fy) — L(G)
I’homomorphisme défini ci-dessus ; nous appelons q¢ l’application de Quillen.

Remarque 0.1. Soit K2 la catégorie des Fy-algebres N-graduées. Quillen
observe que l'application E +— H*(FE;Fs) peut étre vue comme un foncteur
défini sur la catégorie QF, opposée de Qg, a valeurs dans K2 et que 'objet
L(G) de K n’est rien d’autre que la limite de ce foncteur :

L(G) := limH*(E;F,)
ocP
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Le théoreme 6.2 de [Qui] (“main theorem”) se spécialise de la fagon suivante :

THEOREME 0.2. Soit G un groupe fini.
(a) Tout élément du noyau de qg est nilpotent.

(b) Pour tout élément x de L(G) il existe un entier naturel v tel que x> est
dans limage de qg.

Remarque 0.3. Pour le point (a) ci-dessus nous avons respecté la formulation
de [Qui]. Comme H*((Z/2)% Fy) est isomorphe & une algebre de polynomes
Foluy, ug, ... ug] (ug,usg, ..., uq désignant des indéterminées de degré un) la
Fy-algebre L(G) est réduite si bien que tout élément nilpotent de H*(G; Fy)
est dans le noyau de qg. On peut donc remplacer le point (a) en question
par le suivant :

(a-bis) Le noyau de q¢ est le nilradical de H*(G; Fy).

ENTREE EN SCENE DE L’ALGEBRE DE STEENROD

On observe que la cohomologie modulo 2 d’un groupe G est la cohomolo-
gie modulo 2 d’un espace topologique a savoir son espace classifiant BG :
H*(G;Fy) = H*(BG;Fy). Soit A l'algebre de Steenrod modulo 2; H*(G; Fs)
est donc muni d’une action de A qui en fait un A-module instable. Rappelons
qu'un A-module instable est un Fs-espace vectoriel N-gradué M = {M"},cn
muni d’applications A’ ® M"™ — M"" qui en font un A-module (N-gradué),
tel que I'on a Sq’z = 0 pour i > |z|, |z| désignant le degré d’un élément (ho-
mogene) de M (condition d’instabilité)[[} La catégorie dont les objets sont les
A-modules instables et dont les morphismes sont les applications A-linéaires
de degré zéro est notée U. De plus H*(G; Fy) = H*(BG; Fy) est une A-algebre
instable, c’est-a-dire que 1'on a :

(K1) Sq'(z —y) = DOFI. Sq’z — Sq*y pour tous z et y dans H*(G;Fy) ;

(K3) Sq"lz = 2 — 2 pour tout z dans H*(G; F,).

1. On pourrait supposer que M est Z-gradué; en effet la condition d’instabilité entraine
que z = Sq°z est nul pour |z] < 0. La terminologie “A-module instable” peut paraitre
étrange : si 'on convient qu'un A-module stable est un A-module ne vérifiant pas la condi-
tion d’instabilité alors ce n’est rien d’autre qu'un A-module Z-gradué. Le mot “stable”
dans ce contexte fait référence a la théorie de ’homotopie stable (voir par exemple [Ad]).



La catégorie des A-algebres instables est notée K; par définition elle est
munie de deux foncteurs “oubli” :

KF2 < K U

La condition (Cy) ci-dessus conduit aux définitions ci-dessous.

Soit M un A-module instable; on note Sq, 'application, de M dans M,
z — Sq*lz (Sqy n’est pas de degré zéro mais multiplie le degré par 2). On
dit qu'un élément de M est nilpotent s’il est annulé par une itérée de Sq,. On
dit que M est nilpotent si tous ses éléments sont nilpotents. En général, soit
Nil(M) le sous-ensemle (N-gradué) de M constitué des éléments nilpotents;
Nil(M) est stable par addition, la relation Sq,Sq" = Sq*Sq, implique qu’il
est aussi stable sous 'action des opérations de Steenrod : c¢’est le plus grand
sous-A-module instable nilpotent de M qu’il est raisonnable d’appeler le
nilradical de M.

L’application q¢ : H*(G;Fy) — L(G) est un homomorphisme de A-algebres
instables. Le théoreme fait intervenir ’'homomorphisme sous-jacent de
Fy-algebres N-graduées; ce qui précede montre que 'on peut le reformuler
en termes de I’lhomomorphisme sous-jacent de A-modules instables :

THEOREME 0.4. Soit G un groupe fini; le noyau et le conoyau de [’homo-
morphisme de A-modules instables sous-jacent a qg sont nilpotents.

Sans surprise, on dit qu'un A-module instable M est réduit si 0 est son seul
¢élément nilpotent.

La catégorie U est une catégorie abélienne avec assez d’injectifs (et de pro-
jectifs). On constate que M est réduit si et seulement si Homy (N, M) =
Extg(N , M) est nul pour tout N nilpotent (pour s’en convaincre prendre
N = Nil(M)). On dit que M est Nil-fermésil’on a en outre Ext;, (N, M) =0
pour tout N nilpotent. Un peu d’algebre homologique dans la catégorie U,
voir [1.9] et [1.10}, fournit I’énoncé suivant :

PROPOSITION 0.5. Soit G un groupe fini, les deux conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) L’application de Quillen qg est un isomorphisme.

(i) Le A-module instable H*(G;Fy) est Nil-fermé.

Soit S un sous-groupe d’indice impair de G ; le fait que I’homomorphisme de
transfert tr : H*(S;Fy) — H*(G;Fy) commute aux opérations de Steenrod
entraine que H*(G; F2) est (canoniquement) facteur direct, comme A-module
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instable, de H*(S; Fy). La définition-méme de la notion de A-module instable
Nil-fermé en termes des foncteurs Ext{f,(N ,—), k = 0,1 et N nilpotent,
implique donc :

PROPOSITION 0.6. Soient G un groupe fini et S C G un sous-groupe d’indice
impair. Si le A-module instable H*(S;Fy) est Nil-fermé alors il en est de
méme pour le A-module instable H*(G;Fy).

Les propositions [0.5] et [0.6] conduisent aux corollaires suivants :

COROLLAIRE 0.7. Sotent G un groupe fini et S C G un sous-groupe d’in-
dice impair. Si le A-module instable H*(S;Fy) est Nil-fermé alors q¢ est un
1somorphisme .

On en vient maintenant aux résultats de notre article.

TROIS FAMILLES DE GROUPES FINIS (G TELLES QUE LA COHOMOLOGIE
MODULO 2 D’UN 2-SYLOW DE G EST Nil-FERMEE

On montre dans [GLZ] que si la cohomologie modulo 2 d'un groupe fini G
est Nil-fermée (comme A-module instable) alors il en est de méme pour celle
du produit en couronneﬂ G2 1 G. On en déduit que la cohomologie modulo
2 d’un 2-Sylow du groupe symétrique &,, est Nil-fermée si I'entier n est une
puissance de 2; le cas général en résulte en observant que le produit tensoriel
de deux A-modules instables Nil-fermés est encore Nil-fermé. Le corollaire
dit alors que l'application de Quillen qg, est un isomorphisme.

Par les mémes méthodes (mais avec un peu plus d’efforts) nous montrons
dans le présent article que la cohomologie modulo 2 d’un 2-Sylow du groupe
alterné 2, est Nil-fermée.

Notre stratégie est de remplacer les A-modules instables par les P-A-modules
instables, P désignant la cohomologie modulo 2 du groupe Z/2. Rappelons la
définiton de ces objets. Un P-A-module instable est un A-module instable M
muni d’une application A-linéaire P ® M — M qui fait de M un P-module.
Exemple : 'homomorphisme de A-algebres instables P — H*(&,,;Fs), in-
duit par la signature, fait du A-module instable H*(&,,; F5) un P-A-module
instable.

Comme dans le cas des groupes symétriques nous commencons par traiter le
cas de 2l,, avec n une puissance de 2. Ce cas particulier est au coeur de notre
travail ; le passage au cas général se fait par une méthode similaire a celle
employée pour les groupes symétriques.

2. La notation G { &, semble plus fréquente.



Comme précédemment le corollaire dit que 'application de Quillen qg,
est un isomorphisme. Ici un commentaire s’impose : Chad Giusti et Dev
Sinha ont récemment déterminé H*(2,,; Fy) [GS] et montré en particulier que
H*(2,; Fy) est réduit ce qui entraine que g, est un monomorphisme. Nous
montrons que qg, est un isomorphisme mais nous ne déterminons pas L(%,,)!

Enfin nous observons que les 2-Sylow des groupes de Coxeter finis (le cas des
groupes diédraux mis & part) sont produits de 2-Sylow de groupes symétriques
ou alternés ; I'application de Quillen est donc encore un isomorphisme pour les
groupes de Coxeter finis (le cas des groupes diédraux est traité séparément).
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1 Sur les A-modules instables réduits et Nil-fermés

Pour le confort du lecteur nous commencgons par regrouper quelques-unes des
définitions apparues dans l'introduction.

DEFINITION 1.1. Soit M un A-module instable.

@l || désignant le

(a) On note Sq, : M — M l'application linéaire x — Sq
degré de = (on observera que l'on a |Sqyz| = 2|z|).

(b) On dit qu'un élément = de M est nilpotent s’il est annulé par une itérée
de I'application Sq,. On dit que le A-module instable M est nilpotent si tous

ses éléments sont nilpotents.

PROPOSITION-DEFINITION 1.2. Soit M un A-module instable.



On appelle nilradical de M le sous-espace vectoriel N-gradué constitué des
éléments nilpotents; on le note Nil(M). Le nilradical de M est stable sous
laction des opérations de Steenrod; c’est le plus grand sous-A-module in-
stable nilpotent de M.

PROPOSITION-DEFINITION 1.3. Soit M un A-module instable.

Les trois conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Uapplication linéaire Sqy : M — M est injective ;
(ii) le nilradical Nil(M) est nul;
(i4i) on a Homy (N, M) = 0 pour tout A-module instable nilpotent N.

Si ces conditions sont vérifiées on dit que M est réduit.

DEFINITION 1.4. On dit quun A-module instable M est Nil-fermé si M
est réduit et si 'on a en outre Ext},(N, M) = 0 pour tout A-module instable
nilpotent N ; en d’autres termes si I'on a Exty, (N, M) = 0 pour k = 0,1 et
tout A-module instable nilpotent V.

Les trois propositions ci-apres s’obtiennent en considérant la longue suite
exacte des Ext;,(N, —) avec N nilpotent, associée a une suite exacte courte.

ProrosITION 1.5. Soit 0 — M' — M — M"” — 0 une suite exacte
dans la catégorie U avec M Nil-fermé ; les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) M" est réduit;

(i) M' est Nil-fermé.

SCHOLIE 1.6. Soit 0 — M’ — M — M" une suite exacte dans la catégorie
U ; si M est Nil-fermé et M" réduit alors M’ est Nil-fermé.

Démonstration. Soit M" 1'image de I'homomorphisme M — M”. Comme
M" est réduit M" D'est aussi, si bien que 'on dispose d’une suite exacte
courte 0 — M’ — M — M" — 0 avec M Nil-fermé et M"" réduit. On peut
donc invoquer I'implication (i) = (ii) de O

SCHOLIE 1.7. Soit M un A-module instable muni d’une action (a gauche)
d’un groupe G commutant a ’action de A, en clair muni d’une famille d’au-
tomorphismes (a, : M O)gee de M vérifiant ag, = a, o a, pour tous g et h
dans G.

Si M est Nil-fermé alors le sous-A-module instable M constitués des éléments
de M invariants par G est aussi Nil-fermé.



Démonstration. Par définition méme on a une suite exacte de A-modules
instables

0 — MC s M L

HgEG Mg )

M, désignant une copie de M et f le produit des homomorphismes a,—id ; on
acheve a l'aide de en observant qu’un produit (arbitraire) de A-modules
instables Nil-fermés est Nil-fermé et a fortiori réduit. O

ProposiTION 1.8. Soit 0 — M’ — M — M"” — 0 une suite exacte
dans la catégorie U avec M" Nil-fermé ; les deuz propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) M' est Nil-fermé;

(i) M est Nil-fermé.

PROPOSITION 1.9. Soit f: M — L un U-morphisme. Si L est Nil-fermé et
si ker f et coker f sont nilpotents alors les deux conditions sont équivalentes :
(i) f est un isomorphisme ;

(ii) M est Nil-fermé.

Démonstration de (ii) = (i). Si M est réduit il en est de méme pour ker f,
d’ou ker f = 0. En considérant la longue suite exacte des Ext;,(N, —) avec N

nilpotent, associée a la suite exacte courte 0 — M L L = coker f—0,on
constate que coker f est réduit, d’ou coker f = 0. O

FExemple 1.10. La proposition fournit une démonstration de 1’énoncé 0.5
En effet on a, par définition de L(G), une suite exacte dans la catégorie U

0 — L(G) = LYG) —» LY(G)

L°(G) := H H*E et LYG):= H H*(source de f)

E€obQga femorQg

Or, a 'occasion des recherches sur la conjecture de Sullivan, il a été découvert
[Cal| [Mi] [LZ1], que H*V est un A-module instable injectif (réduit puisque 1'on
a H*'V = Folug, ug, . .., ugl, {u1, us, . .., ug} désignant une base de H'V'), pour
tout 2-groupe abélien élémentaire V' ; il en résulte que L(G) est Nil-fermé
(par exemple d’apres si bien que 'on peut appliquer . En fait on



verra (condition (7ii) de[1.13)) que tout A-module instable Ail-fermé prend
place dans une suite exacte analogue a celle qui définit L(G).

Origine de la terminologie “Nil-fermé”

On reprend les hypotheses de Soit L’ un A-module instable Nil-fermé, alors des
arguments du méme type que ceux utilisés dans la démonstration de montrent que f
induit un isomorphisme Homy, (L, L") = Homy (M, L"). En d’autres termes, étant donné
un U-morphisme f’': M — L', il existe un unique U-morphisme ¢ : L — L’ tel que 'on a
f' = ¢of.Silon suppose en outre que f’ satisfait les hypotheses de la proposition [1.9]alors
on constate que ¢ est un isomorphisme (échanger les roles de f et f) : le Y-morphisme
f: M — L est “unique a isomorphisme canonique pres”.

Ce qui précede est relié a la théorie de la localisation dans les catégories abéliennes
développée dans [Gal, Chap. III] ot la terminologie (-)-fermé est introduite. Soit Nil la
sous-catégorie pleine de U dont les objets sont les A-modules instables nilpotents. Cette
sous-catégorie est épaisse : étant donnée une U-suite exacte 0 - M’ — M — M" — 0,
M est nilpotent si et seulement si M’ et M” le sont. Cette propriété permet de définir
la catégorie quotient U /Nil et un foncteur t : U — U /Nil. De plus ce foncteur admet un
adjoint & droite s : U /Nil — U (on dit alors que la sous-catégorie est localisante) ; exis-
tence de cet adjoint résulte du fait que U a assez d’injectifs et que tout objet de U contient
un sous-objet maximal qui appartient a Ail. Le foncteur £ :=sot : U O est le foncteur
localisation; par construction on dispose d’une transformation naturelle 1y : M — ¢(M),
& savoir I'unité de 1’adjonction, et on constate que (M) est Nil-fermé et que kermny, et

coker nps sont nilpotents.

La conclusion de la discussion ci-dessus est la suivante : L(G) est “la” lo-
calisation “away from Nil” du A-module instable H*G et le U-morphisme
sous-jacent a (g s’identifie & ny«¢ : H*G — L(G). Pour une description
“concrete” de la catégorie U /Nil et de V'endofonteur £ : U O, le lecteur
pourra consulter [HLS2].

PRODUIT TENSORIEL DE A-MODULES INSTABLES N7[-FERMES

Soient M; et M, deux A-modules instables. Le produit tensoriel des deux
Fy-espaces vectoriels N-gradués sous-jacents est naturellement muni d'une
structure de A-module grace a la structure d’algebre de Hopf de AE|; on le
note My ® M, c’est encore un A-module instable.

3. En clair : soient z; un élément de My, xo un élément de M, et ¢ un entier naturel,
on a la formule de Cartan :

Sqi(ml ®xg) = Z Sqz1 @ Sq2 e

i1+i2=1



On a Sq, (r1 ®x2) = Sqyx1 ®Sqyxo pour tout z; dans M; et tout x5 dans Mo.
Cette formule implique que si M; et My sont réduits alors il en est de méme
pour M; ® M. Pareillement :

PRrRoOPOSITION 1.11. Soient M, et M, deur A-modules instables; si My et
My sont Nil-fermés alors il en est de méme pour My @ M.

Démonstration. Celle-ci utilise la théorie des U-injectifs [LZI][LS] (U-injectif
est une abréviation pour “objet injectif de la catégorie U des A-modules
instables”) que nous mettons en ceuvre ci-apres

PROPOSITION 1.12. Soit M un A-module instable. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :
(i) M est réduit;
(i1) il existe un U-monomorphisme M — I avec I un U-injectif réduit ;
(111) il existe une famille (E.) er de 2-groupes abéliens élémentaires et

un U-monomorphisme M — @ver H*E,.
Démonstration de (i) = (ii). Soit ¢ : M — I une enveloppe injective de M.
Si M est réduit alors on a ¢ *(Nil(1)) = 0 et donc Nil(1) = 0 (la définition
du nilradical Nil(—) d’'un A-module instable est rappelée en si bien que

I est réduit. O

Démonstration de (ii) = (i7i). On pose P := H*Z/2. On considere I’ensemble
des facteurs directs indécomposables de P®™ m parcourant N (par conven-
tion P®™ = IFy pour m = 0), et on choisit un sous-ensemble £ de cet ensemble
tel que chaque classe d’isomorphisme de ces facteurs directs ait dans £ un
representant et un seul; le théoreme [LS, 6.2.1] dit qu’il existe une (unique)
famille de cardinaux (ar)re telle que l'on a I =, . LY. O

Démonstration de (iii) = (i). Cette implication est évidente puisque les
H*E., sont réduits comme A-modules instables. 0J

COROLLAIRE 1.13. Soit M un A-module instable. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :
(i) M est Nil-fermé;
(ii) il existe une suite exacte dansU de la forme 0 — M — I° — I" avec
19 et I' des U-injectifs réduits ;
(1i1) il existe deux familles (E. ) er et (Fs)sea de 2-groupes abéliens élémentai-
res et une suite exacte dans U de la forme

0—M— PHE, > PHF

~yel 6erl



Démonstration de (i) = (i1). Si M est Nil-fermé, il est a fortiori réduit.
La proposition dit qu’il existe un monomorphisme M < I° avec I°
un U-injectif réduit ; soit ) le conoyau de ce monomorphisme, 'implication
(1) = (1) de|l.5| montre que @ est réduit. Il existe donc un monomorphisme
Q — I' avec I' un U-injectif réduit. O

Démonstration de (ii) = (). Puisque la catégorie U a assez d’injectifs, la
suite exacte 0 — M — I° — I' se prolonge en une résolution injective

0= M—=I1°=1' 512513 — ..

Soit N un A-module instable nilpotent ; Homg (N, I*) = 0 pour k = 0,1
implique Ext;,(N, M) = 0 pour k = 0, 1. O
Démonstration de (i) = (iii). Elle est analogue a celle de (1) = (ii), 'im-
plication (i) = (ii) de la proposition [1.12] étant remplacé par I'implication
(¢) = (7i7) de cette méme proposition. O
Démonstration de (iii) = (7). C’est un cas particulier de (i7) = (i) car
la cohomologie modulo 2 d'un groupe abélien élémentaire est un U-injectif
réduit. O

Fin de la démonstration de la proposition|1.11

On utilise par exemple 'équivalence (i) <= (iiz) du corollaire [1.13} Soient
M et My deux A-modules instables Nil-fermés et 0 — M; — I? — I}
i = 1,2, deux suites exactes de A-modules instables avec IF des sommes
directes de cohomologie modulo 2 de 2-groupes abéliens élémentaires pour
1=1,2et k=0,1. On a alors une suite exacte de A-modules instables

0= MM, =, =01 = 1,:=({®L)® (] ®I)

et I, et If, sont aussi des sommes directes de cohomologie modulo 2 de
2-groupes abéliens élémentaires. 0

COMPLEMENTS

Suspension d’un A-module instable

Soient M = (M")nez un A-module Z-gradué et k un élément de Z. On
note X¥M le A-module Z-gradué (M%), cz et ¥*x I'élément de degré n de
Y*M correspondant & un élément de degré n — k de M ; X¥M s’appelle la
k-suspension de M, on abrege XM en XM et 1-suspension en suspension.
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La proposition suivante est évidente :

PROPOSITION 1.14. Soit M un A-module instable.

(a) Sik est un élément de N alors le A-module Z-gradué XM est encore un
A-module instable.

(b) Les trois conditions suivantes sont équivalentes :
(i) M est une suspension (en clair M est la suspension d’un un A-module
instable) ;
(ii) le A-module Z-gradué XM est un A-module instable ;
(111) Uapplication Sqy : M — M est triviale.

(c) Si M est une suspension alors on a Homy (M, M') = 0 quand le A-module
instable M’ est réduit.

Foncteur Ty et A-modules instables Nil-fermés

Soit V' un 2-groupe abélien élémentaire ; on étudie dans [Lal][La2] le foncteur
Ty : U — U adjoint a droite du foncteur Y — U, M — H*V @ M. On montre
en particulier que Ty est exact (cette propriété est implicite dans [LZ1]).

PROPOSITION 1.15. Soit M un A-modules instable ; si M est Nil-fermé alors
il en est de méme pour Ty M.

Démonstration. Soit E un 2-groupe abélien élémentaire ; le A-module instable
Ty H*E est isomorphe a une somme directe de copies de H*E indexées par
I'ensemble Hom(V, E) (voir [Lall 4.2]). Comme Ty est exact et commute
aux sommes directes, on conclut en invoquant ’équivalence (i) <= (iii)

de[T.13] O

PROPOSITION 1.16. Soient G un groupe fini, V' un 2-groupe abélien élémentaire
et ¢ : V. — G un homomorphisme de groupes; soit Gy, C G le sous-groupe
de G centralisateur de ¢(V). Si le A-module instable H*G est Nil-fermé,

alors il en est de méme pour le A-module instable H*G.

Démonstration. On pose Rep(V, G) := G\Hom(V, G), G agissant a gauche sur
I’ensemble Hom(V, G) par conjugaison au but. On montre (voir la remarque
qui suit [La2, 3.4.6]) que I'on a un isomorphisme canonique de A-modules
instables

TyH'G = [[HG, .
@

¢ décrivant un systeme de représentants de Rep(V, G) dans Hom(V, G) (ce
résultat est une généralisation de [Lall 4.2]). En particulier H*G, est un
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facteur direct de Ty H*G qui est Nil-fermé d’apres OJ

2 Groupes symétriques

On montre dans cette section que la cohomologie modulo 2 d'un 2-sous-
groupe de Sylow d’un groupe symétrique est Nil-fermé ; ce résultat apparait
déja dans [GLZ]. Notre rédaction est bien plus détaillée que celle de [GLZ]
mais sa trame est assez semblable ; en fait le role principal de cette section
est de servir de modele a la stratégie que nous adopterons dans la section
oll nous traiterons des groupes alternés.

On note &,(n € N) le groupe des permutations de ’ensemble {1,2,... n}
(vide pour n = 0).

Soit G un groupe fini; on abrege 2-sous-groupe de Sylow de G en 2-Sylow
de G (abréviation fréquente dans la littérature).

2.1 “Le” 2-Sylow de G,,

Le contenu de cette sous-section est fort classique.
On considere tout d’abord le cas ol n est une puissance de 2.

On note Sym (m € N), le groupe défini par récurrence de la fagon suivante :
Sgo = 61 et ng = 62 l ngfl = 62 X (ng—l X ngfl)

(&4 agissant a gauche sur le groupe Som-1 X Gom-1 par permutation des deux

facteurs). On constate que Som est un 2-groupe de cardinal 22" ~1.

Soit m > 1 un entier ; la considération de la bijection
{1,2} x{1,2,....2" 1} = {1,2,...,2"} , (i,k)—=>k+(i—1)2m"

conduit a la définition d’un monomorphisme G9! Ggm-1 — Gom et donc, par
récurrence sur m, a l'identification de Som avec un sous-groupe de Gom. On
constate, par exemple a 'aide du lemme ci-apres (bien connu), que ce
sous-groupe est un 2-Sylow.

On traite ensuite le cas général.

On écrit n = 2™ 4+ 2M2 4 .+ 2™ avec mq > Mo > ... > m, > 0 et on pose
Sy := Sgmi X Sgms X ... X Som, ; la considération de la bijection évidente

IT{x2....2m} = {1,2,....n}

1<i<r
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donne un monomorphisme Gom; X Somy X ... X Som, — &,, et conduit donc
a l'identification de S,, avec un sous-groupe de G,,. On se convainc que ce
sous-groupe est un 2-Sylow en invoquant a nouveau le lemme [2.1.1}

LEMME 2.1.1. Soit n > 0 un entier ; soit a(n) le nombre de chiffres 1 dans
lécriture de n en base 2. Alors la valuation 2-adique de n! est n — a(n).

Démonstration. On note respectivement [z] et vo(y) la partie entiere d’'un
nombre réel z et la valuation 2-adique d’'un nombre rationnel non nul y.

Soit F*, k € N, le sous-ensemble de {1,2,...,n} constitué des entiers p avec
va(p) > k; on a donc une filtration décroissante

{1,2,....n}=F°>F'>...oFF >
(F* est vide pour k assez grand). Comme le cardinal de F* est [7%], on a :

Z k k 2k:+1 Z %

k=0 k=1

(les sommes ci-dessus sont en fait finies).

D’autre part le k-ieme chiffre de I'écriture en base 2 de n est [g] — 2[5,
si bien que l'on a;

= > (g —2l5m)) = n= Y [5]

k=0 k=1

2.2 Constructions quadratiques

Nous aurons a considérer dans cette sous-section “le” classifiant BG d’un groupe fini G;
pour fixer les idées il sera commode de disposer d’un modele “fonctoriel” en G.

Soit G' un groupe fini, on note EG le groupe simplicial défini par E,G = G101} Jes
faces et dégénérescences étant les applications évidentes; on note encore EG la réalisation
géométrique de cet ensemble simplicial. L’espace EG est contractile et muni d’une action
(& droite) de G qui est (topologiquement) libre. On note BG le quotient EG/G (EG — BG
est un revétement galoisien de groupe G). Pour une généralisation de cette construction
le lecteur pourra consulter [Seg, §3] (dans cette référence G est un groupe topologique).

Soit GG un groupe fini; on rappelle que la notation &5 ! G désigne le produit
semi-direct Gy X (G X G), G4 agissant a gauche sur G X G par permutation
des deux facteurs (&30 G est le produit en couronne de &y et G, il est plus
souvent noté G Gy).
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On constate que l'on a
B(GQ l G) = EGQ X &, (BG X BG) s

le groupe G, agissant a gauche sur 'espace BG x BG par permutation des
deux facteurs. Plus généralement :

DEFINITION 2.2.1. Soit X un espace topologique; on pose
GQX = EGQ X &, (X X X) ,

le groupe G, agissant a gauche sur I'espace X x X par permutation des deux
facteurs. L’espace G5 X est appelé la construction quadratique sur X.

On note 7 : EGy x (X x X) — &,X T'application de passage au quotient ;
7 est un revetement double.

CALcuL DE H*(Go X IFy)

Ce calcul est aussi classique (voir par exemple [Mg} §3], [Vo, Chap.IV, §2]);
il est intimement relié a la définition des opérations de Steenrod.

On note C, X le complexe des chaines singulieres d’un espace topologique X
et € : CoX — Z son augmentation. L’action de G, sur l'espace EG, fait
de C,EG5 un complexe de Z[S;]-modules a droite et € : C,EGSy — Z est
une résolution libre de Z, vu comme un Z[S,]-module a droite trivial. Pour
alleger la notation on pose W := C,EG,.

Le théoreme d’Eilenberg-Zilber montre que 'on dispose d’une équivalence
d’homotopie de Z[G,]-complexes de chaines (fonctorielle en X)) :

Co(EGy X (X x X)) =2 WR,C(X x X) )

le groupe G, agissant sur Cq (X x X)) par échange des facteurs. Le théoreme
d’Eilenberg-Zilber dit encore que I'on dispose d'une équivalence d’homotopie,
disons ez : Co (X X X) = C,X®C,X (fonctorielle en X et unique & homotopie
fonctorielle pres). Le groupe G, opere aussi sur CoX ® CoX par échange
des facteurs, mais il est bien connu que ez ne peut étre Gy-équivariante car
si elle I'était les opérations de Steenrod Sq' seraient triviales pour i > 0.
Cependant :

PROPOSITION 2.2.2. Soit X un espace topologique. On dispose d’une équiva-
lence d’homotopie de Z[&,]-complexes de chaines

W®zCe(X xX) = Wz (CoX ® CX)
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De plus cette équivalence d’homotopie est unique a homotopie fonctorielle
pres.

COROLLAIRE 2.2.3. Soit X un espace topologique. On dispose d’une équiva-
lence d’homotopie fonctorielle en X :

CeG X = W Rz[6,] (C.X (%9 C.X) ,

le groupe G4 agissant sur Co X @ Co X par échange des facteurs. De plus cette
équivalence d’homotopie est unique a homotopie fonctorielle présﬂ

Démonstration. La théorie des revétements montre que le complexe de chaines
CeG2X est le quotient de C, (EG, x (X x X)) par l'action de Gs. O

Le lecteur pourra trouver une démonstration détaillée de la proposition [2.2.2
dans [Za, Chap. I] qui emploie la méthode des modeles acycliques. Nous
donnons ci-apres, en petits caracteres, un apercu de cette démonstration.

Soit 7T la catégorie des espaces topologiques et © 'endofoncteur (X7, Xs) — (Xo, X7) de
la catégorie T x T. On constate que © o © est le foncteur identité de 7 x T (en d’autes

termes que la catégorie 7 x T est munie d’une action du groupe Gs); ceci permet de
définir une catégorie G T. Quelques détails :

— Les objets de G5! T sont les mémes que ceux de 7 x 7.

— Soient Y et Z deux objets de 7 x T, on pose
Home,7 (Y, Z) := Hompur (Y, Z) [[Homrur (0Y,2)

le lecteur devinera sans peine la régle de composition des morphismes de G317 et obser-
vera, chemin faisant, que l'application Homg,,7 (Y, Z) — &5 qui envoie le premier terme
sur id et le second sur la transposition 719 induit un foncteur p : G217 — &3, Gy
désignant la catégorie associée au groupe Gq

— L’inclusion Homyx7 (Y, Z) — Homg,,7 (Y, Z) induit un foncteur, qui est l'identité sur
les objets, de 7 x T dans G517 ; on le note i.

— L’inclusion Homy,7 (©Y,0Y) — Home,,7 (Y,0Y) envoie l'identité de OY dans la
catégorie T x T sur un élément que 'on note ¢(Y"). On constate que Papplication

Hom7y7 (OY, Z) = Home,, 7 (Y,Z2) , [fri(f)ou(Y)

est I'inclusion naturelle te que le composé ¢(OY) o ¢(Y) est I'identité de Y.

Apres avoir mis en place le formalisme ci-dessus, on considére les foncteurs

Fi(X1,X2) =W®zCe (X1 x Xo) , Fao(X1,X2) =Wz (Ce(X1) ®Ca(X2))

4. Silon suppose que X est un CW-complexe et que C, désigne le complexe des chaines
cellulaires alors les complexes Co ©2X et W®z(g,] (Co X ® Co X)) sont isomorphes ; ce point
de vue est notamment adopté dans [Mg] et [Va].

5. La catégorie Gy possede un seul objet, disons *, et le monoide Homg, (*, *) est le
groupe Gs. o
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définis sur 7 x T et & valeurs dans la catégorie dans la catégorie des Z[Sz]-complexes de
chaines (I'action de &g sur Cq (X7 X X3) et Cq (X1) @ Co (X2) étant triviale).

On_montre que ces foncteurs se prolongent canoniquement en des foncteurs, disons I*AH
et Fo, définis sur la catégorie G4 ! 7. La valeur de F; (resp. Fa) sur ¢(X;, X2) est le
produit tensoriel de laction de G2 sur W et de l'isomorphisme canonique C, (X7 X X5) &
Ce (XQ X Xl) (resp. Ce (Xl) R C, (XQ) =~ C, (XQ) ® Ce (Xl))

On vérifie que les foncteurs F; et Fa, sont libres sur les “modeles” {(A™, A"2)}, (ny,ny)
parcourant N x N (A™ désigne ici le n-simplexe standard), et que leurs versions augmentées
(par le foncteur constant de valeur Z) sont acycliques sur ces mémes modeles. Le théoréme
des modeles acycliques fournit alors I’énoncé suivant :

PROPOSITION 2.2.4. Soient Xy et Xo deux espaces topologiques. On dispose d’une équivalence
d’homotopie fonctorielle en (X1, X2), vu comme un objet de la catégorie S T,

G(xyx2) 0 Wz Co(X1 x X3) & Wag (Col(X1)®Co(Xa))

De plus cette équivalence d’homotopie est unique & homotopie fonctorielle (au méme sens
que ci-dessus) pres.

Remarque 2.2.5. La catégorie T x T s’identifie & une sous-catégorie (non pleine) de G227 ;
toujours d’apres le théoreme des modeles acycliques, la “restriction” de la transformation
naturelle €z & T x T est homotope, (fonctoriellement en 7 x 7") & la transformation naturelle
1w ®z ez (ez désignant la transformation naturelle d’Eilenberg-Zilber).

Soit X un espace topologique; il découle de la proposition [2.2.4] que les équivalences
d’homotopie

é\Z(X,X) : WezC (X x X) & W®Z(C.(X)®C.(X))

induisent une transformation naturelle de foncteurs définis sur la catégorie des espaces
topologiques et & valeurs dans la catégorie des Z[Gs]-complexes de chaines. La proposition
2.2.2] en résulte.

Remarque 2.2.6. La catégorie Gy x T s’identifie & une sous-catégorie (non pleine) de
G2 T. La transformation naturelle évoquée ci-dessus est simplement la restriction de éz
aGyxT.

La proposition [2.2.3] implique :

COROLLAIRE 2.2.7. Soit X un espace topologique. On a un isomorphisme
canonique de Fy-espaces vectoriels gradués

H. (62X Fs) = Hi(G2 Ho(X3F2) ® Ho(X3Fa))
le groupe &y agissant sur H,(X;Fy) @ Ho(X;Fy) par échange des facteurs.

Précisons la notation. Soient G' un groupe et M, = (M, ),en un Z|GJ]-module
gradué ; H,(G; M,) désigne le groupe abélien gradué dont le n-ieme terme est
D, —n Hp(G; M,). On définit H*(G; M*) mutatis mutandis.
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Démonstration. On note Hq(X;Fs) le complexe de chaines a différentielle
nulle

Ho(X;Fy) <& Hy(X;Fo) & Ho(X:Fy) & ... L HL (X Fy) & ...

Comme Co(X;F;) est un complexe de chaines sur un corps il existe une
équivalence d’homotopie h : Co(X;Fo) — Ho(X;Fy) induisant 'identité en
homologie; de plus un tel h est unique a homotopie pres. Ces deux pro-
priétés (fort classiques) résultent par exemple de I'équivalence (iii) < (iv)
de [Bohl §2, n° 5, Proposition 6. Précisons un peu. Posons C,(X;Fy) = C,
et Ho(X;Fy) = H,. La condition (iv) évoquée ci-dessus dit en particulier que
C. est isomorphe a un complexe de la forme H, ¢ D, avec D, homotope a 0.
Pour un complexe de cette forme, I'existence de h et son unicité a homotopie
pres sont évidentes.

On invoque alors un célebre lemme de Steenrod [Stl, Lemma 5.2] dont nous
rappelons I’énoncé dans le contexte qui nous intéresse :

LEMME 2.2.8. Soient fy, f1 : Co — Do deux homomorphismes de complexes
de chaines. Si fo et f1 sont homotopes alors il en est de méme pour

lw ®z(&,] (fo @ fo), 1w @zje,) (f1 @ f1) : W ®z(e,] (Co ® Co) = W Qz(,] (De @ D).

SCHOLIE 2.2.9. Soit f : Cy — Do un homomorphisme de complexes de
chatnes. Si f est une équivalence d’homotopie alors il en est de méme pour

lw ®zis, (f® f) : W Rgze,) (Co ® Co) = W ®zi,] (De @ D)

Le lemme de Steenrod et son scholie montrent que ’homomorphisme de com-
plexes de chaines

1W®Z[(‘52] (h®h)
— 5

W ®@z(e,) (Ce(X;F2) @ Co(X;F2)) W ®z(s,) (He(X;F2) ® He(X;F2))

est une équivalence d’homotopie et que la classe d’homotopie de cet homo-
morphisme est indépendante du choix de h. OJ

Remarque 2.2.10. 1l est implicite dans [St] que l'on dispose de versions
équivariantes de et dans lesquelles les complexes sont remplacés
par des Z[G,]-complexes el le produit tensoriel ®z(s, par le produit tenso-
riel ®z. La présence de W dans la théorie de Steenrod est nécessaire : Soit
E. le complexe défini par E, = Fy pour n = 0,1, E, = 0 pour n # 0,1 et

17



d; = 1; E, est homotope a 0 mais E, ® E, n’est pas homotope a 0 en tant
que Z[&,]-complexe.

Dualement :

COROLLAIRE 2.2.11. Soit X un espace topologique avec H*(X;Fy) de dimen-
sion finie en chaque degré. On a un isomorphisme canonique de Fy-espaces
vectoriels gradués

le groupe &y agissant sur H*(X;Fy) @ H*(X;Fy) par échange des facteurs.

(L’hypothese de finitude est juste 1a pour assurer que le Fo-espace vectoriel
H*(X;Fy) @ HY(X; Fy) est le dual de Hy(X;Fy) @ Hy(X;Fy) pour tout couple
d’entiers (s,t).)

NOTATION. A partir de maintenant la cohomologie que nous considererons
sera la cohomologie a coefficients dans Fy, aussi nous abregerons la notation
H*(—;F;) en H*(—) ou H*—.

SCHOLIE 2.2.12. Soit X un espace topologique avec H" X de dimension finie
pour tout n. Soit B, une base (totalement) ordonnée de H"X ; on pose B :=

HnEN Bn

On munit B de la relation d’ordre (total) qui prolonge celles des B, et qui
vérifie en outre x <y pour x € By, y € B, et n < p.

On a un isomorphisme canonique de Fo-espaces vectoriels gradués

H'G, X P Feoytyer) o PHG 20

(z,y)eBxB,z<y xEB

Démonstration. Le Fy[Ss]-module (N-gradué) H*X @ H* X est somme directe
des sous-modules suivants :

— le sous-module engendré par x @ y et y ® x avec (x,y) € BXx B,z <y;
— le sous-module engendré par r ® x avec x € B.

Oublions la graduation; le premier est isomorphe a Fy[Gs], le second a Fy
(muni de 'action triviale de &;). La formule pour H*&5 X en résulte. O]

Nous nous proposons maintenant de “polir” la formule du scholie 2.2.12] en
retravaillant la définition des deux termes du second membre.
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1) On considere le revétement double 7 : EGy X (X x X)) — &5X et 'homo-
morphisme de transfert qui lui est associé :

tr: HY(ES, x (X x X)) = H'X @ H*X — H*&,X

Soient z; et z; deux éléments de H* X', on constate (invoquer [2.2.5)) que 'on a
tr(z; ® 23) = 21 ® 29 + 29 ® 21 (et en particulier tr(z; ® z3) = 0 pour z; = 23).
D’ou I'égalité :

@ Fo.(z®@y+y®x) = imtr

(z,y)€EBxB,z<y

(la notation im tr désigne ci-dessus l'image de I'homomorphisme tr).
2) Soient A un groupe abélien et n un entier; on note Aln| le complexe de
chaines dont le n-ieme terme est A et dont tous les autres sont nuls.

Soient z un élément de H*X et z : C,, X — Fy un cocycle représentant z; on
rappelle que Z s’identifie & une morphisme de complexes Co X — Fy[n| et z
a la classe d’homotopie de ce morphisme.

Le morphisme de complexes

W R CoX ®CoX 2225 7[0] ® Faln] @ Faln] = Fa[2n]

se factorise a travers W ®z(s,] (CoX ® CoX). Compte tenu de [2.2.3 il définit
un élément de H?"S, X ; le lemme ci-dessous est encore dii a Steenrod.

LEMME-DEFINITION 2.2.13. L’élément de H*"GyX introduit ci-dessus est
indépendant du choix du cocycle Z représentant z ; on le note Pyz et on 'ap-
pelle la puissance de Steenrod de z.

Démonstration. Conséquence de avec Cy = CoX et Dy = Fy[n]. O]

Soient z; et 2o deux éléments de H" X, on constate que 'on a Py (27 + 22) =
Py 21 + P2y +tr(2; ® 29) : Papplication P, : H*X — H?>" G, X est quadratique.

La définition méme de P, montre que le terme @, .z H*S, .2 ® = peut étre
réécrit @, ., H* Sy . Py
LA DIAGONALE DE STEENROD ET LE FONCTEUR R; DE SINGER

L’application id X § : EGy x X — EGy x (X x X), § désignant la diagonale
de X, induit par passage au quotient une application A : B&y x X — G,X
que l'on appelle la diagonale de Steenrod.
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La contemplation du diagramme de revétements doubles

EG, x X 2% ES&, x (X x X)

B&, x X —2 S, X
montre que 'homomorphisme composé
H'Y @ H'X —" H'&,X —27s H*(BG, x X)
est nul (observer que I’homomorphisme tr : H*BG&, —: HYES, est nul), d’olt
I'égalité A*(imtr) = 0.

On a H*G, = H*Z/2 = Fy[u], u désignant 1'élément non nul de H'S,; on a
donc H*(BG; x X) = Fyu] ® H*X. Soit z un élément de H" X, on rappelle
que l'on peut définir les opérations de Steenrod par la formule ci-dessous :

APz = Z u"' ® Sq'z
i=1

On note que I'expression au second membre de cette égalité ne fait intervenir
que la structure de A-module instable de H*X ; cette observation conduit a
la définition ci-apres.

DEFINITION 2.2.14. Soient M un A-module instable et z un élément (ho-
mogene) de M ; on note Sty z I'élément Zl’il ul?=' @ Sq'z de Fyu] @ M.

On observera que I'application Fa-linéaire
Sty : M — Folu]@ M | z+— Styz

“multiplie le degré par 2”.

PROPOSITION-DEFINITION 2.2.15. Soit M un A-module instable ; on note
Ry M le sous-Fa[u]-module de Fyu] @ M engendré par Sty M.

(a) Le module RyM est un sous-A-module de Fo[u] @ M, en particulier Ry M
est un A-module instable.

(b) La correspondance M +— RyM s’étend en un endofoncteur Ry : U O.

(c) Le foncteur Ry préserve les sommes directes.

6. L’indice 1 est la parce qu’il existe des Sty z avec s € N, voir par exemple [LZ2].
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(d) Soit O : K — U le foncteur oubli. Si M est une A-algébre instable alors
R1OM est une sous-A-algébre instable de la A-algébre instable Fo[u] @ M.
La correspondance M +— Ry M s’étend en un endofoncteur Ry : IC O tel que
le diagramme de foncteurs

K2 K

ol el
U — U
est commutatif.
(e) Soit B C M wune base (au sens gradué) du Fy-espace vectoriel N-gradué

sous-jacent a M, alors St;B est une base du Fa[u]-module N-gradué sous-
jacent a Ry M.

(f) Soit E un Fy-espace vectoriel N-gradué ; on note ®F' le Fy-espace vectoriel
N-gradué défini par

(@B {Eg pour n pair, |
0 DOUT M LMPALT.

Soit & la catégorie des Fo-espaces vectoriels N-gradués ; on a un €-isomorphisme

naturel en M :
ORIM = Fylul @ POM ,

O désignant cette fois le foncteur oubli de U vers &.

(g) Le foncteur Ry est exact.

Démonstration. Pour les points (a) et (e) nous renvoyons a [LZ2]. Les points
(b) et (c) sont évidents. Le point (f) résulte du point (e) et du fait que le
degré de Sty z est le double de celui de z. Le point (f) implique le point (g)
(une U-suite est exacte si et seulement si la E-suite sous-jacente est exacte).
Soient M une A-algebre instable, z1, 2o deux éléments de M et ¢ un entier
naturel ; 1'égalité Sq'(z122) = ZjJrk:i Sq’ 21 Sq" 2z, est équivalente & 1’égalité
Sty(z122) = Sty 21 Sty 29, d’out le point (d). O

LES ENDOFONCTEURS ®: U/ O ET @ : K O

On a défini dans le point (f) de[2.2.15 un endofoncteur “double” & : £ ; on
va définir ci-dessous des endofoncteurs ® : U O et @ : K O compatibles (en
un sens évident) avec les foncteurs oubli K — U — E.

Soit M un Fy-espace vectoriel N-gradué; on note 0 : M ® M O 'automor-
phisme involutif * ® y — y ® x définissant 'action de G, sur M ® M. On
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considére le 0-ieme groupe de cohomologie de Tate HO(&y; M @ M) (“les
invariants divisés par les normes”) :

HO(&y: M @ M) := ker(l —o)/im(1 + o)
On constate que 'application
M —H(SxyM@M) , x~ classede z®z
est un isomorphisme “multipliant le degré par 2”7, en d’autres termes que 1'on

a un E-isomorphisme naturel ®M = HO(Sy: M @ M).

Si M est un A-module instable alors o : M @ M O est un Y-automorphisme
si bien que ®M = HO(Sy; M ® M) est muni d’une structure naturelle de
A-module instable. Il n’est pas difficile d’expliciter ’action des opérations de
Steenrod sur ®M

; @Sq%.r pour ¢ pair,
Sq'dx = i )
0 pour n impair,

®x désignant la classe de x ® .

Si M est une A-algebre instable alors ker(1 — o) = (M ® M)®? est une sous-
A-algebre instable de M ® M et im(1 + o) et un idéal de (M ® M)®? stable
sous l'action A si bien que ®M est muni d’'une K-structure naturelle. On
constate que le produit de ®M est simplement le “double” de celui de M :
Oxdy = O(xy).

Remarque 2.2.16. Soit M un Fs-espace vectoriel N-gradué ou un A-module
instable, on constate que im(1 4 o) est naturellement isomorphe au quotient
de M ® M par le sous-objet engendré par les x ® x, x parcourant M ; il est
donc raisonnable de poser im(1 + o) := A2M.

On revient a présent sur 'application

PROPOSITION 2.2.17. Soit X un espace topologique avec H*X de dimension
finie en chaque degré; on a les deux égalités suivantes :

(a) imA*=R;H*X,
(b) ker A* = imtr.

Démonstration. L’égalité A*Pyx = Styx et le fait que A* est Faful-linéaire
montrent que 'on a dans Fy[u] ® H*X l'inclusion RyH*X C im A*.
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Le scholie[2.2.12]et le point (f) de[2.2.15|montrent que les Fy-espaces vectoriels
N-gradués sous-jacents & H*G&, X/ im tr et RyH*X sont tous deux isomorphes

au Fs-espace vectoriel N-gradué Fylu] @ PH*X. Cette observation implique
I’égalité

dim(H*&,X/imtr)" = dim(R;H*X)" :
pour tout n dans N, la notation (—)" désignant ici I'espace des éléments de
degré n d'un Fo-espace vectoriel N-gradué.
L’égalité A*(imtr) = 0 dit que A* se factorise a travers H*&, X/ im tr, ce qui
compte tenu de I'égalité ci-dessus implique 'inégalité

dim(im A")" < dim(R;H*X)"

Les informations ci-dessus permettent de se convaincre que A* induit un
isomorphisme de H*&,X/im tr sur RyH* X, d’ou (a) et (b). O

Remarque 2.2.18. La suite exacte de Gysin d'un revétement double (voir
section montre que imtr est un Fyu]-module wvia 'augmentation ¢ :
]F2 [u] — Fz.

La proposition peut se reformuler ainsi :

SCHOLIE 2.2.19. Soit X un espace topologique avec H*X de dimension fi-
nie en chaque degré; on a une suite exacte, naturelle en X, de A- modules

instables
0— A’H*X - H*G,X - R H'X -0

les deuzxiéme et troisieme fleches étant respectivement induites par les homo-
morphismes tr : H* X @ H*X — H*G,X et A*: H*G6,X — H*'BG, ® H* X.

(La notation A? est introduite en [2.2.16])

Dans la suite exacte ci-dessus les deux termes de part et d’autre de H*G, X
s’exprime fonctoriellement en H*X ; en va montrer qu’il en est de méme
pour H*G, X en précisant I'extension. On considere pour cela le diagramme
commutatif suivant

0 —— A2H'X ——  H*6,X -2 RHX —— 0

| |

0 — A’H'X —— (H'@H*X)® —Y 3 OH*'X —— 0

dans lequel :

— Les deux lignes sont exactes.
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— La deuxieme fleche de la ligne du bas est l'inclusion ker(1—o) < im(1+0).
— La fleche notée 7* est celle induite par I'application EGy x (X x X) — Gy X.
~ La fleche v est la surjection H(&y; H*X ® H*X) — H%(S,; H* X ® H*X).

Puisque les deux lignes sont exactes on peut compléter ce diagramme com-
mutatif par une fleche, disons f : Ri{H*X — ®H* X, uniquement déterminée.
Soient x un élément de H*X et j un entier naturel, les égalités

r@x pourj =0

A'Pyx =Stiz , (W Pa) = {O et v(z®ax)=dx

pour 5 > 0
entrainent que 'on a

®x  pour j =0,
0 pour 7 > 0.

f(u’Stiz) = {

Or on montre (voir par exemple [LZ2, 4.2.6]) qu'il existe une unique trans-
formation naturelle p : R; — ® de U-endofoncteurs vérifiant

. @ ':
par (19 Sty 7) = { x pour j =10

0 pour 7 > 0

pour tout A-module instable M et tout élément x de M ; on constate aussi
que p s’étend en une transformation naturelle, toujours notée p : Ry — P,
de K-endofoncteurs.

On a donc obtenu le diagramme commutatif suivant :

0 — A2H'X ——  H'G,X 2 RyEFX —— 0

T

0 — A’H*X —— (H*'oH*X)®? —— ®H'X —— 0

On observe que puisque la fleche verticale de gauche est 'identité, le carré
de gauche est cartésien. Cette observation conduit aux définitions ci-apres :

DEFINITION 2.2.20. Soit M un A-module instable (resp.une A-algebre in-
stable) ; on pose

GoM :=lim ((M ® M)%* % oM <~ R, M)

limite (produit fibré) dans la catégorie U (resp. K). Les deux endofoncteurs
Sy U O et Gy : K O ainsi définis commutent (en un sens évident) avec le
foncteur oubli £ — U.
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Nous avons tout fait pour avoir :

PROPOSITION 2.2.21. Soit X un espace topologique avec H*X de dimension
finie en chaque degré; on a un isomorphisme de A-algébres instables, et a
fortiori de A-modules instables, naturel en X :

H'GX = 6,H'X

Enoncé qui implique le suivant, concernant la cohomologie modulo 2 des
groupes finis :

COROLLAIRE 2.2.22. Soit G un groupe fini; on a un isomorphisme de A-
algebres instables, et a fortiori de A-modules instables, naturel en G :

H(6:1G) = G,HG

Démonstration. Elle résulte des points suivants :
— H*G est de dimension finie en chaque degré;
— H*G est la cohomologie modulo 2 de I'espace classifiant BG ;

— T'espace B(65 1 () coincide avec la construction quadratique S,BG.

2.3 Retour a H*S,,

Soit n un entier naturel; on rappelle que S,, désigne le 2-Sylow du groupe
symétrique &,, décrit dans la sous-section dont nous reprenons les nota-
tions.

THEOREME 2.3.1. Le A-module instable H*S,, est Nil-fermé pour tout entier
naturel n.

Démonstration. On a S,, = Sgm; X Sgm; X ... X Som, et donc
H*S,, = H*Sym @ H*Som: @ ... @ H*Som.

Cet isomorphisme et la proposition [1.11f montrent qu’il suffit de démontrer
le théoréme pour n = 2™ avec m € N. Comme l'on a Sgm+1 = Sy Sgm,
le corollaire dit que I'on a un isomorphisme de A-modules instables
H*Sgm+1 = GoH*Som ; on acheve par récurrence sur m a 1’aide de la proposi-
tion ci-apres (H*Sg = Fy est Nil-fermé!). O
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COROLLAIRE 2.3.2. L’application de Quillen qgs, : H* (S, Fy) — L(&,,) est
un isomorphisme pour tout entier naturel n.

Démonstration. C’est une illustration du corollaire [0.7. O

PROPOSITION 2.3.3. Soit M un A-module instable ; si M est Nil-fermé alors
il en est de méme pour Gy M.

Démonstration. Par définition méme de I'endofoncteur S, : U O, on a la
suite exacte suivante dans la catégorie U :

0— &M — (M ®M)*2GRM — dM

On invoque le scholie [1.6] :

— Comme M est Nil-fermé, il est a fortiori réduit, c’est donc aussi le cas
pour ®M.

— Le A-module instable (M @ M)®2 est Nil-fermé d’apres et [1.7
— Le A-module instable Ry M est aussi Nil-fermé, voir ci-dessous. O

PROPOSITION 2.3.4. Soit M un A-module instable ; si M est Nil-fermé alors
il en est de méme pour Ry M.

Démonstration. La condition (iii) de dit qu’il existe une U-suite exacte
de la forme 0 — M — I° — I' avec I° et I' somme directe de cohomologies
modulo 2 de 2-groupes abéliens élémentaires. Puisque I'endofonteur R; est
exact on a encore une U-suite exacte 0 — RyM — R I° — RyI'; compte
tenu de et du fait que R, préserve les somme directes, on est ramené a
montrer que R{H*V est MVil-fermé pour tout 2-groupe abélien élémentaire V.
On montre dans [LZ2] (Lemme 4.4.6.2) que RyH*V est isomorphe au sous-
A-module instable d’invariants (H*(Z/2 @ V))I', T désignant le sous-groupe
de Aut(Z/2 ® V') constitué des automorphismes qui sont l'identité sur V' (I’
agit & droite sur H*(Z/2 @ V)). On achéve en invoquant & nouveau [L.7. O

3  Variations sur la suite exacte de Gysin d’un revéetement
double

Soit p: Y — X un revétement double; soit e sa classe caractéristique (e est
un élément de HY(X;F,) = HY(X;Z/2), p est un revétement galoisien de
groupe de Galois Z/2).
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Comme précédemment, on abrege ci-apres la notation H*(—;Fy) en H*(—)
ou simplement H*—.

On considere la longue suite exacte de Gysin
Lo HIX S Hrx 2 By U HeX S5 HOHLX
On note respectivement ime et kere l'image et le noyau, dans H* X, de la

multiplication par e.

ProproSITION 3.1. Dans H*X, ime et kere sont stables sous [’action de
l’algebre de Steenrod.

Démonstration. Dans le cas de im e ceci résulte immédiatement de la formule
Sq'(ex) = eSq'z +e*Sq"tw
Cette méme formule permet de régler le cas de ker e par récurrence sur i. [

On pose cokere := H*X/ime; d’apres ce qui précede coker e est muni d’une
structure canonique de A-module instable.

SCHOLIE 3.2. La suite exacte courte de Gysin

* t
0 —— cokere —— H*Y —— kere —— 0
est une suite exacte dans la catégorie U.

Remarque 3.3. Si H*X est de dimension finie en chaque degré, alors il en est
de méme pour H*Y et les séries de Poincaré de H* X et ker e déterminent celle
de H*Y'. Précisons : soit S(E;t) € N[[t]] la série de Poincaré d'un Fy-espace
vectoriel N-gradué E de dimension finie en chaque degré; on a :

S(H'Y;t) = (1—)S(H"X;t) + (1+)S(kere; t)

PROPOSITION 3.4. Si H*X est Nil-fermé alors il en est de méme pour ker e.

Démonstration. Compte tenu de[L.5] il faut montrer que la A-algebre instable
quotient H* X/ ker e est réduite, c’est-a~dire que si z est un élément de H*X

avec ex? = 0 alors on a aussi ez = 0. Or on a les implications ex? = 0 =
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(ex)? = 0 = ex = 0; la premiere est triviale, la seconde tient & 'hypothese
faite sur H*X : un A-module instable Nil-fermé est a fortiori réduit. 0

COROLLAIRE 3.5. Si H*X est Nil-fermé les deuz propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) H*Y est Nil-fermé;
(ii) cokere est Nil-fermé.

Démonstration. Compte tenu du scholie [3.2] et de la proposition ci-dessus, on
peut invoquer la proposition O

4 Sur les P-A-modules et P-A-algebres instables

4.1 Les notions de P-A-modules et P-A-algebres instables

Rappelons que P désigne la cohomologie modulo 2 du groupe Z/2 ; P est une
A-algebre instable.

DEFINITION 4.1.1. Un P-A-module instable est un A-module instable M
muni d’une application A-linéaire P ® M — M qui fait de M un P-module
(N-gradué). Un homomorphisme de P-A-modules instables est un homomor-
phisme de Fy-espaces vectoriels N-gradués a la fois A-linéaire et P-linéaire.
La catégorie des P-A-modules instables est notée P-U.

Ezxemple 4.1.2. Produit tensoriel de P et d'un A-module instable.

Soit M un A-module instable ; le /~-morphisme

PePeM)=PeP)oM £25 Po M

fait de P ® M un P-A-module instable. Le foncteur U4 — P-U ainsi défini est
adjoint a gauche du foncteur oubli P-U — U :

Homy, (M, N) = Homy (P ® M, N)
pour tout A-module instable M et tout P-A-module instable N

DEFINITION 4.1.3. Une P-A-algébre instable est une A-algebre instable K
munie d’'un K-morphisme f : P — K. Soient (Ko; fo) et (K7; f1) deux P-A-
algebres instables ; un homomorphisme de P-A-algebres instables de (Ky; fo)
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dans (K7; f1) est la donnée d’un K-morphisme g : Ky — K avec f; = go fo.
La catégorie des P-A-modules instables est notée P\/KC.

On dispose d'un “foncteur oubli” évident P\ — P-U/ : la donnée d'un K-
morphisme P — K fait du A-module instable sous-jacent a K un P-A-module
instable.

Plus généralement, on définit, mutatis mutandis, les catégories L-U et L\K
pour toute A-algebre instable L.

On précise ci-apres la structure de P et on démystifie la catégorie P\K.

La Fy-algebre N-graduée sous-jacente a P est isomorphe a l'algebre de po-
lynéomes Fslu|, u désignant une indéterminée de degré 1. La structure de
A-algebre instable de P est uniquement déterminée par cette information.
Rappelons pourquoi. Soient K une A-algebre instable et z un élément de K,
les axiomes que vérifie une A-algebre instable impliquent Sq‘z™ = (T;) "t
pour tous entiers naturels i et n (formule due a Henri Cartan).

La A-algebre instable P est en outre un co-groupe dans la catégorie K.
En clair, en plus des morphismes ¢ : P ® P — P (produit) et n : Fy — P
(unité), on dispose de morphismes ¢ : P — P ® P (diagonale) et ¢ : P — Fy
(augmentation) qui font de la Fs-algebre N-graduée sous-jacente a P une
algebre de Hopf bicommutative ; la diagonale 1) est le K-morphisme induit
par 'homomorphisme de groupes Z/2 X Z/2 — 7./2, (x1,x2) — x1 + Z2.

La formule de Cartan montre que I’application
Homg (P, K) = K' | fr f(u)

est bijective. D’apres ce qui précede le foncteur K — Homy (P, K) peut étre
vu comme un foncteur a valeurs dans la catégorie des groupes abéliens et la
bijection ci-dessus est un isomorphisme de groupes (naturel en K).

La discussion ci-dessus montre qu'un objet de P\K peut étre vu comme un
couple (K;e), K étant une A-algebre instable et e un élément de K, et
qu'un morphisme de (K;e) dans (K’;€') est un K-morphisme g : K — K’
avec g(e) = €.

On revient maintenant sur la donnée initiale de la section [3] :

Soit p : Y — X un revétement double ; soit e € H' X sa classe caractéristique.
Compte tenu de ce qui précede, la donnée de e € HY(X;Fy) est équivalente a
celle d’'un homomorphisme de A-algebres instables P — H* X ; on observera
que si le revétement p est classifié par une application ¢ : X — B(Z/2)
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alors cet homomorphisme s’identifie a ¢* : H*B(Z/2) — H*X. Reformulons :
La donnée de e fait de H* X une P-A-algebre instable et du méme coup un
P-A-module instable.

On dispose d'un foncteur “oubli” évident P-U/ — U. Ce foncteur possede une
“section” tout aussi évidente :

DEFINITION 4.1.4. Soit M un A-module instable, ’augmentation P — F,
permet de faire de M un P-A-module instable, un tel P-A-module instable,
sera dit P-trivial. On note 6 : U — P-U le foncteur ainsi défini.

Le foncteur 6 possede un adjoint a droite défini ci-dessous.

PROPOSITION-DEFINITION 4.1.5. Soit M un P-A-module instable. On pose
™™ = {zx;xeMetur=0} ;

TM est stable sous [’action de A, c’est le plus grand sous-P-A-module instable
P-trivial de M, on Uappelle la partie triviale de M. Le foncteur M — M
sera suivant le contexte considéré comme un endofoncteue de P-U ou un
foncteur P-U — U (adjoint a droite de 6).

Démonstration. La démonstration de la stabilité de 7M sous ’action de A
est la méme que celle du ker e de la proposition [3.1} (]

4.2 Produit tensoriel de P-A-modules instables

Soient M; et My deux P-A-modules instables. Le produit tensoriel M; @ My
des deux A-modules instables sous-jacents est naturellement un L-A-module
instable avec L = P ® P et tout aussi naturellement un P-A-module instable
grace au IC-morphisme ¢ : P — P ® P introduit en [£.I Le P-A-module
instable ainsi défini est appelé le produit tensoriel de My et Ms.

Comme la loi de composition interne d’un groupe est associative le produit
tensoriel de P-A-modules instables est associatif (en un sens que le lecteur
devinera aisément). Soit (M;, My, ... M,) une suite finie de P-A-modules in-
stables ; le P-A-module instable M; ® M, ® ... ® M, peut étre défini via le
KC-morphisme ¢, : P - P® P ® ... ® P induit par 'homomorphisme de
groupes

Z]2XZL]2 % ...xZL[2—=7Z]2 , (x1,%2,...,T;) = T1+Ta+ ...+ .

4.3 Produit tensoriel sur P de deux P-A-modules instables
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On note & la catégorie des Fo-espaces vectoriels N-gradués et P-£ la catégorie
des Fy-espaces vectoriels N-gradués munis d'une structure de P-module (au
sens gradué). Il est clair que I'on dispose d'un foncteur oubli P-tf — P-&.

En vrac quelques observations et définitions :

(1) Puisque 'algebre P est commutative, les notions de P-module a gauche
et a droite coincident.

(2) Soient M; et M, deux objets de P-&; par définition M; ®p M, est le E-
objet coégalisateur des deux applications M @ P ® My — My ® M, suivantes :

T1RaRTo—>ar1 Qxry et 1 0aR® Ty +— 11 X ars

(3) Soient M; et M, deux objets de P-U ; puisque les deux application ci-
dessus sont A-linéaires, la E-structure de M; ®p M, peut étre naturellement
enrichie en une U-structure.

(4) A nouveau puisque P est commutative, le foncteur —®@p— : P-ExP-£ — &£
(resp. — ®p — : P-U x P-U — U) peut étre “relevé” en un foncteur a valeurs
dans P-& (resp. P-U).

(5) Le diagramme de foncteurs

PUx P-U =227 Py

oubli Xoublil oublil

P-& x P-£ —27 p£
est commutatif.

4.4 Foncteurs Tor}, (—, —) dans la catégorie P-U x P-U

Quelques observations et définitions (toujours en vrac) :

(1) Les foncteurs P-U — P-U, My — M; ®p My et My — M; @p My sont
exacts a droite.
(2) La catégorie P-U a assez de projectifs.

On résume ci-apres la théorie des projectifs de P-U (théorie formelle, on peut
y remplacer P par une A-algebre instable L, avec L° = Fy, arbitraire).

Soit n un entier naturel. On note F(n) le A-module instable librement en-
gendré par un générateur de degré n; F(n) représente le foncteur, défini
sur U et a valeurs dans la catégorie des Fo-espaces vectoriels, M +— M™ :
Homy, (F(n), M) = M™.
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Cette égalité implique la suivante Homy (P ® F(n), M) = M"™ (voir |4.1.2)) qui
montre que P ® F(n) est un projectif de P-U. Soient M un objet de P-U et
B une base du P-module gradué sous-jacent a M, le P-U/~-homomorphisme
D.cs P ®F(Jz[) — M est par construction un épimorphisme : P-Uf a assez
de projectifs. Du coup tout projectif de P-U est facteur direct d’une telle
somme directe de P ® F(n)’s ce qui entraine en particulier qu’il est libre
comme P-module (voir . On dispose en fait d’un résultat plus précis :

(3) Tout projectif de P-U est somme directe de P @ F(n)’s.[]

(4) Les foncteurs Tory, (—, —) sont les dérivés a droite des foncteurs produit
tensoriel.

(5) Dériver par rapport au premier ou second argument “donne le méme
résultat”.

(6) Les foncteurs Tory, (—, —) “commutent” avec le foncteur oubli P-1f — P-£
(puisque tout projectif de P-U est libre comme P-module).

(7) On a Tory, (My, M) = 0 pour k > 1 (conséquence de 'observation (6)).

Voici une autre conséquence de l'observation (6)

PROPOSITION 4.4.1. Soient M, et My deux P-A-modules instables.

Si My < C, est une résolution dans la catégorie P-U qui est libre comme
résolution dans la catégorie P-E alors on a un P-U-isomorphisme

Tory, (M, My) = Hi(C, @p My)

Démonstration. Un P-A-module instable qui est libre comme P-module est
— ®p Ms-acyclique (en fait le seul cas non-trivial est k = 1). O

Exemple d’application de la proposition ci-dessus :

PROPOSITION 4.4.2. Soit M un P-A-module instable ; on a un isomorphisme
canonique de P-A-modules instables

Tory (Fy, M) = ST M

7. Soit A l'idéal d’augmentation de A. Soient M un projectif de P-U, B une base
(homogene) du Fy-espace vectoriel N-gradué (M /uM)/A(M/uM) et B un “relevement”

de B dans M ; le P-Y{-homomorphisme @, .z P ® F(|z|) — M est un isomorphisme.
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Démonstration. On considere 'augmentation € : P — Fy; on pose P :=kere
et on note i 'inclusion de P dans P. La suite exacte 0 — P -5 P — Fs —0
fournit une résolution de Fy dans la_catégorie P-U qui est une résolution
libre dans la catégorie P-£. Comme P est un P-module libre de base {u},
I’application M — P @p M ,T — u @p x est un isomorphisme, de degré 1,
de Fs-espaces vectoriels N-gradués. L’application i ®p M s’identifie a I'ap-
plication P ®p M — P ®p M = M, u ®p x — ux et son noyau au sous-P-
A-module instable P ®p 7M de P ®p M. On a un isomorphisme canonique
de P-A-modules instables Tor} (Fy, M) = P ®p 7M. 1l reste & expliciter la

structure de A-module instable de P ®p 7M.
Soient x un élément de 7M et j un entier naturel; on a :

J
S¢ (u®p z) = Z Sq*u @p S¢' Fx

k=0

Pour k > 1 le terme Sq*u ®p S¢7Fx est de la forme uv, ®p S¢?Fx avec
v, € P soit encore u ®p v1,9¢" *x ; puisque 7M est stable sous I'action de A
ce terme est nul. On a donc S¢’ (u®p ) = u®p S¢’x formule qui montre que
le A-module instable P ®p 7M s'identifie & la suspension X 7M du A-module
instable 7M. O

Remarque 4.4.3. Les deux A-modules instables ker e et coker e introduits en
section [3s’identifient respectivement & Fy @p H*X et X~ Tor} (Fy, H*X). Par
exemple la suite exacte de du scholie peut étre réécrite sous la forme

0 — Tory (Fy, H*X) — H*Y — S 'Tor] (Fy, H*X) — 0

4.5 Changement de paradigme

PROPOSITION 4.5.1. Soient My et My deur P-A-modules instables; on a un
isomorphisme de A-modules instables

M, ®@p My = Fy ®@p (M; ® Ms) )
naturel en My et Ms.
(Le P-A-module instable M; ® M, qui apparait ci-dessus est défini en .

Démonstration. Soient x1 un élément de M; et x5 un élément de M, par
définition méme de la structure de P-A-module instable de M; ® M, on a
u(ry @ x3) = ury ® 9 + 1 @ ury (Y(u) = u® 1+ 1®wu); la proposition
résulte simplement de cette égalité. Précisons un peu :
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Soit R le sous-Fy-espace vectoriel N-gradué de M; ® M, engendré par les
uxrL ® To + 1 ® uxe, x1 parcourant My et xo parcourant M.

— L’égalité R = u(M; ® M) montre que R est stable sous I'action de A
et que le A-module instable sous-jacent a Fy ®p (M7 ®@ M) est le quotient
(M, @ Ms)/R.

— On a dans M; ® M la congruence uz; ® T3 = 1 ® ure (mod R) et par
récurrence u"xr; ® ro = 1 @ u"xe (mod R), pour tout n dans N; R contient
donc tous les u"x; ® 9 + 1 ® u"x,. Cette observation montre que R est
I'image de la différence des deux homomorphismes M; @ P ® My — M; ® M,
qui apparaissent dans la définition de M; ®p My ; ceci confirme que R est
stable sous 'action de A et montre que le A-module instable sous-jacent a
M; ®p M est aussi le quotient (M; ® Ms)/R. O

Remarque 4.5.2.  Les A-modules instables M; ®p My et Fo ®@p (M; @ Ms)
possedent tous deux une structure naturelle de P-A-modules instable (voir
. Celle du second est P-triviale (voir , celle du premier ne 'est pas
en général (prendre par exemple M; = M, = P).

COROLLAIRE 4.5.3. Soient My et My deuxr P-A-modules instables; on a un
isomorphisme de A-modules instables

Tor} (M, My) = Tor| (Fy, My @ M) ,
naturel en My et Ms.

Démonstration. Soit M, < C, est une résolution projective dans la catégorie
P-U.

LEMME 4.5.4. Le complexe augmenté M ® My < Cy® My est une résolution
de My ® My dans la catégorie P-U qui est libre dans la catégorie P-£.

Supposons ce lemme démontré. La proposition dit que l'on a un iso-
morphisme de P-A-modules instables Tor! (My, M,) = Hy(C, ®@p M) et
la proposition que I'on a un isomorphisme de A-modules instables
H;(Cy ®p Ms) = Hy(Fy ®p (Co ® Ms)). On acheéve en invoquant a nouveau
la proposition [4.4.1] O
Démonstration du lemme [{.5. Soit k un entier naturel; compte tenu du
point (3) (ou (2)) de on peut supposer que Cj est somme directe de
P ® F(n)’s. 1l suffit donc de vérifier que que le produit tensoriel de P-A-
modules instables (P ® F(n)) ® M est un P-module libre. Comme le P-A-
module instable P ® F(n) coincide avec le produit tensoriel de P-A-modules
instables P ® 0F(n), on a

(PRFn)®M, = (P®R0F(n)® M, =2 P® (F(n) ® M,)
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On conclut a l'aide du lemme suivant :

LEMME 4.5.5. Soit M un P-A-module instable; les deux produits tensoriels
de P-A-modules instables P @ M et P ® 00OM, O désignant ici le foncteur

oubli P-U — U, sont canoniquement isomorphes.

Démonstration L’argument est classique : on utilise le fait que P est une
algebre de Hopf avec antipode (ici I'identité). L’isomorphisme canonique en
question est donné par la composition

PoM L2 PeP)aM — Po(PoM) 225 PoM |

a:P® M — M désignant ’action de P sur M. Il

Les énoncés |4.4.2| et conduisent au lemme suivant que nous utiliserons
de facon répétitive par la suite :

LEMME 4.5.6. Soient 0 — My — M) — M) — 0 une suite exacte de
P-A-modules instables et My un P-A-module instable ; si le A-module instable
sous-jacent a My @p My est réduit alors les suites de P-A-modules instables

O—>M1®pM2—>M1®pM5—>M1®pM£,—)O

et
0 — Tor} (M, My) — Tor} (My, M}) — Tork (M, My) — 0

sont exactes. On a le méme énoncé, mutatis mutandis, avec le produi tenso-
riel a droite par M;.

Démonstration. D’apres et le A-module instable sous jacent a
Tor} (M, My) est une suspension ; le point (c) de dit que le connectant
0 : Tor} (My, MY) — M, ®p M, est trivial. O

4.6  Sur les P-A-modules instables qui sont réduits comme A-modules
instables

PROPOSITION 4.6.1. Soit M un P-A-module instable tel que le A-module
instable sous-jacent est réduit.

(a) Soient x un élément de M et n > 1 un entier; les deuz conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) u"z =0;

(i1) ux = 0.

(En d’autres termes, TM est la P-torsion du P-module sous-jacent a M.)

(b) Le P-module sous-jacent a M/TM est libre.
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(c) Le A-module instable sous-jacent a M/TM est réduit.

Démonstration du point (a). La seule implication a vérifier est (i) = (44). La

formule Sq'u"x = Y7 () u™7Sq' 2 montre par récurrence sur entier

. J
que 'on a u™Sq"z = 0 pour tout i, et donc en particulier " Sqyz = 0. On écrit

n=2m—3 avecm € N—{0} et § € {0, 1}(en d’autres termes, on effectue la
division euclidienne de n + 1 par 2); on a par construction u?*™Sq,z = 0 soit
encore Sqy(u™z) = 0 et donc u™x = 0 puisque M est réduit. Or on constate
que 'on a m < n pour n # 1. Il

Remarque. Dans le cas ot M est une P-A-algebre instable, la démonstration
est moins alambiquée : u"z = 0 = (ux)” = 0 et (uzx)* =0 < ur = 0
car I’hypothese “le A-module instable sous-jacent a M est réduit équivaut
a I’hypothese “la Fy-algebre commutative N-graduée sous-jacente a M est
réduite”.

Le point (b) est conséquence du point (a) et du lemme ci-apres. O

Démonstration du point (c). Soient x un élément de M et y sa classe dans
M/TM. L’égalité Sqyy = 0 équivaut a uSqyx = 0; si cette derniere égalité
est satisfaite, on a a fortiori Sqg(ux) =0 (Sqq(ux) = Sqyu Sqex = u*Sqy ),
donc ux = 0 puisque M est réduit c’est-a-dire y = 0. 0

LEMME 4.6.2. Soit R un P-espace vectoriel N-gradué; les deux conditions
suvantes sont équivalentes :

(i) R est un P-module sans torsion ;
(i) R est un P-module libre.

Démonstration de (i) = (ii). Soient B une base (homogene) du Fy-espace
vectoriel N-gradué F, ®p R et B un relevement (homogene) de B dans R,
On montre que B est une base de R, c’est-a-dire que le (P-£)-morphisme
canonique 3 : L := @, .z Px — R est un isomorphisme. Soit C' le conoyau
de 3 ; par construction Fo ®p 5 est un isomorphisme, il en résulte Fo@pC = 0,
le lemme de Nakayama N-gradué (trivial) implique C' = 0. Soit N le noyau
de ; on considere la (P-£)-suite exacte 0 — N — L — R — 0, celle-ci
induit une suite exacte

TOI‘{)(]FQ,R) _>]F2®PN_>F2®PLE>F2®PR_>O

On a par hypothese Tort (Fy, R) = 0 (invoquer la (P-£)-version, immédiate,
de{4.4.2) d’ou Fy ®p N =0 et donc N = 0. O

La proposition ci-dessous implique la proposition [£.6.1} Cependant la
démonstration de est plus sophistiquée que celle de car elle utilise
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la classification des injectifs de la catégorie P-U.

PROPOSITION 4.6.3. Soit M un P-A-module instable ; les deux conditions
suvantes sont équivalentes :
(i) M est réduit comme A-module instable ;
(i1) M se plonge dans un P-A-module instable de la forme 0J @ (P ® I)
avec I et J deux A-modules instables injectifs réduits.

Démonstration de (i) = (it). Soit ¢ : M — E une enveloppe injective de M
(dans la catégorie P-U). Soit N le nilradical du A-module instable sous-jacent
a E; on constate que N est stable par multiplication par P, en d’autres
termes que N est un sous-objet de E dans la catégorie P-U. Par hypothese
on a i '(N) = 0 donc N = 0 : le A-module instable sous-jacent & F est
réduit.

Soit V' un 2-groupe abélien élémentaire, on rappelle ci-dessous la classifica-
tion des H*V-U-injectifs (objets injectifs dans la catégorie H*V-U) obtenue
dans [LZ3] :

On exhibe (voir [LZ3, 3.2]) un systeme de représentants pour les classes
d’isomorphisme de H*V-U-injectifs indécomposables

{E(‘/a W7L7n)}(W,L,n)EWX£XN )

W désignant I’ensemble des sous-groupes de V' et L I'ensemble de U-injectifs
réduits introduit dans la démonstration de I'implication (ii) = (7i7) de
Il en résulte formellement que pour tout H*V-U-injectif I il existe une unique
famille de cardinaux (aw,rn)w,Ln)ewxcxn telle que I est isomorphe a la
somme directe

@ E(V, W, L, n)@aW,L,n

(L,Wn)

On constate que le A-module instable sous-jacent a E(V, W, L, n) est réduit
si et seulement si 'on a n = 0. On en déduit, en prenant V = Z/2, qu'il
existe deux familles de cardinaux (ay)rer et (br) e telles que le P-A-module
instable E est isomorphe a la somme directe de deux termes

Q(@ L@aL) ot P® (@ LEBbL)
LeL LeLl
]

Remarque 4.6.4. Soit J un U-injectif réduit, on peut se convaincre ab initio
de ce que 0.J est un (P-U)-injectif a 1'aide de ;
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Soit M un P-A-module instable ; on a Homp_; (M, 6.J) = Homy (Fo®p M, J).
Soit 0 — M’ — M — M"” — 0 une (P-U)-suite exacte. On conclut en
appliquant le foncteur exact Homy(—, J) a la U-suite exacte

Tor} (Fa, M") — Fy @p M' — Fy ®p M — Fy @p M" — 0

et en observant que I'on a Homy,(Tor} (Fy, M"), J) = 0 compte tenu de
et du point (c) de

COROLLAIRE 4.6.5. Soit M un P-A-module instable ; les deux conditions
sutvantes sont équivalentes :
(i) M est Nil-fermé comme A-module instable ;
(ii) il existe une suite exacte 0 — M — 0J°® (PR 1°) - 0J' @ (P ')
dans la catégorie P-U avec J°, J', I° et I' des A-modules instables
injectifs réduits.

Démonstration de (i) = (i1). Analogue a celle de 'implication (i) = (i7) du
corollaire [L.13 O

On ajoute maintenant a la condition (i) de la condition “M libre comme
P-module”.

PROPOSITION 4.6.6. Soit M un P-A-module instable ; les deux conditions
suivantes sont équivalentes :
(i) M est libre comme P-module et réduit comme A-module instable ;
(i) M se plonge dans un P-A-module instable de la forme P ® I avec I
un A-module instable injectif réduit.

Démonstration de (i) = (ii). Soit ¢ : M — E une enveloppe injective de M
(dans la catégorie P-U). On a vu lors de la démonstration de I'implication
(1) = (ii) de[4.6.3|que E est de la forme §.J ®P® I avec J et I des U-injectifs
réduits; si M est un P-module libre on a i~1(6.J) = 0 et donc 6.J = 0. O

Remarque 4.6.7. Soit p: Y — X un revétement double; on rappelle que la
donnée de p fait de H*X un P-A-module instable. L’énoncé |3.5| (reformulé en
tenant compte de montre que si H*X et Fy ®@p H*X sont Nil-fermés
alors H*Y 1'est aussi.

Cette remarque conduit a la définition ad hoc ci-desous :

DEFINITION 4.6.8. Un P-A-module instable M sera dit P-Nil-fermé si les
A-modules instables sous-jacents & M et Fy ®@p M sont tous deux Nil-fermés.
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Nous avons tout fait pour avoir :

PROPOSITION 4.6.9. Soitp : Y — X un revétement double ; si le P-A-module
instable H*X est P-Nil-fermé alors le A-module instable H*Y est Nil-fermé.

CONVENTIONS. Soit M un P-A-module instable. Nous dirons que M est
réduit (resp. Nil-fermé) si le A-module instable sous-jacent a M est réduit
(resp. Nil-fermé). Nous dirons que M est P-libre si le P-module N-gradué
sous-jacent est libre. Ces conventions devraient alleger notre rédaction.

PROPOSITION 4.6.10. Soient M, et My deur P-A-modules instables. Si M,
et My sont P-Nil-fermés alors il en est de méme pour leur produit tensoriel
My ® Ms.

Démonstration. La proposition dit que M; ® My est Nil-fermé. 11 reste
a montrer que Fy ®p (M; ® Ms) est aussi Nil-fermé, soit encore, compte tenu
de [£.5.1] & vérifier I’énoncé suivant :

PROPOSITION 4.6.11. Soient My et My deux P-A-modules instables. S© M,
et My sont P-Nil-fermés alors My, @p My est Nil-fermé.

Evidemment cet énoncé implique le suivant :

PROPOSITION 4.6.12. Soit M un P-A-module instable. Si M est P-Nil-fermé
alors M ®@p M est Nil-fermé.

Réciproquement implique [4.6.11] : prendre M = M; & M, dans [4.6.12
et observer que M; ®p My est facteur direct dans (M; & My) Qp (My & My).
Nous choisissons de démontrer afin de limiter un peu le nombre de
notations.

Démonstration de . On pose K := 7M et L := M/K. Puisque M est
Nil-fermé il est a fortiori réduit ; les points (b) et (c) de la proposition [4.6.]]
disent respectivement que L est P-libre (d’ou le choix de la notation!) et que
L est réduit.

La proposition dit que l'on dispose d'un monomorphisme de P-A-
modules instables M — 0J & (P ® I) avec J et I deux U-injectifs réduits.
On note @) le conoyau d’un tel monomorphisme ; on observe que @) est réduit

(Proposition [L.5)).
Ceci posé, la démonstration de |4.6.12| se décompose en six (petits) pas :

(1) On montre que K est Nil-fermé.
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On considere la suite exacte dans la catégorie P-U
Sa) 0O=-K—-M—=L—=0 ;

K est Nil-fermé parce que M et L sont respectivement Nil-fermé et réduit
(invoquer & nouveau la Proposition [1.5]). O

(2) On montre que Fy ®p L est réduit.

On applique le foncteur F; ®@p — a la suite exacte S(1); comme L est P-libre
on obtient encore une suite exacte dans la catégorie U :

0—)K—>F2®pM—>FQ®pL—>O

Comme Fy ®p M est réduit (puisque Nil-fermé) et que K est Nil-fermé
d’apres (1), la longue suite exacte des Ext;,(nilpotent, —) montre que Fy ®p L
est réduit. ]
(3) On montre que Fy ®p Q est réduit.

Par définition de ) on dispose d’une seconde suite exacte dans la catégorie
P-U, a savoir

S@3) 0—-M—=0J]dPI)—Q—0

Puisque Fy ®p M est réduit on peut invoquer le lemme [4.5.6/; on a donc une
U-suite exacte :

O-)IFg@pM-)J@]%Fg@pQ-)O

Comme J @ I est réduit et que Fy @p M est Nil-fermé, Fy ®p @Q est réduit
(méme argument que précédemment). O

(4) Soit R un P-A-module instable réduit, on montre que L ®p R est réduit.
On en déduit en particulier que L ®p Q) et L ®p M sont réduits.

D’apres |4.6.3], il existe un monomorphisme de P-A-modules instables
ZRR%QJR@(P(g[R) )

avec Jr et Ir deux U-injectifs réduits. Puisque L est P-libre, L ®p ig est
encore un monomorphisme. Il suffit donc de vérifier que le A-module instable
Lep(0Jrp®(P®IR)) est réduit. Or celui-ci est somme directe de deux termes,
(Fo®p L) ® Jg et L® IR, qui sont tous deux réduits parce que les A-modules
instables (Fo ®p L), Jg, L et Ig le sont (le premier d’apres (2)).
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(5) Soit R un P-A-module instable tel que R et Fy ®p R sont réduits; on
montre que M ®p R est réduit. On en déduit en particulier que M ®p Q) et
M ®p M sont réduits.

On applique le foncteur — ®p R a la suite exacte S(;). Comme L est P-libre,
on obtient une suite exacte

0> K®(Fy®@pR) > M®pR—L®pR—0 X

K ® (Fy ®p R) est réduit, car K et Fy ®p R le sont, et L ®@p R est réduit
d’apres (4) du coup M ®p R est aussi réduit. O

(6) On montre (enfin!) que M ®p M est Nil-fermé.

On applique le foncteur M ®p — a la suite exacte S(3y. Puisque M ®@p M est

réduit on peut encre invoquer le lemme [4.5.6/; on obtient une U-suite exacte
0->MexpM— (FopM)@J)d(MRI) > M@pQ —0

On conclut en observant que (Fo®p M) ® J et M @I sont Nil-fermés d’apres
la proposition (un U-injectif réduit est Nil-fermé!) et que M ®@p Q) est
réduit d’apres (5). 0d

COMPLEMENT

Bien que la démonstration de [4.6.12| soit terminée on se propose de faire un
pas de plus :

(7) On montre que L est Nil-fermé.

Soient i’ : K — 6J et i" : L — P ® I des (P-U)-monomorphismes avec J
et I des U-injectif réduits (pour se convaincre de 'existence de i’ on peut
par exemple invoquer et . Un prolongement de i & M induit un
(P-U)-monomorphisme i : M — 0J & (P ® I) qui prend place dans le (P-U)-
diagramme commutatif ci-dessous

0 0 0

| |
0 K M —s L ——0
0 9; GJ@(;®I)—>P®;—>O
0 Q' Q — Q" —— 0

0 0 0



dans lequel les fleches horizontales de part et d’autre du terme 6.J & (P ® I)
sont I'inclusion et la projection canoniques et les termes @', @, Q" sont les
conoyaux respectifs des fleches ¢/, i, ¢’. Par construction les lignes et les
colonnes de ce diagramme sont exactes.

Compte tenu du point (2) de la démonstration de on peut appliquer
le lemme a la suite exacte 0 - L - P® I — Q" — 0. Il en résulte en
particulier Tor} (Fy, Q") = 0 ce qui implique que Q" est P-libre (voir et
4.6.2)).

L’hypothese “M est Nil-fermé” équivaut a “@Q est réduit”. Comme Q' est
P-trivial (puisque quotient de 6J) et que Q" est P-libre, on a @' = 7Q
(le foncteur 7 est exact a gauche!). Le point (c) de dit que Q" est
réduit ce qui entraine que L est Nil-fermé. O

Remarque 4.6.13. En général Fy, ®p L n’est pas Nil-fermé. Voir [5.2.13

5 Sur la cohomologie modulo 2 des groupes alternés

L’objet de cette section est de montrer que la cohomologie modulo 2 d'un
2-sous-groupe de Sylow d’un groupe alterné est Nil-fermée.

5.1 Stratégie et énoncés

Soit m > 2 un entier. On note ¢, : &, — {£1} = Z/2 'homomorphisme
signature dont le groupe alterné 2, est le noyau. Il est clair que la restriction
de €, au 2-Sylow S,, (décrit en de G,, est non-triviale ; on la note toujours
€n : Sp — Z/2. On pose

A, = ker(e,:S, = Z/2) ;

A, est un 2-Sylow de ,,.

Incidemment une remarque :

Remarque 5.1.1. On constate que 'on a Ay = [204,20,] (Pabélianisé de 2, est
isomorphe & Z/3), en d’autres termes que Ay est le groupe de Klein (sous-
groupe de &,4). Nous adopterons la notation A, pour le groupe de Klein dans
I'appendice [C]

Le résultat que nous avons en vue est donc le suivant :

THEOREME 5.1.2. Le A-module instable H*A,, est Nil-fermé pour tout en-
tier n > 2.
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Compte tenu de [0.7| ce théoreme implique :

COROLLAIRE 5.1.3. L’application de Quillen qq, : H*(2, Fg) — L(2,) est
un isomorphisme pour tout entier n > 2.

On en revient maintenant a 1’énoncé L’espace classifiant BA,, a le type
d’homotopie du revéetement double de BS,, dont la classe caractéristique est
I'élément de H'S,, := HY(S,;Fy) = H'(S,;Z/2) = Hom(S,,Z/2) donné par
I'homomorphisme €, : S,, — Z/2.

Notre stratégie pour démontrer [5.1.2| est d’utiliser les observations faites en
section [3

Le C-morphisme P = H*Z/2 — H*S,, munit H*S,, d’une structure canonique
de P-A-algebre instable et a fortiori de P-A-module instable. Comme 1'on
sait déja que le A-module instable H*S, est Nil-fermé (Théoreme [2.3.1)),

I'énoncé 3.5 (et la remarque [4.4.3)) montrent que ’énoncé est équivalent
aux suivants :

THEOREME 5.1.4. Le A-module instable Fy @p H*S,, est Nil-fermé pour tout
entier n > 2.
THEOREME 5.1.5. Le P-A-module instable H*S,, est P-Nil-fermé pour tout

entier n > 2.

C’est ce dernier énoncé que 'on va démontrer en remplacant dans les argu-
ments utilisés en [2.3]les A-modules instables par les P-A-modules instables.

On reprend les notations de [2.1]; on observera que si n est impair alors on
a S, = S,_1 si bien que l'on peut supposer n pair et ou encore m, > 1.
L’isomorphisme de A-modules instables

H*S,, & H*Symi @ H*Soms @ ... Q@ H*Som.

est en fait un isomorphisme de P-A-modules instables. En effet ’'homomor-
phisme €, : S, = Somi X Somi X ... X Sgm, — Z/2 est le composé de 1’homo-
morphisme

€am1 X €gma X ... X €gmy : Sgmy X Sgmy X...XSer—>Z/2XZ/2X...XZ/2

et de 'homorphisme “addition” Z/2 X Z/2 x ... X Z/2 — Z/2.

La proposition |4.6.10] montre donc qu’il suffit de démontrer le théoreme [5.1.5
pour n = 2™ avec m > 1.

5.2 Constructions quadratiques dans les catégories P\KC et P-U
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On rappelle que 'on a Som+1 = G Som 1= Sy X (Sam X Sgm ), S, agissant sur
Som X Sam par I’échange des facteurs) ; la diagonale Sgm — Sgm X Som induit
une inclusion de groupes Gy X Som C Sgm+1.

On constate que pour m > 1 la restriction de €gm+1 & Sgm X Som est 'homo-
morphisme composé

addition,

Som X Sgm ZZEN 7/2 % 7,/2 7.2

et que sa restriction a Gy X Som est triviale.

Il en résulte que I'image de egm+1 par le K-isomorphisme de [2.2.22
H*Symi1 2 GyH*Sgm := lim ( (H*Sym @ H*Sym )2 5 ®H*Som 2~ RyH*Sym )
est le couple (e2m @ 1+ 1 ® egm,0) de (H*Sgm @ H*Sgm )2 x RyH*Som.

L’analyse ci-dessus conduit aux définitions et ci-apres.

On commence par décrire une variante pour les A-algebres instables de la
définition A.1.4

DEFINITION 5.2.1. Soit K une A-algebre instable, ’homomorphisme P — K
composé de 'augmentation P — Fy et de I'unité Fy — K permet de faire
de K une P-A-algebre instable, une telle P-A-algebre instable, sera dit P-
triviale. On note enore 6 : K — P\K le foncteur ainsi défini.

Il est clair que les foncteurs 6 : K — P\K et 6 : Y — P-U sont en un sens
évident “oubli-compatibles”.

DEFINITION 5.2.2. Soit (K; f) une P-A-algébre instable K c’est-a-dire une
A-algebre instable K munie d’'un K-morphisme f : P — K.

On munit la A-algebre instable (K ® K)®* du K-morphisme P — (K ® K)®©2
composé de la diagonale ¢ : P — (P ® P)®? (induite par la loi de groupe
de Z/2) et du K-morphisme (f ® f)®2 induit par f.

On note encore v : (K ® K)%2 — 0®K le P\K-morphisme induit par le
K-morphisme v de (observer que tout K-morphisme de P dans &K
est forcément trivial).

On pose
Gy(K; f) = lim (K ® K)% -4 00K <2 0R,K)

limite (produit fibré) dans la catégorie P\KC (soit e := f(u), nous avons vu
en que la donnée de e est équivalente a celle de f aussi Sy(K; f) peut
étre aussi notée Sy (K e)).
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L’endofoncteur &, : P\K O ainsi défini et 'endofoncteur &, : K O de[2.2.20
commutent (en un sens évident) avec le foncteur oubli P\KC — K.

On donne ci-dessous la version “linéaire” de la définition ci-dessus. Au préalable
deux observations :

On note O : P-U — U le foncteur oubli. Soit M un un P-A-module instable.

1) Le U-automorphisme o, z ® y — y @ z, définissant I'action de Sy sur
OM ® OM est en fait un (P-U)-automorphisme du P-A-module instable
M @ M. 1l en résulte que (M ® M)®? est un sous-P-A-module instable de
M@ M.

2) Soit z un élément de (M @ M)®?; on constate que uz apartient a 'image
de 1 + 0. Le U-morphisme (OM @ OM)®? — ®OM de est donc en
fait un (P-U)-morphisme que 1'on notera encore v : (M @ M)®? — §®OM
(ou vy si cette précision peut étre utile). On observera incidemment que
comme POM est nul en degrés impairs toute (P-U)-structure sur POM est
forcément triviale.

DEFINITION 5.2.3. Soit M un P-A-module instable instable ; on pose
&, M = lim (M ® M)®* -5 00OM <2 9R,OM) |

limite (produit fibré) dans la catégorie P-U.

L’endofoncteur G, : P-U O ainsi défini et I’endofoncteur G, : U O de
commutent (en un sens évident) avec le foncteur oubli O : P-UU — U. De
méme 'endofoncteur S, : P\K O et 'endofoncteur Sy : P-U ¢ commute
avec le foncteur oubli P\K — P-U.

A nouveau nous avons tout fait pour avoir :

PROPOSITION 5.2.4. Pour tout entier m > 1 on a un isomorphisme cano-
nique de P-A-algébres instables et a fortiori de P-A-modules instables

H*SQm—H = GQH*SQm

Disposant de cet isomorphisme on acheve la démonstration du théoreme|5.1.5
dans le cas n = 2™ par récurrence sur m (H*Sy1 = P est un P-A-module
instable P-Nil-fermé), a I’aide de la proposition suivante :

PROPOSITION 5.2.5. Soit M un P-A-module instable ; si M est P-Nil-fermé
alors il en est de méme pour Gy M.
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Puisque les endofoncteurs Gy : P-U O et &5 : U O de [2.2.20] sont “oubli-
compatibles”, la proposition dit que le A-module instable Gy M est
Nil-fermé ; la proposition ci-dessus est donc impliquée par la suivante :

PROPOSITION 5.2.6. Soit M un P-A-module instable ; si M est P-Nil-fermé
alors le A-module instable Fy @p SoM est Nil-fermé.

Nous allons ramener la démonstration de [£.2.6] & celle de [5.2.11] Les énoncés
intermédiaires et ne font pas intervenir ’hypothese “M est P-Nil-

fermé”.

Soit M un P-A-module instable. On a par définition méme de la construction
quadratique G5 M, une suite exacte de P-A-modules instables

0= &M — (M ® M)®* @ OR,OM — §DOM — 0

(avant derniere fleche est surjective parce que, par exemple, le Y-morphisme
R1OM — ®OM est surjectif). En appliquant le foncteur Fo ®p — a cette
suite exacte on obtient la suite exacte de A-modules instables suivante :

0+ POM + Fo@p(MRM)SBR,OM + Fy@pGyM & SOOM +
Y7 (M@ M)®?) ® SR OM — L7(83M) < 0

(se rappeler de 4.4.2)). Comme I'homomorphisme YR;OM — XPOM est
surjectif le connectant 0 qui apparait ci-dessus est trivial. On dispose donc
de deux suites exactes courtes de A-modules instables :

(81) O—>F2®P GQM_>]F2 Kp (M@M)GQEBRlOM—)(I)OM—)O

et

(S2) 0— 7(62M) = 7(M ® M)%2) @ RiOM — dOM — 0

Nous reviendrons sur (S;) dans appendice[A]; exactitude de (S;) implique :
PROPOSITION 5.2.7. Soit M un P-A-module instable. Le A-module instable

Fy @p G M est naturellement isomorphe a la limite (produit fibré) du U-
diagramme

Fy @p (M @ M)® 222% $0M +2— R,OM

Comme la fleche Fy ®p v est surjective (parce que le produit tensoriel Fo @p —
préserve les surjections) on a :
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SCHOLIE 5.2.8. Soit M un P-A-module instable. On a une U-suite ezacte
naturelle

0 — ker (Fy ®p (M ® M)®* — ®OM ) — Fy @p SGoM — RiOM — 0 .

Remarque 5.2.9. On peut définir un endofoncteur ® : P-Uf O de la méme
facon que l'on a défini 'endofoncteur ¢ : U O.

Soit M un P-A-module instable ; on pose a nouveau ®M := ﬁO(GQ; M®M).
Le P-A-module instable ®M est P-trivial, en formule ®M = §POM. Le
U-morphisme Fy @p (M @ M)%2 — ®OM est un avatar du P-U-morphisme
(entre P-A-modules instables P-triviaux) Fy ®@p (M @ M)®? — ®M. Nous
privilégierons cet avatar dans la suite de cette section car nous aurons besoin
de la notation O pour un autre foncteur oubli.

Compte tenu de et [1.8] le scholie [5.2.§ entraine le suivant :

SCHOLIE 5.2.10. Soit M un P-A-module instable. Si l’'on suppose que M est

Nil-fermé alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Le A-module instable Fo @p SoM est Nil-fermé.
(ii) Le A-module instable ker (Fy @p (M @ M)®2 — ®M ) est Nil-fermé.

Démontrer la proposition [5.2.6| revient donc a démontrer celle-ci :

PROPOSITION 5.2.11. Soit M un P-A-module instable ; si M est P-Nil-fermé
alors le A-module instable

ker (Fy @p (M @ M)®2 — &M )

est Nil-fermé.

Remarque 5.2.12.  La suite exacte (S;) et les propositions et
montrent que si M et Fy ®p (M ® M)62 sont Nil-fermés alors Fy @p Gy M
Iest aussi (méme argument que celui utilisé pour . Hélas il est faux en
général que Fy ®p (M ® M)®? soit Nil-fermé si M est P-Ail-fermé : voir
ci-dessous.

Exemple 5.2.13. On prend M = H*S, = P; on constate que 'on a un U-
isomorphisme Fy ®p (P @ P)®2 = P (observer que (P ® P)%2 est 'algebre
de polynomes Folu ® 1 + 1 ® u,u ® u]) Le A-module instable ®P est réduit
mais n'est pas Mil-fermé. Il s’agit en fait d’'un phénomene général : Soit M
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un A-module instable Nil-fermé, I'application ®M — M, dx — Sq,x est un
U-monomorphisme dont le conoyau, disons @), vérifie Squy = 0 pour tout
y dans Q; si @M était Nil-fermé alors @ serait réduit, contradiction !
Cependant on constate également que I'isomorphisme Fy ®p (P ® P)®? =2 &P
est réalisé par la fleche de gauche de [5.2.7]

En fait cet exemple correspond au premier pas de récurrence de la démonstra-
tion du théoréme dans le cas n = 2™ : la propriété “H*(Sq;Fs) est
P-Nil-fermée” implique la propriété “H*(Sy;Fs) est P-Nil-fermée”.

Cet exemple permet aussi de tenir la promesse faite en Compte tenu
de (et de la remarque , on sait, sans attendre la démonstration de
5.2.5 que H*S; = G,H*Sy = G,P est P-Nil-fermé puisque A, est isomorphe
4 (Z/2)? (voir p.1.1)); d’autre part on constate que I'on a G,P/7G,P =
(P ® P)®2 (pour une généralisation voir 'appendice |Al).

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION [5.2.11]

Cette proposition est au niveau technique le point-clef de cette section; sa
démonstration va nous occuper jusqu’a la fin de celle-ci.

La proposition la proposition et le scholie montrent que le
A-module instable (Fy ®p (M @ M))®2 est Nil-fermé. Notre stratégie de

démonstration est de comparer Fo ®@p (M @ M)®2 et (Fy @p (M @ M))®2
(attention au parenthésage!)

Le (P-U)-morphisme M @ M — Fy®p (M ® M) induit un (P-U)-diagramme
commutatif

| l

HO(&y; M @ M) — HY(Sy:Fy @p (M @ M))
dans lequel les P-A-modules instables de droite sont P-triviaux, il induit donc
un diagrame commutatif de P-A-modules instables P-triviaux

]FQ Xp 1‘10(627 M ® M) E— HO(GQ, ]F2 Xp (M & M))

! l

Fy @p HO(Sy; M @ M) —— H(S,;Fy @p (M @ M))
que l'on peut considérer comme un U-diagramme commutatif. On allege un
peu la notation et on nomme les fleches qui y apparaissent :

Fy @p (M @ M)®? LN (Fy ®@p (M @ M))®2
(DM) VMl fﬁij{
dM M, oM



Archivons la définition de M -

DEFINITION 5.2.14. Soit M un P-A-module instable; le A-module instable
H?(S9;Fy @p (M @ M)) est noté ®M.

La commutativité de (D) fait que ks induit un U-morphisme naturel,
disons ¢y, de ker vy, sur ker vy,.

PROPOSITION 5.2.15.  Soit M un P-A-module instable; si M est réduit
alors le U-morphisme naturel

i ker (Fy @p (M @ M)®2 2% &M ) — ker (Fy @p (M @ M))S2 24 M)

est un isomorphisme.

Démonstration. On rappelle que 'on note £ la catégorie des Fo-espaces vec-
toriels N-gradués et P-£ la catégorie des Fao-espaces vectoriels N-gradués mu-
nis d’une structure de P-module (au sens gradué). On note O : P-U — P-&
le foncteur oubli évident. Il est clair qu’il suffit de montrer que le £-morphisme
sous-jacent a ¢y, est un isomorphisme.

On pose, comme dans la démonstration de , K=1MetL:=M/K,
le point (c) de dit que L est P-libre ce qui implique que la suite exacte
00— OK — OM — OL — 0 est scindable. On peut donc supposer dans la
démonstration de la £-version de que 'on a OM = OK & OL, ce que
nous ferons ci-apres. Dégageons au préalable un énoncé quasiment évident.

Soit C 'une des deux catégories P-€ ou P-U. Soit M un objet de C. On pose
O(M) := M ® M; ©(M) est un C-objet muni d’une action de S,. En clair
O(M) est muni du C-automorphisme involutif défini par o(z @ y) =y ® =.

PROPOSITION 5.2.16. Soient M, et My deux C-objets ; on a un isomorphisme
canonique de C-objets munis d’une action de Sy :

O(M; ® M) = O(M;) ® O(My) ® ((M; @ M) @ (M; @ My)) )

Paction de Sy sur (M ® My) @ (M; ® Ms) étant donnée par 'échange des
deux termes My, @ M.

Démonstration. Le C-objet O(M) est somme directe de trois sous-objets invariants sous
I'action de &y :

O(M, & My) = O(M;)®O(My) @ (My ® My) & (My @ My))

8. L’hypothese que M est réduit n’est pas nécessaire, cependant elle est satisfaite dans
notre contexte (la démonstration de(5.2.11)) et elle simplifiera notre démonstration.
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Soit ¢ : M1 ® My — My ® M; le C-isomorphisme défini par ¢(z1 ® y2) = y2 ® 7.

La matrice du C-automorphisme
o: (M, ® My)® (Ms @ My) — (M @ M) @ (M ® M) ;
la matrice du C-isomorphisme
ide¢: (M @ M) ® (M @ M) — (My @ M) & (M @ M)

et celle de son inverse (matrices données par la décomposition en somme directe de la
source et du but) sont respectivement

bl bl e b

On conclut en constatant que ’on a l'identité

el N e i

COROLLAIRE 5.2.17. Le foncteur ® : M +— H(Gy;Fy @p (M @ M)), défini
sur P-& ou P-U et a valeurs dans & ou U, est additif.

Démonstration. On a HO(S4;T) = 0 si T est un Fy[&,)-module libre. O

On revient maintenant a la démonstration de [5.2.15] Soit M un C-objet, on
pose :

- Uo(M) = FQ ®P (M X M)62 y Ul(M) = (FQ ®P (M X M))62 3

— Vo(M) :=ker(Ug(M) = ®M) , V(M) :=ker (U (M) — ®M)

Soit M un P-A-module instable réduit; on choisit un P-£-isomorphisme
OM = OK @& OL. La proposition [5.2.16| implique :

On a, pour i = 0, 1, des £-isomorphismes

U;(OM) =2 U;(OK)® U;(OL) @ Fy ®p (OK ® OL)
et le E-morphisme Ok : Ug(OM) — Uy (OM) s'identifie a la somme directe
de Ok, Ok, et 'identité.

Le &-morphisme Ovyy : Ug(OM) — ®OM (resp. Ovys : U1 (OM) — <T>(9M)
est nul sur Fy ®p (OK ® OL) et sa restriction a Uy(OK) @& Ug(OL) (resp.
U (OK)® U (OL)) s’identifie a la somme directe de Ovg et Ovy, (resp. Ovg
et O;L)

Ceci montre que le E-morphisme Oups @ Vo(OM) — Vi(OM) s’identifie a
somme directe de Ovg et Oup. 1l est évident que 1 est un isomorphisme car
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K est par définition un P-A-module instable P-trivial ; la démonstration de
5.2.15| sera donc achevée une fois démontrée la proposition suivante :

PROPOSITION 5.2.18. Soit L un P-A-module instable P-libre ; le U -morphisme
naturel

i, ker(Fy @p (L ® L)% 25 OL) — ker(Fo @p (L @ L)% 25 L)

est un isomorphisme.

Démonstration. On introduit deux complexes de chaines dans la catégorie
P-u, C, et D,, et un homomorphisme v : Cy — D,, définis comme suit :

—On pose Cf := L® L pour k = 0,1,2 et C} := 0 sinon. L’opérateur de bord
di : Cry1 — Cy est 1 + 0 pour k= 0,1 (et 0 sinon).

— On pose Dy := L ® L pour k =0,1,2,3 et D := 0 sinon. L’opérateur de
bord di : Dyy1 — Dy est 1 + o pour k= 0,1,2 (et 0 sinon).

— L’homomorphisme v : Cy — Dy, est l'identité de L ® L pour k = 0,1,2
(et 0 sinon).

Le P-A-module instable L ® L, est libre comme P-module, par exemple parce
que P ® P, vu comme un P-module via la diagonale ¢ : P — P ® P, est libre.
Comme l'anneau P est principal, on peut appliquer le théoreme des coef-
ficients universels (dans sa version fonctorielle). On obtient un U-diagramme
commutatif

0 —— Fy®p HyCy —— Hy(Fy ®p Cy) —— Tort (Fy,H,Cy) —— 0

(D) vl “/l vl

0 —— Fy®p HyDy ——— Hy(Fy ®p Dy) — Tor} (Fo,H; D) —— 0

dont les lignes sont exactes.

Pour le confort du lecteur, rappelons comment développer ab initio la théorie du théoreme
des coefficients universels dans le cas qui nous occupe.

Soit I's un (P-U)-complexe de chaines tel que T, est P-libre pour tout n. On considére &
nouveau la (P-U)-suite exacte 0 — P — P — Fy — 0 qui apparait dans la démonstration
de suite exacte qui fournit une résolution de Fo dans la catégorie P-U qui est une
résolution libre dans la catégorie P-£. Comme les I';, sont P-libres cette suite exacte induit
une suite exacte courte de (P-U)-complexes

0>P®pTy =Ty —Fy@ply—0 ;
la longue suite exacte d’homologie associée donne pour tout n une (P-U)-suite exacte

P @p H,l'y — H, Ty — H, (Fo @p Te) 2 P @p Hy_iTe — Hy 1T
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telle que le conoyau de la premiere fleche et le noyau de la derniere s’identifient respective-
ment & Fy @p H,,I'y et Tor} (Fo, H,,_1T',) (invoquer 4.4.1). D’oit le théoreme des coefficients
universels ; la fonctorialité est évidente.

On explicite maintenant le diagramme (D). On observe que l'on a tout fait
pour avoir Hy(Fy @p C,) = (Fy ®@p (L @ L))®? et Hy(Fy ®p D,) = ®L, puis
on fait les constatations suivantes :

~HyCy =HY(Gy; L® L) = (L ® L)%,
~H,C,=H,;D, =H,D, = H(S,; L ® L) = &L (voir [5.2.9) ;

— Tor} (Fy, H, C,) = Tor} (Fy, Hy Dy) = S ®L (se rappeler que le P-A-module
instable ®L est P-trivial et invoquer [4.4.2)).

On en déduit facilement la version explicite du diagramme (D) :

0 —— Fo@p (LR L)% sy (Fu@p (L®L))®? —— YOL — 0

(D) uLl sLl idl

0 — dL e L v N®L —— 0

(le carré commutatif constitué des fleches K, Ky, v, et v est le diagramme
(D) ce qui explique la notation (D;")).

L’exactitude des deux suites horizontales implique que x;, induit un isomor-

phisme entre les noyaux des deux fleches verticales de gauche ce qui acheve
la démonstration de £.2.18 et donc de 5.2.15 ([

Compte tenu de [5.2.15, démontrer la proposition [5.2.11| revient a démontrer
la suivante :

PROPOSITION 5.2.19. Soit M un P-A-module instable ; si M est P-Nil-fermé
alors le A-module instable

ker ((Fo @p (M @ M))®? — OM)
est Nil-fermé.

Démonstration. Comme (Fy ®@p (M ®@ M))®? est Nil-fermé il faut montrer
que ®M est réduit (Proposition . Or on a :

LEMME 5.2.20. Soit M un P-A-module instable ; si M est réduil alors il en
est de méme pour M.

Démonstration. On reprend les notations de la démonstration de [5.2.15); on
note en outre ¢ : K — M et p: M — L l'inclusion et la surjection canoniques
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(morphismes dans la catégorie P-i/). Dans la démonstration de on a
noté O le foncteur oubli P-U — P-£ le foncteur oubli; on note O’ le foncteur
oubli/ — &£. Par définition on a O'® = ®O,  désignant a gauche le foncteur
® : P-U — U et a droite le foncteur @ : P-& — £.

LEMME 5.2.21. Soit M un P-A-module instable; si M est réduit alors la
suite de A-modules instables

0 — K -2 oM -2 3L s 0

est exacte.

Démonstration. Soit (S) la (P-U)-suite

0 —s K — s M 2451 —50

(qui est exacte!). 11 est clair que la U-suite ®(S) est exacte si et seulement
la E-suite O'D(S) = BO(S) est exacte. La E-suite PO(S) est exacte parce
que le foncteur ® : P-& — & est additif et que la (P-&)-suite O(S) est une
suite exacte scindable (voir par exemple [Parl 4.6, Theorem 1]). O]

Comme K est P-trivial, PK sidentifie & PK et est donc réduit; du coup
pour montrer que ®M est réduit il suffit de montrer que ®L est réduit.

LEMME 5.2.22. Soit M un P-A-module instable ; si M est réduil alors il en
est de méme pour ®L (avec L := M/TM ).

Démonstration. 11 découle de que le A-module instable ®L est sous-
jacent au P-A-module instable H*(&y; L ®p L), &, agissant sur L ®p L par
“échange des facteurs” ; ce point de vue nous sera commode ci-apres.

La proposition dit qu'il existe un (P-U/)-monomorphisme e : L - P® I
avec I un U-injectif réduit. En utilisant cette information et la “fonctorialité
en L” de la U-suite exacte

(St) 0 — &L — =y &L -2 YOL — 5 0

(la seconde ligne du diagramme (D} ), l'introduction de la notation J, est
transparente), on obtient un U-diagramme commutatif

RL = oL,

0 —— oL — oL — YOL — 0

cpel @l mel

OpeI

0 — 3P @) 4 PRI 22 NP RI) — 0
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Puisque ®e et XPe sont injectifs il en est de méme pour de. On constate
que ®(P ® I) est isomorphe & P ® ®1 ; puisque P ® @I est réduit il en est de

meéme pour L. L

COMPLEMENT
On démystifie ci-dessous le P-A-module instable ®L (et la suite exacte (Sp)).

L’application ®P — P,z + 2 est un K-morphisme (on peut remplacer dans
cette assertion P par une A-algebre instable arbitraire); ce K-morphisme
est injectif, il permet d’identifier ®P avec une sous-A-algebre instable de P.
Un P-A-module instable est donc naturellement un ®P-A-module instable
et 'endofoncteur @ : U O induit un foncteur P-UY — ®P-U que 'on notera
encore .

LEMME 5.2.23. Le U-morphisme Ry, : ®L — ®L est un (®P-U)-morphisme

Démonstration. Par définition Ky, est le monomorphisme Fo ®@p Ho Dy — Ha(Fs Qp D) ;
comme 'on a Hy Dy = ®L et que le P-A-module instable ®L est forcément P-trivial on a
Fo®pHs Dy = Hy D,, si bien que Ky, s’identifie aussi au morphisme Ho Dy — Ha(Fo®p D).
Rappelons que le complexe Fo ®p Do peut étre vu comme le (P-U)-complexe

LopL <7 Lepl <7 LoplL ¢ LepL+0+0...

(compte tenu de 4.5.1)). Soit 2 un élément de L, Px est représenté par le cycle x ® x de
Z5D, dont I'image dans Zs(F2 @p D) est le cycle x ®p x. Les égalités dudx = & (ux) et
uz ®p ur = u?(x ®p ) permettent de conclure O

LEMME 5.2.24. Le U-morphisme 0y, : ®L — S®L est un (PP-U)-morphisme

Démonstration. Par définition, le //-morphisme I, : ®L — DL est induit par le connec-
tant 0 : Ho(Fo ®p Do) — P ®p H1 D, associée a la suite exacte courte de (P-U)-complexes
0 —=P®p D¢y =+ Dg = Fy®@p Do — 0.

Soit B une base (homogene) de L en tant que P-Fa-espace vectoriel N-gradué; B x B est
une base du (P ® P)-Fo-ev N-gradué L ® L et {z ®p y;{z,y) € B x B} est une base du
P-Fs-ev N-gradué L ®p L = Fy ®p D,e. On fait les constatations suivantes :

~{z@px;x e B} [[{zr®@py:{z,y} € P2(B)} (P2(B) désignant ’ensemble des parties a
deux éléments de B) est une base du P-Fa-ev N-gradué Zs(Fy ®p D) ;

—{z®py:{z,y} € P2(B)} est une base du P-Fs-ev N-gradué B2(F; ®p D,).

Il en résulte que les classes des cycles x ®p x, x parcourant B, constituent une base du
P-Fs-ev N-gradué Ho(Fy @ p D,) =: OL.

Soit  un élément de B; on note [z ®p ] dans Ha(Fy ®p D, ). du cycle z @ p x. Soit n un
entier naturel ; si n est pair on a 9z (u"[x ®p x]) = 0 pour des raisons de degré, on vérifie
ci-apres, par un diagram chasing (fastidieux!), que 'on a d (u*™ [z ®@p 7)) = O (u™x),
égalité dont le lemme découle :

— Le cycle u?>™ ! (z ®p z) = u™ 2 @p u™x est 'image par le morphisme L ® L =: Dy —
Fy ®p Do := L ®p L de 'élément vz @ u™z;
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— I'image par lopérateur de bord Dy — D; := L ® L de vz ® u™x est le cycle
u™ e @ umr + umr @ Tl = w.(u™z ® u™x) (par définition de la structure de P-A-
module instable de L ® L);

— u.(u™z @u™z) est I'image par le morphisme P ®p Dy — Dy du cycle u®p (u™z @ u™z) ;
- la classe du cycle u ®p (u™z @ u™x) dans Hl(ﬁ ®p D) = P®p HiDy = P ®@p ®L est
u®p P(umx).

On note e-%y, : P ®gp PL — L le (P-U)-morphisme obtenu par extension
des scalaires a partir du (®P-U)-morphisme &y,

PROPOSITION 5.2.25. Le (P-U)-morphisme e-kp, : P Q¢p L — DL est un
1somorphisme.

Démonstration. On note d : P — XP le U-morphisme composé de la diago-
nale ¢ : P — P ® P et du produit tensoriel id ® j: P® P — P ® XFy; = XP,
j désignant I'unique application non triviale de P dans EFQH On constate que
d est un (®P-U )—morphismem et que le noyau et I'image de d sont respective-
ment PP et XPP; on dispose donc d'une (PP-Uf)-suite exacte “canonique” :

(T) 0—®P - P — PP — 0
Comme ®L est un ®P-module libre la (®P-U)-suite (T) Rqep PL, & savoir
00— L — P®ep PL — XPL — 0 )

est encore exacte. On considere le (P-Uf)-diagramme

0 y OL P Qgp DL ——3 NOL — 0
idl e-ELJ/ idl
0 y HL L oL 2y yerL — 5 0

Le carré de gauche est commutatif par définition méme de e-xy. Les calculs
effectués lors des démonstrations de [5.2.23| et [5.2.24) montrent que le carré de
droite I’est aussi. Précisons un peu.

Soit & un élément de B (base homogene du Fae-ev gradué L). On a montré lors de la
démonstration de Pégalité kK (Px) = [z ®p ], d'on, puisque e-Kj, est P-linéaire,
I'égalité e-fp (™! @ep ®2) = u?™ [z ®p 2] et, compte tenu de ce que I'on vu lors de
la démonstration de Iégalité (9L, o e-Rr)(u?>™ ! @gp Px) = L®(u™x). On conclut
en observant que P'égalité d(u?>™*1) = Su?™ implique que I'image de u?*™*! @gp ®z) par
le morphisme P @¢p ®L — LPL est aussi XP(uz).

9. L’application d est un avatar de la différentielle de Kahler Fo[u] — Qp, [y /F, -
10. L’endofoncteur ¥ : ¢ O induit un endofoncteur ¥ : ®P-U O.
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La commutativité du diagramme ci-dessus, dont les lignes sont exactes, en-
tralne que e-kz, est un isomorphisme. O

6 Sur la cohomologie modulo 2 des groupes de Coxeter finis

THEOREME 6.1. L’application de Quillen pour la cohomologie modulo 2 d’un
groupe de Coxeter fini est un isomorphime.

L’énoncé ci-desus est conséquence de I'énoncé suivant, d’apparence technique

mais en fait plus fort (voir :

THEOREME 6.2. La cohomologie modulo 2 d’un 2-Sylow d’un groupe de Coze-
ter fini est Nil-fermée.

Démonstration. Le cas des groupes diédraux doit étre traité séparément, voir
Appendice [Bl On passe ensuite en revue la liste des groupes de Coxeter finis
[Bo, Chap. VI, §4] et on constate que leur 2-Sylow sont produits de 2-Sylow
de groupes symétriques ou alternés.

(1) Le groupe W(A,,) (n > 1) est isomorphe & S,,41.

(2) Les 2-Sylow de W(B,,) (n > 2) et &y, sont isomorphes (W(B,,) est
isomorphe a &, 1 {£1} = 6,1 &, qui s’identifie & un sous-groupe d’indice
impair de &, (utiliser 2.1.1))).

(3) Les 2-Sylow de W(D,,) (n > 3) et s, sont isomorphes (W(D,,) est
isomorphe au noyau de 'homomorphisme composé¢ G, Sy — G, = 7)]2
qui s’identifie & un sous-groupe d’indice impair de s, ).

(4) Les 2-Sylow de W(Es) et 206 sont isomorphes (W(Dg) s’identifie & un
sous-groupe de W(Eg) d’indice 135).

(5) Les 2-Sylow de W(E7) et ;5 x &4 sont isomorphes (W(E7) contient un
sous-groupe isomorphe & W(Dg) X &3, d’indice 63).

(6) Les 2-Sylow de W(Eg) et 204y sont isomorphes (W(Eg) contient un sous-
groupe isomorphe & W(D5), d'indice 27).

(7) Les 2-Sylow de W(F4) et Sg sont isomorphes (W(F,) contient un sous-
groupe d’indice 3 isomorphe G4 {£1} = G411 5,).

(8) Le 2-Sylow de W(G3) est isomorphe a Gy X &,.
(9) Le groupe W(H3) est isomorphe a 205 x G,.
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(9) Les 2-Sylow de W(Hy,) et s sont isomorphes (voir Appendice [C)).

Appendices

A Sur la série de Poincaré de H*Agyn

On se propose dans cet appendice de décrire une méthode de calcul par
récurrence sur m de la série de Poincaré de H*Ayn en utilisant la formule de
la remarque |3.3]

Cette formule se spécialise de la facon suivante :
S(H*Agm;t) = (1 —1t)S(H"Sam;t) + (1 + ) S(TH*Sgm; t)
(on rappelle que la série de Poincaré d'un Fy-espace vectoriel N-gradué E de

dimension finie en chaque degré est notée S(E;t)).

Le calcul de S(H*Agm;t) se fait par récurrence sur m en utilisant la proposi-
tion ci-dessous :

PROPOSITION A.1. Soit M un A-module instable avec dimy, M"™ < 0o pour
tout mn; on a :

a@Mw::(amm+&Mﬁ»+fﬁ&Mﬁ)

N | =

Démonstration. On considere la U-suite exacte donnée par la définition du
A-module instable G, M :

0— &M — (M® M) @RM — dM —0

et on utilise :

— le lemme ci-apres, dont la démonstration est laissée au lecteur;

— le &-isomorphisme Ry M = &M du point (f) de ;

— Pégalité S(®M;t) = S(M;1?). O
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LEMME A.2.  Soient k un corps et E un k-espace vectoriel N-gradué avec
dimy M™ < 0o pour tout n. Soit S(t) la série de Poincaré de E, alors la série

de Poincaré de (E ® E)®2 est (S(t)* + S(t?))/2.

Le calcul de S(TH*Som;t) se fait par récurrence sur m en utilisant celui de
S(H*Sgm; 1), le lemme et la proposition ci-dessous :

ProrosiTION A.3.  Soit M un P-A-module instable ; si M est réduit alors
on a un isomorphisme (canonique) de P-A-modules instables

GoM /76 M = (M @ M)®2/(tM & 7M)®

Démonstration. On considere la (P-U)-suite exacte donnée par la définition
du P-A-module instable G, M :

0— SyM — (M ® M)®* @& OR,OM — §OOM — 0

(la notation O désigne a nouveau le foncteur oubli P-4/ — U). On applique
I’endofoncteur 7 a cette suite exacte; comme 7 est exact a gauche et que
I’homomorphisme R1OM — O0POM est surjectif on obtient encore une
(P-U)-suite exacte :

0= 76,M — 7(M ® M)®?) & 0R,OM — §OOM — 0

qui coincide avec la suite exacte (Sy) qui apparait dans la démonstration de
la proposition [5.2.6]"1] La contemplation du (P-i)-diagramme commutatif

0 —— &M —— (M®M)®2®0ROM —— §DOM — 0

I | I

0 —— 76:M —— 7(M ® M)®2) ® R, OM —— 0®OM —— 0

donne un (P-U)-isomorphisme Gy M /TG, M = (M @ M)®2 /7((M @ M)S2).
Si M est réduit on a en outre 7((M ® M)®2) = (tM ® 7M)®2. Pour se
convaincre de cette égalité, on procede comme dans la démonstration de
:on pose K =7M, L = M/K et on observe que L est P-libre ce qui
implique que 'on a M ~ K & L dans la catégorie P-£. OJ

Ezxemples A.4. Soit m un entier naturel.

— Pour m > 2, on a dimg, H' Ay = m.

11. On observera que I'argument employé ici pour obtenir cette suite exacte évite de

faire appel a@}
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m3—m+18

— Pour m > 3, on a dimp, H?Agm = 6

Ezemples A.5. Soit X un espace topologique avec H* X de dimension (sur Fy)
finie en chaque degré; on considere 'espace topologique

ALX = EALxy, XY

A, agissant sur X* via son inclusion dans &,. On dispose pour cet espace
d’un énoncé analogue a celui de [2.2.11]:

On a un isomorphisme canonique de Fo-espaces vectoriels gradués
H*'AX =2 HAsH X H' X @ H'X @ H' X) ,

Ay agissant sur H* X @ H* X @ H*X ® H*X via son inclusion dans Sy.

On en déduit facilement la série de Poincaré de H*A,X en fonction de celle
de H*X, disons S(t) :

S(H'ALX;t) =

a _1 t)2S(t4) +

3
2(1 — 1)

(S22 = S(1) + 3 (S(1)* — 38(1)* +25(1")

On constate que 'on a S(H*Ag;t) = S(H*A4BZ/2;t), égalité en accord avec
I'isomorphisme de groupes Ag = Ay x (Z/2)* fourni par le cas m = 3 de
C.4. Par contre la formule ci-dessus donne dimg, H?(A4 x (S4)*) = 15 alors
que l'on a dimp, H?Ajs = 13; on ne peut donc avoir Ajg = Ay x (Sy)?
... isomorphisme auquel I’énoncé nous a un temps trompeusement laissé
croire.

B Sur l'application de Quillen pour la cohomologie modulo 2
des groupes diédraux

Le calcul de la cohomologie modulo 2 des groupes diédraux est classique.
On le trouvera par exemple dans [AM]; le fait que I'application de Quillen
pour ces groupes soit un isomorphisme est implicite dans cette référence.
Nous avons choisi pour notre présentation (loin d’étre géodésique!) du calcul
en question de mettre en avant la représentation de Coxeter des groupes
diédraux.
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Soit n > 1 un entier, on pose Dy, := Z/2 x Z/n, Z/2 agissant sur Z/n
par multiplication par —1; Do, est le groupe diédral d’ordre QnE. On écrit
n =2"i avec m > 0 et i = 1 mod 2; la suite exacte scindée

1 —Z/i — Doy = Dom+1 — 1

montre a la fois que le 2-Sylow de D,, est Dom+1 et que la restriction, en
cohomologie modulo 2, H*Dy,, — H*Dgm+1 est un isomorphisme.

Le groupe O(2) est isomorphe au produit semi-direct Z/2 x SO(2), Z/2 agis-
sant sur le groupe SO(2) via Pautomorphisme involutif A — A~

On note s la symétrie orthogonale par rapport a l'axe des x. Soit n>1 un
entier; il existe un unique homomorphisme de groupes ¢, : O(2) — O(2)
vérifiant ¢,(s) = s et ¢,(A) = A" pour tout A dans SO(2). Cet homo-
morphisme induit une opération sur les fibrés vectoriels euclidiens (réels) de
dimension 2 que l'on note encore ¢,.

On note 1, la rotation de R* d’angle 22 (R? est muni de son orientation

“trigonométrique” ) ; r, s est la réflexion orthogonale par rapport a la droite
engendrée par (cos T, sin 7). On identifie Dy,,.au sous-groupe de O(2) engendré
par {r,s,s}. L'image réciproque par ¢,, du sous-groupe de O(2) engendré par s
est Doy,.

PROPOSITION B.1.  Soient v le fibré universel de base BO(2) et EO(2) son
fibré des reperes orthogonauz (EO(2) = RO(7y) ). Soit n>1 un entier; le fibré
en sphéres S(¢,7y) s’identifie a Uespace quotient EO(2)/Da,, le groupe Dy,
agissant a droite EO(2) wvia son inclusion dans O(2).

Démonstration. On a par définition S(¢,v) = EO(2) xo2) S', O(2) agissant
a gauche sur S' via 'homomorphisme ¢, : O(2) — O(2); pour la clarté
de l'exposition, nous notons ci-apreés S! l'espace S! muni de cette action.
L’action de O(2) sur S}, est transitive et le groupe d’isotropie du point (1,0)
est Dy, ; on a donc un isomorphisme de O(2)-espaces S} = O(2)/Ds, si bien

que l'on a S(¢,7) = EO(2) xo(2) O(2)/Da,, = EO(2)/Da,. O

Puisque 'espace EO(2) est contractile et que 'action de Do, sur EO(2) est
(topologiquement) libre, la proposition ci-dessus implique :

COROLLAIRE B.2.  On a un isomorphisme canonique de H*BO(2)-A-algébres
instables

H*Dy, = H*S(én7)

12. Dg est isomorphe a &3, Dg est isomorphe a un 2-Sylow de &4 et D15 est isomorphe
a W(Gs).
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Nous allons maintenant étudier H*S(¢,,y) a 'aide de la suite exacte de Gysin
pour les fibrés en spheres. Pour cela il nous faut d’abord déterminer la classe
d’Euler modulo 2 de ¢,,7, c’est-a-dire wy(¢,7y) ; pour préciser la structure de
A-module instable de H*S(¢,y) la connaissance de wy(¢,7y) nous sera aussi
utile.

PROPOSITION B.3.  Soient v le fibré universel de base BO(2) et n>1 un
entier; on a Wa(dny) = nwa(y) et wi(¢ny) = wi(7).

Démonstration. Soit ¢ : O(1)xO(1) — O(2) I'inclusion de groupes canonique ;
on va utiliser le fait que 'application

B.: B(O(1) x O(1)) — BO(2)
induit un K-isomorphisme de A-algebres instables H*BO(2) = (P @ P)®2.

On dispose d’un diagramme commutatif de groupes et d’homorphismes de
groupes

02 -5 0@
O(1) x O(1) —=— O(1) x O(1)
dans lequel I'homomorphisme noté w, est défini de la fagon suivante :
— pour n impair, w, est I'identité;
— pour n pair, pry o w, est I'homomorphisme trivial et pr, o w, est I'’homo-

morphisme donné par la loi de groupe O(1) x O(1) — O(1).
Vérification. Soit (€1, €2) un élément de {£1} x {£1} = O(1) x O(1); on a :

ee. O (1 0 |e O
0 e| |0 el |0 ¢
b e2 0 ) = 1 0 e O | 0
"0 |’ T |0 ae| |0 @ [0 Tle
O

Remarque B.4. 1égalité wi(¢,y) = wi(7) résulte aussi directement de la
commutativité du diagramme

0(2) -5 0(2)

et donc :

O(1) —— 0(1)
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qui montre que les fibrés dét¢,v et déty coincident.

COROLLAIRE B.5. Soit n>2 un entier pair; on a une suite exacte canonique
de H*BO(2)-A-modules instables

0 — H*BO(2) — H*Dy,, — w1 H*BO(2) — 0
(w1 étant une abréviation pour wq(7y)).

Démonstration. Pour le confort du lecteur, rappelons la théorie, dans notre
contexte, de la suite exacte de Gysin pour les fibrés en spheres :

Soit € un fibré vectoriel euclidien de dimension d; on note B(§) sa base, D(§) son fibré
en boules, S(§) son fibré en spheres, p les projections D(¢) — B(&) et S(&) — B(E),

Ue € HY(D(),S(€)) sa classe de Thom et e(¢) € H*B(€) sa classe d’Euler. On considere
la longue suite exacte de la paire (D(£),S(£)) en cohomologie (modulo 2) :

.. = HY(D(€),8(§)) — H'D(§) - H'S(§) & H+(D(€), () — ...

On notera incidemment que J peut-étre vu comme la désuspension de 'homomorphisme
YH*S(E) — H*(D(£),S(¢)) induit par Iapplication naturelle D(£)/S(§) — XS(&) (D(€)
s’identifie au cylindre de la projection p : S(§) — B(§)).

Compte tenu des points suivants :
— la projection p : D(§) — B(&) est une équivalence d’homotopie ;

— comme H*D(§)-module & droite H*(D(&), S(€)) est libre de dimension 1 de base {U¢},
ce que équivaut a dire que ’homomorphisme H*~9B(¢) — H*(D(€),S(€)), z — Ug — p*z
est un isomorphisme (isomorphisme de Thom);

— p*e(§) est 'image de Ug par 'homomorphisme H*(D(&),S(€)) — H*D(¢) ;
la suite exacte ci-dessus peut étre réécrite de la facon suivante :

e(§)— — o

.. — H*4B(¢) H*B(6) —2 5 H*S(6) —2— H*1B(¢) - ...

Venons maintenant au cas £ = ¢,,y. Comme n est pair la proposition dit
en particulier que la classe e(¢,y) = wa(¢y) est nulle; la longue suite exacte
de Gysin donne une suite exacte courte :

0 — H*BO(2) — H*S(¢ny) — H*'BO(2) — 0

Il nous reste & préciser la structure de la fleche H*S(¢,y) — H*'BO(2).
Comme nous l'avons rappelé plus haut, celle-ci est la désuspension de la
composée de 'homorphisme naturel XH*S(¢,v) — H*(D(¢n7),S(¢n7y)) et
de l'inverse de I'isomorphisme de Thom

© : H?BO(2) = H"*B(¢x7) — H*(D(¢a7), S(607))
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La suite exacte courte ci-dessus est donc un avatar de la suivante :
0 — H'BO(2) — H*S(¢n7) = S"H*(D(n7), S(¢7)) — 0

Comme le A-module H*S(¢,7) est instable et que O est surjectif, le A-
module X7TH*(D(¢,7), S(¢,7)) est lui-aussi instable. Vérifions directement
que H*(D(¢,7),S(¢n7y)) est bien une suspension (d'un A-module instable)
c’est-a-dire que I'application Sq, est triviale sur H*(D(¢,7), S(¢n7)) :

Soit x un élément de la cohomologie modulo 2 de BO(2), on a

SqyOz = Sqy(Ug,y — P x) = Sqy U, — Sqop*x
= Sq*Ug,y — Sqpp*z = (Up,, — D*Wa(¢n7)) — Sqpp™

(se rappeler que les classes de Stiefel-Whitney d'un fibré réel £ peuvent étre
définies par la formule de Thom w;(§) = ©71(Sq'U¢)); d’ou Sq,Oz = 0
puisque la classe wy(¢,,7y) est nulle.

Etudions plus généralement les opérations Sq’ sur H*(D(¢,7), S(#,7)), on a

Sqi (Udmv ~ p*x) =
Us.r — p*Sq'z + Sq'Uy,, — p*Sq" 'z + Sq*Uy,, — p*Sq'*x

soit encore, compte tenu de la formule de Thom et de la proposition
(SQ) Sq'©x = O (Sq'z + w1 Sq" 'z)

(w1 est une abréviation pour wq(7y) et les produits dans H*BO(2) sont notés
sans le symbole —).

Soit wy H*BO(2) l'idéal de H*BO(2) engendré par wy; cet idéal est stable
sous laction de A, c’est un sous-H*BO(2)-A-module instable de H*BO(2).
Soit enfin v : S7YH*(D(4,7), S(¢y)) — w1 H*BO(2) lapplication de degré
zéro définie par v(X7'Oz) = wyz. Par définition v est un isomorphisme
de H*BO(2)-modules N-gradués, ’égalité (SQ) montre que c’est un isomor-
phisme de H*BO(2)-A-modules instables. O

PROPOSITION B.6.  Pour tout entier n > 1 ; le A-module instable H*D,, est

Nil-fermé.

Démonstration. Le cas n = 1 mod 2 (resp. n = 2 mod 4) est trivial : 'ho-
momorphisme canonique Do, — Dy = Z/2 (resp. Do, — Dy = Z/2 x Z/2)
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induit un isomorphisme en cohomologie modulo 2. On traite ci-dessous le cas
n pair (qui contient le cas n = 2 mod 4).

Les A-modules instables H*BO(2) et w; H*BO(2) qui apparaissent de part et
d’autre de H*D,,, dans la suite exacte de sont Nil-fermés :

- H*BO(2) = (P ® P)®? est Nil-fermé d’aprés [L.7];

— w; H*BO(2), qui est le noyau du U-morphisme (P ® P)®2 — P induit par
la multiplication ¢ : P ® P — P, est Mil-fermé d’apres

Il en résulte que H*Dy,, est Nil-fermé(voir . O

DETERMINATION DE L(Dsy,) POUR n > 1

Pour n =1 mod 2, on a L(Dy,) = L(D,) = L(Z/2) = H*'Z/2.

Pou n =2mod 4, on a L(Dsy,) = L(Dy) = L(Z/2 x Z/2) = H*(Z/2 x Z.]2).
Le cas n = 0 mod 4 est plus intéressant. Soit E; (resp. Es) le sous-groupe

de Dy, engendré par —s et s (resp. —r,s et r,s). On fait les constatations
suivantes (pour alléger la notation on pose Q := Qp, ) :

— pour ¢ = 1,2, E; est un 2-groupe abélien élémentaire avec dimg, E; = 2;
— E; et Ey ne sont pas conjugués (en d’autres termes, ne sont pas Q-
isomorphes) ;

— tout 2-sous-groupe abélien élémentaire £ de Dy, vérifie dimgz, F < 2 et
sil’on a dimgz/, I/ = 2 alors E est conjugué soit de E; soit de E, (en d’autres
termes, est Q-isomorphe soit & F; soit a Ey);

— Ej NE; est égal a {£idg2} (ce sous-groupe est le centre de Dy, ;

— le seul élément non-trivial de Autg(E;) (resp. Autg(Es)), est induit par la
conjugaison par (r,)* (la rotation d’angle Z), il échange —s et s (resp. —1,s
et 1,8) ;

— E; NE; est la diagonale de E; = Z/2 x Z/2 pour i = 1,2;

— on a limger H*F = limger H*E| R désignant la sous-catégorie pleine de Q
dont les objets sont E1, Ey et E;NE, (pour la notation lim_yop H*F, voir.

On en déduit que L(Dy,) est la limite dans la catégorie K du diagramme

(P ® P)®2 > P« (P ® P)®2

les deux fleches étant induites par la multiplication de P soit encore du dia-
gramme

(P®P)® — &P «+—— (P@P)%
Remarque B.7. Ce qui précede montre que la U-suite exacte de
0 — H'BO(2) — H*D,y,, - w1 H*"BO(2) — 0
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est scindée pour n = 0 mod 4 (la restriction H*Dy,, — H*E; induit un isomor-
phisme de H*BO(2) sur (P ® P)®?). Par contre pour n = 2 mod 4 I'extension
associée est non-triviale car (P ®P)®2 n’est pas un U-facteur direct de P®P.

C Sur les 2-Sylow du groupe W(H,)

On commence par la description faite dans [Hu| du groupe de Coxeter W(Hy,)
comme sous-groupe de SO(4).

Au préalable quelques rappels (bien classiques!) concernant les groupes de Lie
SO(4) et SO(3) :

On note H le corps des quaternions et S* C H* le sous-groupe constitué des
quaternions de norme 1.

Soient ¢; et go deux éléments de S3. On observe que I'application
R'=H—-H=R! , T Q1T

est un élément de SO(4); on définit ainsi un homomorphisme de groupes
de Lie
7:5% xS* = S0(4)

dont le noyau est p := {#£1} diagonalement plongé dans S* x S3. L homomor-
phisme 7 est “le” revétement universel de SO(4); il induit un isomorphisme

S %, S = S04)

u2

la restriction de 7 a la diagonale induit un homorphisme de groupes de Lie
S* — SO(3) (on identifie I'espace euclidien R* avec le sous-espace de H
constitué des = avec x + & = 0) qui est “le” revétement universel de SO(3).

On passe ensuite au groupe O(4). On note ¢ I'involution
R‘'=H - H=R! , Tz

on constate que ¢ est un élément de O(4) de déterminant —1. On considere
la suite exacte de groupes

0 — $%x,,$2S0(4) — O(4) -5 py —— 0 ;
I'involution ¢ fournit une section de dét et donc un isomorphisme

0(4) = 13 x SO(4)
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laction de ug sur SO(4) étant donnée par la conjugaison par c. On constate
que cette action se traduit via isomorphisme SO(4) = S3x . S? par I’échange
des deux facteurs S*. On voit donc au bout du compte que I'on dispose d’un
isomorphisme canonique

O(4) = (&2 x (8% x8%))/{(-1,-1))

Soit maintenant ic : 25 — SO(3) un monomorphisme de groupes dont I'image
est le groupe des isométries directes d’un icosaedre régulier centré a ’origine ;
il sera commode par la suite de supposer que l'image par ic du groupe de
Klein Ay (qui est le 2-Sylow de 2[4 et donc un 2-Sylow de s, voir [5.1.1))
est le sous-groupe de SO(3) constitué des matrices diagonales. Soit enfin 2
I'image inverse de 25 par le revétement S* — SO(3), Le résultat de [Hul est
I'isomorphisme de groupes suivant

W(H,) = (8 x (As x As))/((—1, -1))

qui va nous permettre d’identifier “le” 2-Sylow de W(Hy).

L’hypothese faite sur ic assure que le groupe Qg := {%1, £i, £+j, £k} est un
2-Sylow de 5. Il en résulte que (Sy X (Qg X Qg))/{(—1,—1)) est un 2-Sylow
de W(H,) (de cardinal 2° et d’indice 15?).

PropoSITION C.1.  Le groupe (G5 X (Qs X Qg))/{(—1,—1)) est isomorphe
au produit semi-direct Ay x {21}, le groupe de Klein Ay agissant sur {41}
via son inclusion dans Sy.

Démonstration. On considere le monomorphisme canonique

7 (62 % (Qs x Qs))/((—1,-1)) = (&2 x (87 x §%))/((—1,-1)) = O(4) .

Le groupe de Lie O(4) peut étre vu comme le groupe O4(R) des points réels
du groupe algébrique O4; on observe que l'image de vy est contenue dans
O4(Z). Le groupe O4(Z) est canoniquement isomorphe au produit semi-direct
S, x {£1}*, &, agissant sur {+1}* par permutation des facteurs; + induit
donc un monomorphisme 7P : (S, x (Qg x Qg))/{((—1,—1)) — &4 x {£1}*.
On constate par inspection que I'image de 'homomorphisme composé

(G % (Qs x Q))/{(~1,-1)) s &y {£1}1 —— &,

est contenue dans Ay ; v induit donc au bout du compte un monomorphisme
A (G x (Qg X Qg))/{(—=1,—1)) — Ay x {£1}*%. Comme la source et le but
de ~* ont méme cardinal, & savoir 2°, 4*" est un isomorphisme. O
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COROLLAIRE C.2. Les 2-sous-groupes de Sylow du groupe de Coxeter W(Hy,)
et du groupe alterné g sont isomorphes.

Démonstration. Compte tenu de la proposition précédente il s’agit de montrer
qu'un 2-Sylow de g est aussi isomorphe au produit semi-direct Ay x {1}

L’existence d'un tel isomorphisme est conséquence du cas m = 3 de 1’énoncé
ci-dessous (et de son corollaire) :

ProrosiTioN C.3.  Soit m > 2 un entier; il existe un isomorphisme de
groupes
m—1
[0 77 SQm — ngfl X (Z/2)2
(Som-1 agissant sur (Z/2)*""" via son inclusion dans Gam-1), tel que I’ho-
momorphisme composé

surjection Canonique\ €om—1

—— 7Z/2

ng a—m> ngfl X (Z/2)2m71 ngfl

est €gm.

COROLLAIRE C.4. Soit m > 2 un entier; lisomorphisme de groupes o,
induit un isomorphisme de groupes

Agm = Agmor x (Z)2)%"
Agmr agissant sur (Z/2)%"" via son inclusion dans Sym-1.

Démonstration de la proposition [C.5. En fait le cas m = 2 entraine le cas
général.

On revient sur . On a par définition Sem = Sgm-r X (Ser)2" " (Sgm-r
agissant sur (SQk)Qm_k via son inclusion dans Sym-1) pour tout m et tout
entier k avec 0 < k < m. On constate que pour £ > 1 I'homomorphisme
€ym 1 Sym — 7/2, vu comme un homomorphisme Sym—i X (Sor) 2" — Z/2, est
I’homomorphisme dont la restriction a Som-—# est triviale et dont la restriction
A (Sor)2" " est composé de ’homomorphisme (So:)2" " — (Z/2)?" " induit
par ey et de Paddition (Z/2)2" " — Z/2. Les cas k = 2 et k = 1 de ce qui
précede et “I’associativité” du produit semi-direct montrent que le cas m = 2
de la proposition entrainent la cas général.

Reste a traiter le cas m = 2. On considere la suite exacte de groupes

1 » Ay Sy —— Z/2 — 1

La donné d’un élément de S, d’ordre 2 et de signature non-triviale, par
exemple la transposition (2,1, 3,4), fournit un isomorphisme de groupes de
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Sy sur un produit semi-direct Z/2x A,. L’action de Z/2 sur A4 est non-triviale
sinon Sy serait isomorphe a (Z/2)3. Comme les involutions non-triviales de
Aut(Ay) sont conjuguées (on a Aut(Ay) ~ GLy(Z/2) ~ S3) il existe une base
du Z/2-espace vectoriel A, qui est stable sous 'action de Z/2. On dispose
donc d’un isomorphisme « : Sy — Z/2 x (Z/2 x Z/2), Z/2 agissant sur
7./2 x 7./2 par échange des facteurs, tel que ’homomorphisme composé

surjection canonique

s 7,2

Sy —>— Z/2 % (Z)2 x Z]2)
est 4. L’homomorphisme «y est 'avatar évident de a. O
Remarque C.5. Une facon plus rapide (mais plus indirecte) de se convaincre
de Dexistence d’un isomorphisme Ag ~ A, x (Z/2)* est d’utiliser I'isomor-

phisme exceptionnel g = GL4(Z/2) :

On note Mz (Z/2) le Z/2-espace vectoriel des matrices 2 x 2 & coefficients dans Z/2. On
introduit les éléments suivants de My(Z/2) :

S R IR

(on observera que 'on a S? = 1), et le sous-ensemble suivant de GL4(Z/2) :

T = { [sg Sl\fz] L (vi,m) €Z/2 X Z)2 | M € My(Z/2) }

On constate que T est un sous-groupe de GL4(Z/2), que ce sous-groupe est un 2-Sylow
et que le sous-ensemble de T constitué des éléments avec (v1,v2) = (0,0) est un sous-
groupe distingué de T isomorphe & (Z/2)*. On constate également que I'on a les formules

suivantes : i L
S Ol[1 M][S O] | SM
0 1110 TIT]]|0 1 10 I
olf1 Mm][1 o' [1 MS
SO I](O0 S 10 I
S [:m x| _ [1:2 x4] ot [m 553] S_ {903 x1]
X9 1‘4_ xr1 I3 To T4 X4 T2

La litanie de formules ci-dessus montre bien que T est isomorphe au produit semi-direct
Ay x (Z/2)*, le groupe de Klein A4 agissant sur (Z/2)* via son inclusion dans &,.

o~
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